
1515, Alcuns appliceionidi limti o dsrival€

3. Crescenza e decrescenza di una curva

In questo paragrafo cominciamo a vedete come si possono scoprire delle
caràtteristiihe geometriche di una cuna a parlire da proprietà algebriche
della funzionel-/(r) che la descr,\e. Quesla 5copelld porta anche ad
individuare un procedimento per tracciare il grafico di una cù a a partire
da opportuni càlcoli svolti sulla funzione y=flr).

Cominciamo ad esaminare un'importante caratte stica di una
culva: la crescenza o decrescenza.

Dire che ùn arco di curva è ctescente equivale a dire che al
cresceìe di Ì cresce anche ),

Questa proprietà geometiica può essele espressa in li!Ìguaggio
algebrico quando l'aico crescente è il grafico di una funzione )=/(r) in un
dato intertallo (fig. 11): scelti comunque nell'inteNallo due valori 4 e à,
risulta

coln b>a,
ossla

f(b)-f(a)>O, con b-a>0.
In breve, dire che una funzione è crescente equivaìe a dile che le esPres-
sioni

f(b)-f(r) e (b-a)
hanno sempre segno concordc e, quindi, risulta semprei

f( h\-f( a\#>0
AnalopamenTe, drre che una curra d equazione y=f(x) e decrescente in un
dato i;lenallo ({ip. l2) equivale a drre che al crescere di Y. decresce } e
cioè, scelti comunque due valoti a e b, si verifica sempre:

Ì(.b)<Ì(a) , con b>a
e perciò risulta

f(a)-f(,) ^

-<tr.

f(b)>.f(a\,

Fig. 11 Fig. 12

IMac

IMac
1. Curve crescenti e decrescenti              

IMac

IMac
1

IMac
Derivate e grafici con dimostrazioni



5. Alcure applicazioni di limìli 6 dèriva16
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ln ouesto modo la caralleristica di e:sere crescente o decrescente in un

i::"H;ii; :,';;:";n';-ìn rerrini algebrici: basta scesliere.nell'intelvallo
;;';;;ir"ì;;;ài;;i a e b e'tudiàre il sesno dell'espressione

f(ù-f(o)
b-a

r),e<in .lrtrlio di\enta parttcolalmente rapido 5e Ia tunlione y=/('r) e

à'"iirrUiÈ r.tt lnr"trullo considerdtoi vale infatti il seguente leorema:

- se risulta /'tx)>o' la funzione J=/ì.x) è crescente:
- ie ii.rrt.7'i*l<0. la funzione J=lìrl è decrescente'

F lr.ile .lìmostrare questo leorema. basando\l sul leorema di Lagrange"
fi i;;i;.; ;;'i"fi;ààì,",ui" i't"tt' 't'" scelti comunque due numeri
; i;,'; ;;; il"";;""neiiiinte" att" la' bl un vatore c per cui I isulra

flb)-fla) .,. .

-=l 

\LIh-a
Se dunque la funzione y'=f'(.r) si mantiene positiva' si ha

ftb\-f(a)f'(.)>0. quindi '#'O e perciò ) ='{ Y) cre'cente'

Analogamente, si dimostra che, se risulta /'(.l)<0' la funzione è decre-

Due osservazioni imPortanti:
i,"ìriÉàì"Àli ilà ,n'i-m.<linro §igniticaro geometrico quando viene ap-

plicato alla funzione

Y:mx+q'
che ha oer qlafico una retla {ftg tJl Si ha che la funzione e 'l'"'[J;i":"; ;ì;rl'; /'(x) m;0 e cioe la rerLa la pendenza po(rltva'

à"...,.àitì". * .i ha I'ix)=m<0 e cioe la rella ha penden/a negatrva'

C""ìr,g.-i+t . .r,i^ro che una Junzione y-l{xl e

- "."i""'n," in un suo punlo,4 di axi'sa a se in quel punlo )l appog_

;i;:-;à';;; tangente t che ha pendenza / (d)>o'
- à*t"t."nì. n"lir. plrnlo A se -§i appoggia" ad una langente Icne

ha pendenza f'(a)<0.

I Vedi cap. 4. Pailgrafo 8
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5. Alcune applicazioni di limili e dérivalé 153

2) Occorre qualche cautela nel considerale il teorema ilrverco: può essere
iofatti che una funzione sia crescente in un dato intewallo, senza che la
derivata si mantenga positiva in tutto l'intervallo. Basta un esempio
per render§ene conto.

Consideriamo la curva d'equazione

rappresentata in fig. 15: si tratta di una curva sefupre crescente.
Calcoliamo ora Ia de vata della funzione; si ottiene:

Y'=5'a'
Risulta perciò

y'>0 per qualunque .r+0, ma y'(0):0.
Si ha dunque che il grafico della funzione è una culva crescente, ma la
derivata /'(r) non è sempre positiva: nel punto O(0, 0) la derivata vale 0.

Analogamente, ùna funzione decrescente in un dato intervallo
può anche non avere la de vata negativa in tutto I'intervallo (fig. 16).

Si osserva subito che in questi due esempi la derivata si annulla
per un valore di .t senza però cambiare segno.
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154 5. Alcune applicdbni di limiti e dorivato

Ecco un caso dive$o: in fig. 17 è rappresentato il grafico della funzione

!=x3-3x,
che abbiamo già esaminato nel cap. 1 paragnfo 6.
Per questa funzione sulta:

v'=3f-31
si ha durque (fig. 18)

)'>0 per ,<-1, )'=0 per x=-1, },'<0 per -1<r<1.

Fig 17 Fig. l8

È chiaro allora che la curva è ctescente in corrispondenza a valori di r
inferiori a -1, mentre è decrescente per valori di .r maggiori di -1.

Nel punto,4(-1,2) awiene dunque il passaggio da un andamen-
to crescenle ad uno decrescente; si ha un punto dl ma§lmo rolativo.
Risulta inoltre

)'<0 Per -1<'t<1, ,'=0 per r=1, y'>0 per ,>1.
È chiaro allora che la curva è decrescente in corrispondenza a valori di .r
inferiori a 1, mentre è crescente per valori di .x maggiori di l.

In a(1, -2) awiene il passaggio da un andamento decrescente
ad uno crescente; si ha un punto di nrlnimo rèlativo.

4. Punti di massimo e minimo relativo

Le consideraziooi svolte nel paragrafo precedente, a partire da un esem_
pio, possono essere facilmente generalizzate e pemettono di cogliere il si-
gnificato delle seguenri delinizioni (fig. 19):
- un punto ,4[a, /{a)] è un putrlo di mrssimo relstivo {o locale). se si può

trovare un intorno 1(a). lale che. se,t varia in 1(aì. risuha

flr)<flo\',
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5. Alcune applr@onr di limrti é de valè

Fig. 19

- un punto ,4[a, /(a)] è un punto di nrinimo rclativo (o localè), se si può
trovare un intorno (a). tale che, se, varia in 1(a), risulta

f(,\>f(a).
Si può dire, i breve. che un punto di massimo relativo è "il piùl alto fta i
punti vicini", mentre un punto di minimo relativo è 'il più basso fra i
punti viciri"; in qucsto modo si capisce pitr facilmente il significato del-
I'aggettivo "relativo o locale".

Ora è facile dimostrare il teorema segucnte:
se una curva d'equazionè ){r) presents nel punto A d'ascissa 4 un massi-
mo o un minimo relativo, risulta /'(d)=0.

La dinìostrazione è inìmediata: se, per esempio, Ala, f(a)) è w
punto di massimo relativo, risulta ceflamente

f(x)<f(a)- per -r variabile in un opportuno (a).
Ma allora, non può essere /'(d)>0, perché, in tal caso, la funzione sareb-
be crescente nel punto,{ e, dunque sulterebbe

f(r)>f(a). perx>d:
e così non può esscre /'(d)<0, perché la fun-
zione sarebbe decrescente in,4 e. percro. si
avrebbe

f(x'l>f@), per.r<rt.
I)eve allora risultare /'(a):0.
Una dimostrazione analoga può essere ripetu-
ta per un punto di minimo relativo.

Due importanti osseNazionirl) ll teorema ha un immediato significato
geomerrico (fiB. 2u): Ia rangenle r iD un
punto ,4[4, /(a)] di massimo o minimo rela-
tivo ha sempre pendcnza/'(/)=0 e dunque
, è parallela all'asse delle x.

155
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156 5. Alcunè applica:ioni di limiù € dsrivalB

2) Non vale il teorema inve$o: non basta verificare che risulta /'(a)=0,
per essere certi che il punto ,4 d'ascissa 4 sia un punto di massimo o di
minimo relativo. Le figg, 15 e 16 di pag. 153 mostrano appunto due
esempi di curve che non presentano né massimo né minimo relativo in
un punto in cuì la derivata vale 0.

Per fissare meglio l'attenzione su questa osservazione, i punti con de vata
nulla prendono il nome di punli stazionari. Questi punti possono essere
anche individuati basandosi sulla seguente prop età geomet ca: la tan-
gente alla curva in un punto stazionario è parallela all'asse delle -r.

Risulta perciò chiaro che un punto di massimo o minimo relativo
e certamente un punlo stazionario. mentre un punlo stazionario non è
sempre un punto di massimo o minìmo relativo (fig. 21).

è punio dl ma3simo r6lar vo € pu.lo di minifro rèlalvo

Fig. 21

È facile capire come, fra i pùnti stazionari, si può individuare un
punto di rnassimo o minimo relativo: basta tener pre§ente che in un punto
di massimo o minimo la cuIva cambia andamcnto.

Si deve dunque verificare una delle seguenti situazioni:
1) La curya ha, nell'intorno del punto.A, un andamento come quello di

fig. 22: cresce a sinistra di a e decresce a destra di 4; perciò -A è un
punto di massimo relativo, se sulta

J'(a)=0 con J'>0 per a-akr<a e yt <0 wr o<r<o+à.

Fig. 22
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5, Alcune applicazioni di lmrli e dè vate

La cuwa ha, nell'intorno del punto "4 un
fig. 23: decresce a sinistra di a e cresce a
punto di minimo relativo se sùlta

J'(a)=o con y'<0 per a-A<x<a

'157

2) andamento come quello di
destra di a; perciò A è un

e ,'>0 per a<x<a+;

5" Concavità e convessità di una curva in un punlo

Nel paragrafo precedenle abbiamo \ isto come una caratteristica geometri-
ca di una curva - essere crescente o decrescente - sia legata ad una pro-
prietà algebrica della funzione ,=/(r) che descrive la curva: si possono
determinare gli inte alli in cui una curva è oescente o decrescente, stu-
diando il segno della de vata y'=/'(x).

In questo paragrafo esaminiamo un'altra caratteristica geometri-
ca di una curva: rivolgere la concavità verso l'alto o verso il basso.

Ecco un modo semplice per descdvere una curva che rivolge la
concavità ve$o l'alto in un suo punto,4 (fig. 23): in un intorno del punto
la curva si trova al disopra della tangente ,.

Ouesto vuol dire che. se la curva è descritta da una funzione
/=/(r), si verifica la condizione illustrata in fig. 24: quando Ì varia in un
intomo 1(a), sulta

dove
l'ordinata del punto
l ordinata del punto

Ye=f@) è
rr=f@)+f'(a[x-a\ è T.
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158 5. Alcune applicazioni di limiti e dsrivarg

In conclusione, dire che una curva fivolge la concavità verso l'alto signifi-
ca dire che risulta

!p-Jr)O, ossia /(r) - [/(a) +/'(a) (-r - a)]>0.
Analogamente (fig. 25), una curva rivolge la concavità verso il basso in un
suo punto ,4 se si trova al disotto della tangente , in un intorno del punto
A. Questo vuol dire (fig. 26) che, per Ì variabile in un intorno (lI), risulta

ft<!r, cioè )p_)r<o
e, perciò

/(.t) - [/(d) +/'(ax.r - a) ]<0.

Fig. 25 Fag. 26

Si comincia così ad intuire come si possa tradurre in termini algebrici
anche la caratteristica di rivolgere la concavità verso I'alto (o verso il
basso): basta studiare il segno dell'espressione

y p_yr=f?\_[f(a)+f,(a)(x_ a)1. (1)
Si nota però che l'espressione è legata in modo piuttosto complicato alla
funzione y=/(.r) e sembra quindi poco agevole da esaminare.

Si riesce tuttavia a studiare facilmente il segno dell'espressione(1), petendo due voÌte il procedimento di derivazione.
Si procede così: a partire dalla funzione,:/(r), si calcola prima

la de vata
y'=to),

e poi la derivata della derivata e cioè la derivata seconda che si indica con
il simbolo

r':.f"(x).
Basandosi infatti §ulla derivata seconda, si dimostra il seguente teorema:

- se dsulta/"(.r)>0, la curva d'equazione J=/(r) rivolg€ la concavità verso
l'!lto;

- se risulta/"(r)<0, la curva d'equazione y=Ir) rivolge la concavita verso
il hasso.

Per dimosffare questo teorema, si comincra con
(1) nella forma seguente:

[f(x) *f(a))*f'(a)(x - a);

Io sc verc I'espressione

(2)

IMac
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5. aldrn€ applicazaoni di rimiti é derivato 159

ci si vale poi del teorema di Lagrange.
Questo teorema garantisce infatti che si può tlovare nell'inte al-

1o [a,.r] un valore c per cui sulta

flx) -fla)=f'(c)(x- a);
quindi si può modificare l'espressione (2) scrivendola nella forma

f' (c)(x - a) - f' (a)(x - a) ,

ossia
lf'(c)-f'\a))(t-a). (3)

Ora, molto spesso accade! anche nelle applicazìoni, che la funzione
/':f'(r) abbit a sua volta una de vata, che si indica con )"=/'(i); in tal
caso si può applicare il teorema di Lagrange una seconda volta, tlovando
nell'intervallo [a, c] un valore d per cui risulta

f' (c) - f' (a)=f" (d)(c- a);
così si arriva a scrivete

y 
"- 

y r=f" (d)(c- a)(x - a) .

In quest'ultima espressione si nota che si ha sempre
(x-a)(c-a)>0,

(4)

dato che (x-d) e (c-a) sono due quantità di segno concorde (fig.27);
perciò l'espressione yp-y7 ha 1o stesso segno di /'(d).

x>a-r-a>0

c>a=c_a>0
Ft?. 27

Se dunque la funzione )'=/'(r) si mantiene positiva, si ha:

f'(d\>O, quindi yp-yP0
e perciò y=flr) dvolge la concavità verso l'alto.
Inmodo del tutto analogo, si dimostra che, se risùlta /'(ir)<0, la curva

volge la concavità verso il basso.

È facile ora capire che, anche in que-
sto caso, occore qualche cautela nel conside-
rare il teorema inverso: può accadele infatti
che una curva volga la concavità verso il bas-
so in un dato interyallo, senza avere la dedva-
ta secoflda negativa in tutto l'inte allo. Basta
un esempio per rcndersene conto: la cufla di
fig. 28, che rivolge sempre la concavità velso
l'alto. Si tratta del grafico della funzione

v=@-D6,
che ha come derivate

Y':6(x-1')5 e
si ha perciò:

)">0 per qùalunque x+1,
ma

/"(1)=0.

y"=30(x-1)a;
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160
Analogamente, una cùùa che rivolge la con-
cavità verso il basso in un intervallo, può ave-
re Ia derivata secoDda che vale 0 in qualche
punto dell'intervallo (fig. 29).

Si osse a subito che in questi due
esempi la derivata seconda si annulla in un
punto,{ senza però cambiare segno; si capisce
dunque che non cambia il verso della concavi-t  in un intomo del punto ,4.
Ecco un caso diverso (fig. 30): si tratta di nuo-
vo del grafico della funzione

!=x3 -tc'
di cui ci siamo già occupati nel paragrafo pre-
cedente.
Per questa funzione risulta

y'=3r'!-3 e quindi y''=6ri

si ha dunque (fig. 31):

5. Alcune applicazionidi limili è deivalo

y'(o)=o
Fig, 29

Y'<0 Per t<0, /:0 Per r:0, ),'>0 Per ,>0.
È chiaro che la curva volge la corcavità verso il basso in cordspondenza
a valori [egativi di x, mentre volge la concavita veI§o l'alto in coffispon-
denza a valoÌi positivi di ,.

La curva cambia in O il verso della concavitàì si ha in o un
punto di flesso o ùn pùnto inllessionale.

FiS. 30 F(t. 31
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5. Alcuno applicazioni di limili s dsdvale

6. Punti di llesso
Le considerazioni svolte nel paragrafo precedente a partire da un esempio
numerico possono essere facilmente generalizzate: una curva d'equazione
y:/(x) presenta un flesso nel punto,4 d'ascissa a, se la curva attraverca
in,4 Ia sua tangente. ossia se cambia iì verso della concavità nel punto,4
(fis. 32).

161

Ora è facilc dimostrarc il seguente teorema:
se la curva d'equazione y=f(r) pres€nta un flesso nel punto A d'ascissa a,
dsùlta /"(o)=0.

La dimostrazione è immediata: non può risultare /"(d)>0, perché
in tal caso la curva si manterrebbe al disopra della tangente in un intorno
di ,4; analogamente non può essere /"(r)<0, Deve allora risultare
f'(o)=0.

È importante notare che non vale il leorema inverso: non basta
verificare che risulta /'(a)=0 per essere certi che il punto ,4 d'ascissa a sia
un flesso; le figg. 28 e 29 di pagg. 159-160 mostrano appunto due esempi
di curve che non presentano un flesso in un punto in cui la de vata
seconda vale 0.

Tuttavia è facile capire come si può individuarc algebricamente
l'ascissa a di un punto di flcsso, tencndo presente che in un punto di flesso
cambia il verso della concavità; si ha dunque che A è un punto di nesso se
si verifica una delle seguenti condizioni:
1) La cùrva ha, nell'intorno del punto,4, un andamento come quello di

fig. 33: rivolge la concavità verso l'alto a sinistra di ,4, mentre rivolge
la concavità ve$o il basso a destra di Al cioè risulta:
J"(a)=0 con ,">0 per a-ò<r<a e y"<0 per a<t<a*à:

IMac
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'162 5. Alcun6 applicazionl di limlli é dénvale

2) La curva ha, nell'intorno del punto /4 un andamento come quello di
fig.34: volge la concavita verso il basso a sinistra di,4, mentre rivolge
la concavita verso l'alto a destra di .4; cioè risulta:
y"(o):0 con y"(0 per a- 8<x<a e y">0 per a1x<a* 8.

Fig. 34

te figg. 33 e 34 conducono anche ad intuire un'interessante prop età
geometdca della tangente ad una cuwa in un punto ,4 di flesso: una
secante s, che coDgiunge ,4 con un punto P prossimo ad ,4 (fig. 35),
inte$eca la curva non solo in ,4 e P, ma anche in un terzo punto (O),
anch'esso viciDo ad ,4.

Si capisce allora che, quando la secante r ruota intomo ad.4,
assumendo posizioni vicine a quella della tangente ,, i punti P e C si
awicinano sempre di più ad.4 (fig. 36); al limite la tangente t interseca la
cuna in tre punti coincidenti nel punto ,4.

Si intuisce così la seguente proprieta, caratteristica della tangente
, ad una curva nel punto /4 di flesso (cùiamata anche tangente inllessiona-
le):
la tangente inflesslonale tocca la curva in tre punti coincidenti nel punto di
llesso.

Fig. 35 Fig- 36
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Gli esercizi qui proposti richiedono anche di applicare l’algebra delle derivate per 
derivare funzioni   

Curve crescenti o decrescenti  
Esercizio guidato 
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