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Alcune applicaziqni
degli integrali

1. Calcolo dell'area racchiusa da una curva
2. Calcolo dell'area racchiusa fra due curve
3. Volume di un solido di rotazione
4. ll calcolo integrale in fisica
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1. Calcolo dell'area racchiusa da una curva

7, Alcuns applicazioni d8gli intogÉli

Nel capitolo precedente abbiamo visto come il calcolo integrale si è svilup-
pato a partire da un problema che ha origini antiche: determinare l'area
racchiusa da un contorno curvilineo.

Ora, dopo aver introdotto le idee e le iegole fondamentali del
calcolo integrale, siamo in grado di applicare i sultati ottenuti per calco-
lare effettivamente le aree. Cominciamo a aiflettere su due esempi.

1) Calcolare I'area T1 della superficie racchiuso dall'asse delle x e dalla

curva d'equazione y=ro, " n"tt'iurrruolbl0, j .

OsseFiamo la fig. 1 che visualizza il problema ed espri-
miamo l'area I, mediante un integrale definito'; si ha:

Ora, per calcolare I'integrale indicalo, occorre ncordare un risultato fon-
damentale (v. pag. 215): se è data la furzione y=/(r), che si mantiene
positiva nell'intervallo [a, ò], risulta

r
I f(x)dx = F(b) - F(a)

aore f=F(r) è una delle p mitive della funzione integranda, cioè è una
funzione tale che

F'(')=/G)'
Molto spesso la differenza F(6)-F(a) si indica con un apposito simbolo; si
scnve:

n(l) - r(a) = [r'(x)]l .

Per calcolare I'area chìesta si può dunque procedere nel modo seguente.

I) Si determinano le p mitive della funzione integranda )=cos x, calco-
lando

lcosrdr)
Si ottiene (v. tabella di pag. 216)

I
I cos Ì &=sen x+À.)

II) Fra tutte queste primitive se ne sceglie una, per esempio quella che ha
la Iorma piùr breve e cioè

F(r)=5"n r.
I vedi cap. 6, parasrrto 2.

1

,I

Fis. 1
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Così si ottiene subito l'area richiesta, dato che sulta

f1
I cos x ax:ìsen xl;:)'

per arivare al risultato, basta calcolare

lsen xll=sen =--sen 0=1.I
Si ottiene alloral

I
2

f.o' * dr-- l. Fis'

)
La supe icie S tappresentata in fig.2ha dunque ì'area che vale- 1; questo
vuol dire che la suierficie s è eqùivalente a un quadrato con il lato lungo
1. Si tratta di un risultato inaspettato: dalla figura si capisce che I'area
della supefficie S ha un valore vicino a 1, ma nulla fa prevedere che l'area
valga esattamente 1!

2) Calcolare I'area T della superficie rucchi so dall'asse delle x e dalla' 
curva d'equazione y=cos r nell'intervallo [0, n].

La fìg. 3 mette in rilievo la simmet a delÌa cosinùsoide: è eviden_
te che l'area 7 è il doppio dell'area fr appena calcolatai deve dunque
risultare

Ma se sì calcola l'area ipetendo i calcoli eseguiti
p ma, si ottiene:

r= I cos r.Cr=sen ---sen 0--0.)
Questo assurdo risultato si può spiegare riflettendo/_ì
che nell'inlervallo l:.::], la cosinu:oide si trova al\tl
disotto dell'asse delle t e, dunque sulta

cos r<0.

_tI r= | COS t AX=r,.
J

Fig. 3

I E lrcrle c.pre che.i ,rn\6 \emPre Jìo !c'so r§ulraro se n pÙre dd Dna dne§"
p,miri,u, u ostn:. I _lcomodE" qJ.ndo { 'iolce rna "orrrazione del Ùpo

tsei r+riìi:ri;+t-(rn 0+e)=sen r+*-§èn 0-e'
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Invece, gli integrali definiti sono stati introdotti considerando solo funzio-
ni r=/('r), che non diventaro mai negative nell'intervallo [a, A] (fig. a).

Vediamo allora che cosa accade quando si applica il procedimen-

to richiamato in fig. 4 per calcolare l'area Tz telativa all'inlervallo Lf, ;l:
si divide l'intervallo in ,t pa i di ampiezza h (fig. 5) e si calcola z I

-A,=cos .rr .lr+ cos xz. h+ ... +cos x,,.h

Fig.5

È evidente che si ottiene ùn numero ?4,, certamente negativo; tuttavia il
valore assoluto di .4i da sempre una buona approssimazione dell'area C.
Si ha dunque:

l{l (cos Ìr'i+cos.rr.h+...+cos x, h):-T2
ossia

Ora è cbiaro che, per determinare l area I racchiusa complessivamcnle
dalla cosinusoide e dall'asse delle x nell'intervallo [0. ;]. conviene calcola-
re separatamente le aree seguenti (fig. 6):

Ir. relativa all'intervallo 10. ; . in cui y=s65 y ..r,iene il segnoposltÌvo, t 'J
f2. relativa all intervallo i;. ;1. in cui y=cos,r manliene il segnonegalivo; L' )

r.=- | "o* a'..J
a

Fig. 6
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così si ottiene
T:Tr+Tz.

Si ha dunque:

e quindi
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lr= lcosx4r, /.=- lcosxdx.J)0I
2

,
tt=t= J cos x dx- 

J 
cos x dr=[sen rlj-[sen r]i

0!
2

os§ta

-' - t - \ / -\?'=lsen rlj-[sen xl:={sen i-sen 0l-{sen r-sen; ]=l-0-(0-l)=2" r \ z 1 \ zl

come avevamo già ottenuto per via geometrica.

I raBionamenti seguiti per sviluppare questi esempi hanno carat-
tere generale e possono essere sempre ripeluti per calcolare l area I rac-
chiusa da una curva d'equazione ),=/(r) e dall'asse delle r: icasi che si
possoDo presentare sono assunti nello schema seguente (figg. 7, 8, 9):

Area I sotlo una curv! d'€qurrlone,=n )

/lr)>0 ln ta, rl J(r)<o ln ta, rl .,1rÈo
It)<o

Itr Ia, cL
tn tc, ,l

J"', r=- ) ta\d,

1,

r= lrat*- lruta,

Fig. IFig, 7 Fig.9
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2. Calcolo dell'area racchiusa fra due curve
7. Alcuné applicazioni dsglì inlègrali

Nel Daragralo precedente è esposto it procedimento per calcolare larea I
racchiusifra uha curua d equazione )'=I(,() e l'a§\e delle,r: abblamo vlslo
che. se risulta fl.r)=o nell'i;tervallo [a. b] tfig. l0). larea f è data da

Fig. 10

r= I ft^\dx.

Ora l'area f, visualizzata in fig. 10, può essele descritta anche co§ì: ? è
l'area della supe icie racchiustdaÌla aurva d'equazione y=/(x) e dall'asse
delle r, che ha equazione y=Q.

ln ouesto Darasrafo estenderemo questo concello aì caso d' alee
racchiuse da'due c,irve-qualunque. d equazìone y=lxl e,y-81\\-

Cominciamo a rilleltere su un esempio Sl consldera la superllcle
(in colore in fig. l1). racchiusa dalle due parabole Pr e pr. che hanno le
equazioni seguenti:

P) Y:xz-zx+2, P) Y=-l+6x-4'
si vuole determinare l area f di quesla §uperticie

È chiaro che. Der delimiiale in modo preciso la zona indicala' si
dovranno calcolare le coordinate dei punli A e B in cui le due curve sl
incontrano; risolvendo il sistema formato dalle equazioni delle due para-
bole. si ottiene

A(1, 1) e B(3, s).

Fig. 11
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La supedicie da misurare è dunque la zona di piano cartesiano formata da
tutti i punti P(*, y) che soddisfano le seguenti disuguaglianze:

- 1<x<3 e f-2x+2<y=-Ì+6x-4,
A partire dalla fig. 12, è facile capire come si può calcolare l'area I fra le
due curye: basta calcolare Ia differenza

TrTr,
dove

Ir è I'area (in grigio) fta la curva pr e I'asse delle , nell'intervallo
t1, 31,

72 è l'area (in colore) fra la curva p2 e I'asse delle Ì nell'interval-
lo [1,3].

Flg. 12
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Valendosi dei risultati ottenuti rlel paragrafo precedente, si ha:
31

lfTÈ | (x'1-2-x+2')dx e Tr= | ( -.È+6x-4\dx') .)'tl
e perciò risulta

33tr
T= | (-ì+ 6)c-4\dt- | (x,-»+2)dx.

)J1l
Per svolgere più rapidamente i calcoli, conviene valersi delle proprietà (3)
e (4) degli integali definiti, esposte nel cap. 6, paragrafo 3; si scrive:

33tr
| (-x'z+6t-4)dx- | (x'-2x+2)dx =)Jll

3

= | «-* **- o>-A, -r. +z\ldj.
I

e si ottiene
3I I )-

7-= I ( -»'z +8x -6\dx =l - t rt - 4tt - ur1 -o.,' | 3 I r
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È facile rendersi conto che questo procedimento si può sempre seguire per
calcolarc I'area 7 racchiusa ha due curve d equazione

r=f@) e y=s@).
quando si ve ficano le seguenti condizioni (fig. 13):
I) le due curve si incontrano solo in due punti di ascisse a e A,Il) nell'intervallo [a, A] fisulta /(r)>g(-r),III) nell'intervallo [a, b] risulta /(r)r0 e g(.x)>o.

In questi casi si ha dunque (fig. 14):
bbb

r= [ r<,ta,- j xaar= [rfl,)-'rtùto, (r)

Fig. 13 Fig. 14

Vediaho ora come si può ragionare quando non si verifica l'ultima delle
condizioni indicate prima e si deve calcolare l'area T di una superficie
come quella rappresentata in colore in fig. 15: la supedicie è racchiusa da
due curve d'equazione

y:fir) e y=g(r)i
le cuwe si inconlrano in due puntiA e 8. di ascis\e a e 6, ma nell'interval-
lo [a. A] non si mantengono sempre al disopra dell asse delle x.

Per ricondursi ad applicare la formula (1) basta operare una
traslazione delle curve lungo l'asse delle l. Si ottiene così la stessa area f,
delimitata però da due curve che si trovano entrambe al disopra dell'asse
delle r (fig. l6).

l=l,i= I ,h)dr

1,-lu*

Fig. 15 Fis 16
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Le equazioni delle due curve diventano allora
y:f(x)+k e y=g(r)+k

e l'area 7 si può calcolare mediante Ia formula (l); si ha:
bb
ffr= llL(-r)-k)-(8(.r)+k)ldx= | l^x)- g(x)ldx.))

Si trova cosl ùn interessante risultato: per calcoÌare I'area 7 racchiusa fra
le due cuive ci si può valere sempre della formula (1), senza dover effet-
tuare traslazioni. Si conclude che (fig. 17):
I'area I racchiùsa fra due orrve è data da

dove

- f=Jlx) e J=g(.r) sono le equazioni
delle curve,

- d e , sono le ascisse dei pùnti di in-
tersezione delle due curve,

- si ha l(r)>g(r), mentre r varia nel-
l'lntervallo [a, ,].
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r: lw-c<,»*

Fig. 17

3. Volume di un solido di rotazione
Il calcolo integrale permette di determinare non solo I'area di una superfi-
cie piana, ma anche il volume di un solido; il procedimenlo è particolar-
mente semplice nel caso dei solidi di rotazione.
Ecco gli esempi più noti di solidi di rotazione:
- si ha una sfers ruotando un semicerchio intorno al diametro (fig. 18);
- si ha un cilindro ruotando un rettangolo intorno ad un lato (fig. 19);
- si ha un cono ruotando un triangolo rettangolo intomo ad urt cateto

(fis.20).

r.. r= J l(r)-cr,)ld

Fig. 18 Fig. 19 Flg. 20
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Flg.23

Fig. 25

Ecco altri solidi di rotaziole che si possono otterere a partire da
figure piane note:
- ruotando una semiellisse intorno ad un asse di simmetria (fig. 21) si ha

un ellissoide;
- ruotando una parabola intorno al suo asse di simmetria (fig. 22) si ha un

pa$boloide;
- ruotando un ramo di iperbole equilatera intorno ad un asintoto (fig. 23)

si ha un solido iperbolico.

Fig.21

Fig- 24

Fis. 22

Più in generale. si può olrenere un solido di rotazione in questo
modo: sul piano cartesiano si disegna il grafico di una funzione y-l(x),
definita positiva in un intervallo la, bl ({rg. 2q; si fa poi ruotare intorno
all'asse delle r il trapezoide delimitato dalla curva (fig- 25).

Vediamo ora come il calcolo integrale permelte di calcolare il
volume dei solidi di rotazione che si possono generare ill questo modo.

Il procedimento si basa sulla stessa idea che ha condotto a calco-
lare l'area del trapezoide': si divide I'intervallo [a, b] in n parti lunghe /r e
si individua lo scaloide insc tto e quello circoscritto (figg. 26 e 27)i si

I Vèdi cap- 6, paràsra{o 2
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opera quindi la rotazione intorno all'asse delle ,. Si ottengono così tre
solidi:I) il solido descdtto dalla rotazione del trapezoide (fig. 25).
II) il solido desc tto dalla rotazione dello scaloide inscritto (fig. 28),
III) il solido descritto dallo scaloide circoscritto (fig. :9).
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Fig.26 Fis- 27

Fig. 28 Fig. 29

ll Drimo solido ha un volume l/ che non conosciamo; menlre e tacile
cal;olare il volume depl altri due solidi. che sono composti da r? cilin_
dretti".
Ricordando che il volume di un cilindro di àltezza h e raggio / è dato da

v:rfh,
si ha che:
- il volume del solido generato dallo scaloide inscritto è dato da

v,: rmih+ tmlh+ ... + rmlh
- il volume del solido generato dallo scaloide circoscritto è dato da

v,=ntvlih+ nMlh+ ... + "Mlh- risulta, per ogni r,
v =W<V,.

Si è così condotti ad affermare che, per valutare il volume IV del solido,
basta calcolare

lim v,=llm V,:W.
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Seguendo poi lo stesso ragioDamento esposto nel cap. 6, paragrafo 2, si
può arrivare al volum€ Iry anche calcolando il limite seguente:

tim \nlf1ct)1l.h+ rlfo)l'1.h+ ...+ ÌIl@)2).h\
che conduce a scrivere

Iw= | =[f1x))tdxJ

Si arriva quìndi alla seguente conclusione
(fig.30):
il volùme Iry del solldo ottenuto ruotando la
culva d'equazione ,=J(r) nell'intervallo [a, ,]
è dato da:

w= [ ,txoYa,.

Fig. 30

Vediamo subito due applicazioni di qùesto procedimento.

A) Il volùme del paraboloide
Si disegna sul piano cartesiano una parabola, disponendo il vertice in O e
I'asse di simmetria coincidente con l'asse delle r. Si considera quindi l'arco
di curva che si trova nel primo quadrante; quest arco è il gralico della
seguente funzione (fig. 3l):

v-!i.
Si opera una lotazione del piano inlomo all asse delle .r, ottenendo il
paraboloide di rotazione rappresentato in fig. 32.

Il solido si estende all'infinito, perciò ha un volume IV che varia
al variare del punto A. estremo dell'arco o,4 che ruota. Se si indica con a
l'ascissa del punto,4, il volume lV è dato da:

J

=ro-'

Si arriva dunque alla seguente conclusione (fiqg. 3l e 32)l

il volume del paraboloide, generato dalla rotazione intorno all'asse delle .t
dell'arco di parabola d'equazione

rtE
definito nell'i ervallo [0, a], è dato da

-=1" +,j;

*=io''
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Fig. 31

243

Fig. 32

Un osseNazione importante: se I'ascissa a assume valori sempre più gran-
di positivi, il volume vf cresce sempre di più e risulta

r_l
lim l:a:l=+r, ossia lim W= +6r_. lz )

II paraboloide si estende dunque all'infinito, racchiudendo un volume che
tende all'infinito.

B) Il volume del solido iperbolico
Si disegna sul piano cartesiano il ramo d'iperbole equilatera che ha pel
asintoti gli assi cartesiani (fig, 33) ed è desc tto dall'equazione

u= 1- con -x>o:

si ruota la figura intorno all'asse delle r ottenendo un solido iperbolico
(fig. 34). Anche questo solido si estende all'infinito e perciò avrà un
volume l{ variabile al va are dei punti .4 e B estremi dell'arco che ruota.

Fissiamo per semplicità,4(1, 1) e indichiamo con ,l'ascissa del
pùnto B; il volùme I,y del solido è dato da:

*=J"*"
I

Fig. 33 Fig.04
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,'='l-tJ,={-;.,)
Si afiiva dunque alla seguente conclusione (ngg. 35 e 36):
il volume del solido iperbolico, generato dalla rotazione dell'arco AB di
ip€rbole equilatera, che ha equazione

I-.r
ed è delimitato dai punti d'ascissa 1 e ò è dato da

w=.1-!+tl-\à /
Riflettiamo su questo risultato: quando I'ascissa b assume valori sempre
più grandi positivi, il volume l,l/ aumenta, ma risulta

lim W=r
dato che si ha

/ r\lim Il -:l=lb-+c \ b/
Questo risultato è dawero sorprendente: il solido iperbolico si estende
all'infinito, ma racchiude un volume finito!

Il risultato diventa poi ancora più soryrendente se si calcola l'a-
rea I del trapezoide che genera il solido; si ha:

T= | !.dx=|n xtl=tn hlvi
e perciò

tim I= + c..

Si trova dÌrnque (figg. 35 e 36) che il solido iperbolico, generato dalla
rotazione di un trapezoide di area infinitar, si estende alf infinito, racchiu-
dendo però un volume che vale n!

Fig. 35

I Pcr una tr.nuionc piil approlondita d.gti inlcgrali
cÒmplchenÌi dél cap. 6.

.!iési ad inreryalli infiniri. vcdi
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4. ll calcolo integrale in fisica
I risultati,esposti in queslo capitolo e nel prccedente conducono ad indiviouare net catcolo tnlegrale due settori di studjo ed applicazione:
l) I'integrale definito. che è un nrrmero, introdotto a partire dal limite diun'opportuna somma di infiniti termrnr:2) l'integrale indefìnilo. che e un insiemc di lunzioni. inlrodollo a partiredall'operazione inversa di derivazione:
Tutti e due questi settori hanno numerose applicazioni in fisica; in questoparagrafo ne vedremo due esempi.

1) L'integrate defirito per calcolare il lavoro di una forza variabile
Cominciamo ad esaminare ìtr caso parricolare che.uBgerisce conclu5ioniol carattere generale.
_ .. Consideriamo un meleorire di massd n, che si trova in un DuntoB a.disranza /, dal cenrro della Terra. " "f,.."a.-iib.i"i""" Iir.'iraggrunge-re un punro.4 sulla supcrficie della Terra (fig. 3?).

I rascurando la re(isten/t dcll.aria. §i puo diri che il mereoritepelcorre uno spostamento lungo s=rr_r,, sotto l.azione dclla forza gravi-
tazionale lo; questa forza ha l,intensità data da:
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,=O ry (1)

Fis. 37

dove
G è la costante della gravitazione univenale.M è la massa della Tera./ è la distanza del meteorite dal centro della Terra.

Si vuole calcolare il lavoro L compiulo d alla lotza I pcr far crdere il me-teorite-
Osserviamo subito che la foza F e lo spostamento s hanno lastessa direzione e verso; perciò basterebbe valersi'della formuia 

_-

Si incontra pero una notevole ditficollà: la forza F che agiscc sul meteoritevana ar vaflare dr , duranle la caduta secondo la legge (l) visualizTata infig. 38:.non si capi:ce perciò quale valorc di n a"u" 
"-§"r. ."iìipli."rì!"ilo spostamento s,

_ Si puo superare la difficollà ragionando cosr (fig. 3q): si divide lo
spostamento_J in n trattint lunghi ll e. in ogni tratto.:j co,-nsidera la forza Fcostante e data dal valore che assume,-per esempio al centro del se_gmento.

-4
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Si può così calcolare il lavoro lelativo ad ogni trattino e, quindi,
calcolare il lavoro L sommando i contributi relativi a tutti gli intervalli.
Si ottiene:

. CMm. . GMm . GMm.L=..._-l- lt + ------_ h+ ., ,+ ------;- h,ri ri ti

Fag. 38 Fig. 39

È chiaro che in questo modo si ottiene solo un valore approssi-
mato del lavoro richiesto, ma I'approssimazione è tanto higliore quanto
più piccola è l'ampiezza à degli intervallini; risulta dunque:

. .. [cu^ . cu- . cMm .\L=lrm I-_ ì-lt+-h+...+-h I,_0 \ fì ti r;, I

- [cum.L= | _:_Ar.
JT

Svolgendo quindi il calcolo indicato si ottiene:
I rl,, ,' LìL=CMnl---!l =CMml!--,.t I,^ \r^ ,u)

Il procedimento ora seguito ha carattere generale e può essere ripetulo
per calcolare il lavoro compiuto da una fotza che ha la stessa direzione
dello spostamento, ma intensita variabile F=/(r) (fig. 40): se la forza F è
applicata ad un corpo che si sposta da un punto /4(/r) ad un punto 8(rs),
con L</r, si ha:

,LL

ossra

r jl"aa,.

Fig. 39

Fig. 40
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2) L'integrale indefinito nella meccanica
Nel cap. 5, paragrafo 9, abbiamo considerato un punto mate ale che si
muove secondo la legge

s=/(r,
ed abbiamo ottenuto la legge che fomisce la velocità istantanea al va are
del tempo , data da

\,=f,(t).
È chiaro che se, viceversa, è data la legge

v=f (t),
si può dcavare

r=luat)
ossia

s=f(ù+ k.
È facile capire il significato fisico della costante ,t: un corPo può muov€rsi
con una dàta velocità a partire da tante posizioni iniziali diversel-quindi la
coslante k indica la posizione iniziale del corpo e viene spesso indicata con
il simbolo so.

Si può mgionate in modo analogo a ploposito dell'accelerazione:
se è data la legge

v:flt),
risùlta che I'accelerazione istafltanea d è data da

a=f'(t).
Se invece è data ìa legge

a=f'(t),
si ricava

v=1. at

ossla
v=f(t)+ k.

Anche in questo caso la costante t ha un intuitivo §ignificato -fisico: la
velocrtà di un corpo può variare con una data rapidilà. a panire da diver§e
velocirà iniziali. Òuindi la costante k descrive la velocità iniziale del corpo
e viene spesso indicata con il simbolo ro
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Il faticoso sviluppo
dcll'analisi matematica

ll lalicoso sviluppo dellanalisi maùemalica

Al tennine dello sndio dell'analisi è interessante osservare che un corso
così ampio si riassume ih pochi conceui, e cioè i concetti tli funzioie, linile,
deivala e i tegole.

Ma di questi concetti non si capisce il ,alorc se, da una parte, non
si scopto o le con essiohi che li legano, dall'altra, non si dà un'idea delle
loro applicazioni nei più diversi campi. Ed è proprio in vista delle applica-
zioni che abbiano dot,nto sviluppare le varie tecniche di calcolo; la traua-
ziohe è diventata, pefianto, lunga e dettagliata.

Nella storia, i co ceui fondumentali de '1nolisi non si sono svi-
luppati nell'ordine seguito nel testo: le tecniche per la derivazione e l'inte-
grdzione, spesso tnotivate da questioni di geomet a e di fisica, si sotlo
sviluppate e spesso "accavallate" nel Seicento e el Settecefito, prifia che i
concelti base di funzione e di limite fossero staai sufficientemente chiariti.
Ad un assetro otgattico dell'analisi si afiiva solo ell'Otocento. Per dare
un'idea delle vie percorsc, riportiafio dei passi tratti dagli scriti di lsaac
Newlon (1601-1665) e Gottftie.l Leibniz (1642-1727), i piir famosi fra i
fondatoi dell'analisi.

Molte delle teorie sull'analisi nateìnatica si trcvano nel lrattato di
NeDlon Philosophiae naturalis principia mathematica del 1687. Questo
trattato contiene, oltre alle leggi della dhornica e della gravitazione univer-
sale, una parte dedicato all'anulisi che Nev,to avevd elaboruto patecchi

La defi,tizione di limite che si tror'a in queste pugine si basa sulla
seguente asserzione: "Delle quuntità o dei rapporti di quantità, cha in qus-
lunque intervallo di tempo finito convergotlo co continfuitò verso l'ugua-
glianza, e che prima elella fine di tale intervallo si avvicinano I'una all'altra
in tal modo che la loro dilferenza sia tninore di qu!lunque diffetehza data,
jiniscono per diventare uguali".

Newton ilhtsttu poi questa sua asselzione dicendo che ose voi
negate che awettga così, e cioè se suppo ete che da uhimo non siano
ug ali, risultercbbe che le due grandezze non potrebbero awicitnrsi pùi di
una data di[fereùza, e q esto è contru o all'ipoteti,.

A questu defi izione di limitc fanno seguito le regole del calcolo
i finitesiuale: «11 momento di qualsiasi genitum è ùg ale ai momeni di
ciascuno dei lati generalori, lohiplicoti contitluamente per gli intlici delle
potenze di quei lati e pet i loro coefficienti". Quesru regola sembra davvero
sibillina, ma è lo stesso Neh,ton a chiarire il significato dei lermini "geni-
tum" e "momenlo": "i1 genitum è uì1i quantitò va abile, flùente, e il fio-
fienlo è un cambioùento infinitamente piccolo subilo dalla variabile, e può
essere chia»Mto flussione delh qudntità,.

Sembla iùpossibile, na con quesle frasi contorte ed oscure è
espressa h regola di de vazione del protlofio di due funzionil

Sttbito clopo la rcgola che abbiafio riportato, Newlon trova anche
le rcgole di derivazione delle potettze e del quozie le; ma la leltura continua
ad essere estremamente difficohosa.

Dalle poche fr«si che abbiano iportato dagli scrilti di Newtofi, si
capisce perché ben pochi matenuttici del suo tempo ùtscissero a capirc il
suo li guaggio e, quindi, ad itnpadrcnirsi delle prime, fondamentali regole
del calcolo i finiresimale. Del resto onche noi, oggi, inconlfiafio gru\di
difficobà el capirc u a rcgola quando quesra è espressa solo con un hugo
discorso.



ll falicoso sviluppo del analisi malematica

Maggior fo una hanno avuto, per la loro chiarezza, le opere di
Leibniz. E la chiarez2a e.lovuta, appunro, all invenziorrc di un opporÌuno
simbolismo. Lcibniz e aswlutanet e Lon.apevole di quesro fato'quando
scrive: "Ai sifiboli si deve ichiedere che essi si prcstino alla icerca; ciò
succede principalmente quando essi esprimo o in modo conciso e quasi
dipihgono l'intima atura della cosa, perché, allora, essi tispanniano mira-
bilmente lo sforzo del pensiero,.

Leibniz ha l'intuizione di ihdicare con dx e tly.le minime tliffe"
renze possibili di tt e y", arrivando a scrivere le regole di deivaziohe tlel
proclotto e del quoziente di due funzioni in una forma molto vicina a quella
usata oggi.

Mentre le teorie di Newton e di Leibniz si diffondeyano nel fion-
do int?ro e vmpre nuov? s(operrc nel campo applicativo veniva o a mtfor-
zare le regole da loro introdotte, una pa e del montlo matemaico ,i iòtle-
vava: come si poteva avere fiducia in teorie che non avevano soliile fonda-menta? Ci si rcndeua infatti co to che derilazione e i, egroaione era o
bovte tul conce o di limit?, e questo conceuo non etd chi;rùmente delini-
to. E le c tiche si estc devano a che fuori (lell ombiente nat?matico: ih n
teatlo di Plrigl fu rappresentata u a comnedia burlesco sugli itlfinitesimi;
si diceva, fra I'altro: oo gli infinitesimi sono zero, e allora il ialcoio infinite-
simale è ilh$orio; o non lo sotto, e allora non è un metolo di precisione!,.
E Voltaire (1694-1778) tlefiniva I'analisi cone ol'arte di calcolàre e misura-
re una coso di cui non si può concepire I'esiste za».

PeÌ la lerietà dell'aùbiente tnatetiatico si doveva una voha per
tutte ispondere a questo tliletnma: come mai da concetti non precisaii si
possono dedufie tante itnpo anti applicazioni?

Ma bisoghava attendere ancora: è solo nel 1821 che il mate, aticoA. Cauchy pone la seguente definizione: "Quando i valori successivi attri-
buiti ad wta vafiabile si ayvicitfino indefinitaùente ad un dato valore, cosi
che finiscono per diffefime di una quantità piccola d piacere, quel valore
viene detto il linite di tuui gli ahi»-

Ma anche questa defihizione si prestava a delle citiche: infaoi in
quella definizione erufio contenute delle frosi come «avyicinafii i definitd-
menle- e -quantità pi«ol« a piocere-, "tprct\ioni che non rispondono al
rigido linguaggio .lella natcmatica- E proprio per evitarc que\À espressiont
che potevano portare ad ambiguità che si à "quantificato" la piccolezza da
occettare: si è htdicata con e la differenza fra il limite ed il valore della
funzione. Si è arrivati così alle definizione data in questo testo e cioè:
Dara una funzione !=J6), si ilice che

ti!:fl,)=t
se, Jissato comunqae un numeto s, positivo e piccolo a piacere, si può troyare
un intorfio I(a), tale che risuhi

lI@)-11<e,
pel qualanque x apparlene te od I(a).

La defhizione è starica: noù si polla.li quantità J'luenti o di pùnti
che si muovono; il linguaggio preciso e freddo con cui viene fissuto il
concetto di limite bandisce .loll'analisi ogni riferinrcnto alla variabilitò. L'e-
poca del rigore è arriyuta e ha sostit ìto oi wcchi sÙufienti di scoperta e
alle brillanti intuizioni un'inpeccabile e indtaccabile logica.
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