
A. Lo €quazioni dilferenziali

Si tratta, ancora una volta. di un'equazione diflerenziale del 2" ordine del tutto
analoga a quelle che regolano il moto di una pallina appesa ad una molla o la
carica elettica in un circuito RLC.

I tre esempi ora visti mettono in luce due fad importantil
1. Fenomeni molto diversi tra loro possono dar luogo alla stessa equa-

zione differenziale. Si può quindi studiare una sola voìta l'equazione differenzia-
le, trovando risultati validi per tutti quei fenomeni. Ad esempio: un agente di
borsa può chiedersi se il costo di un'azione subirà delle oscillazioni; un ingegnere
meccanico può rispondergli, applicando le sue conoscenze sul moto di una molla.

2. Moltissime leggi scientifiche portano ad equazioni diffcrenziali; perciò
queste equazionì costituiscono un potenÌe strumento per lo studio della natura e
per lo sviluppo della tecnica. Si può ben dire che il progresso lecnico non sarebbe
stato possibile senza le equazioni differenziali: è risolvendo queste equazioni che
si progetta un motore, si mette in orbita un satellite, si srudia un circuito integra-
to, si sviluppa la teoria del big bang, si analizzano le contrazioni intestinali, si
progetta lo scafo di una nave, si esaminano gli stati dei neuroni, si crea una
strlrttura portante, si prevede l'effetlo di un'esplosione alomica. si valuta una crisi
petrolifera e così via. Come Galileo aveva intuito, le leggi della natura sono scrit-
te in un linguaggio matematico. Ma non è il lin8uaggio d€i triangoli e dei cerchi, a
cui egli pensava; è invece il linguaggio adatio a des€rivere il legame tra il valore
che una grandezza assume in un punto e quello che ha nei punti infinitament€
vicini; è il linguaggio delle equazioni differenziali.
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B. Lunghezza di una curva e area di una
superficie di rotazione

Nel testo abbiamo visto che gi integrali permettono di determinare I'area di una
superficie piana a contorno curvilineo e il volume di un solido di rotazione.
Vedremo ora come calcolare la lunghezza di una curva o I'area di una supe icie
di rotazione, basandosi sempre sui classici procedimenii del calcolo integrale.

1. Lunghezza di una curva
Consideriamo una cuna che sia il gratico di una tunzione y=/(,r). conrinua in un
inrervallo [a. b]. e fissiamo l attenzione sull arco,4E limiraro dai punri,4[a.Ia)l
e Blb, /(ò)l (fis. 1l).

Fig. 1l

7. Complementi
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Per valutare approssimativamente la lunghezza dell'arco AB, si può procedere
così (fig. 12):

- si divide l intervallo I a. bl in n p^tti di lunghezza /r=!-a . orrenendo le ascisse

a, rt=a+h, r1=a+2h,..., t^=b=a+nh.
si considerano sulla curva i punti seguenti

Ala, f(a)], Ir,li,, /(.rr)1, a,ln,fli)],..., H,-8.
- si approssima la Ìunghezza L dell'arco AB con la lunghezza L, della poligonale

A& H,... B.

Fig. 12

Anche in questo caso è facile rendersi conto che, all'aumentare del numero,1 dei
lati della poligonale, la lunghezza a, approssima sempre meglio la Iunghezza L
dell'arco: si è così condotti a scrivere che risulta

L=l* 1,.
Per completare il calcolo, occo[e dunqùe trovare una relazione fra a, e l'equa-
zione della curva; si procede nel modo seguenteì

- si osserla Ia tig. 12 e si trova che risulta:
L,=AH,+ H,H,+...+E;

- si determina la lunghezza di ogni lato della poligonale applicando Ia fomula
per calcolare la distanza lra due punti del piano cartesiano; si ha:

t4=\/tr;3+tf6i- fi)l-, Ii4:\tG;;i+U@\-r@if , ..

A4:\/ h,+u@+h)- f@r, 4E:'\/F;111-; h\ a;1"
- si applica il teorema di Lagrange, trovando che

. nell'interrallo |d, a+r] esiste almeno un punto cr, per cui risulta
fla+ h\ -f(a)=hf'(cì,. nell'intervalÌo lrr,.rr+r] esiste almeno un punto cr, Per cui risulta
tut,+ h)-f(x )= hf (c) ,

Si può quindi scrivere
AFi- \-h'-t lrrc,l'. Fo- 1r'utnttS..

o anche

eFl=nt/*y, 1qy, E,ii=h! 1+If\Òr, ...
Si corclude dunque che risulta

r,=t/ *lf GjPn+ t/ t+V' (ùl n+... +\/ 1 +lf \c,X h.



B. Lunqhozza di una curua € area di una slp€rlicie di rolaionè

Così, qùando ,+@, si trova che:

- Iende a zero Ia grandezza h:!=h, cioe n-u;
la somma degli infiniti termi viene espressa dall'integrale.

Si arriva dunque a conclud€re che la lÙItghezza L dell'arco AB è data da

f
t = I \/ t +l f' t t\1, da.J ""'

Veaiamo s.,iito un esempio di applicazione di questa formula.
L'a!1'li,cazione più immediata è quella di verificare che con il procedimento ora
introdotto si ritrova un isultato già noto: la lunghezza di una semicirconferenza.

Consideriamo la semicirconferenza i dicata in fig 13, che ha centro
O(0.0). ragg,o / lungo I e quindi ha lequarione

v: vl .r,
si ha dunque:

T1.r)= \-r-r:. 71,y !. '/t-U\,)l'=-:V l-r Vl-.x'/
Perciò la lunghezza a della semicirconferenza è data da

r t - /-\L= I -+d' larcsen rl-r=arc.en t-arc.en ( l)-, -{-;-l=,r
)V1 Ì

Si trova in definitiva che la lunghezza a deìla semicirconferenza è

rn pieno a«ordo con il noto risultalo della geometria elementare per cui la lun_
ghezza ( della circonlerenza di raggio / e data da

F chiaro che con il melodo degli lnLegrali si può lrovale immed,alamente anche
con la lungheza L un qualunlue alt;o arco_di semicirconferenza. come quello
indicato in colore nella fig. 14; si ha

r\r- I !d.r=larcsen rll=arcsen b arc"en a.
J \/t ?
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Fig. 13 Fig. 14
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2. Area di una superticie di rotazione
Riprendiamo la curva grafico della funzione ):/(Ì) contirua nell'intervallo [4, òl
(fig. 15) e immaginiamo di far ruotare I'arco ,48 di un giro completo intorno
all'asse delle Ì: ogni punto P della curva descrive una circonferenza che ha il
centro sùll'asse delle .r; l'arco .48 descrive una superficie (fig. 16).
Pel determinare l'area S di questa superficìe si può procedeÌe così:

- si divide l,ntervallo [a.6] in n parri di lunghezza i=-ò-4. orrenendo le ascisse

a. ,=a+h. ...
si considerano sulla curva i punti seguentr

Ala,f(a)1, 1,,1,,,/(,,)1, n,lx,,f(x)1,..., H,=8,
- si approssima l'arco,4B con la poligonale AIlr &...8 (fig. 11),
- si fa ruotare la poligonale intorno all'asse delle']r (fig. 18) e si approssima I'area

S della superficie di rotazione con l'area s, della superficie così ottenuta,
- si osserya che, all'aumentare del numero/l dei lati della poligonale la superficie

S, approssima sempre meglio la supefficie S; si conclude quindi che
s= lT s''

Fig. 15 Fig. 16

Fig. 17 Fig. 18



B. Lunghezza di una (lirva e arca di una superlicis di rolazìone

Per completare il calcolo occorre trovare una relazione fra S. e
l'equazione della curva, Per questo si può procedere cosl;

- si osse a che la superficie generata dalla poligonale è formata
dalla sup€rficie laterale di ,t tronchi di cono;

- si ricorda (fig. 19) che la superficie laterale r di un tronco di cono
è data de

s=zEo.__1,

Fig. 19

dove a è la lunghezza dell'apotema, ,r ed r! sono i raggi delle due basi.
Si arriva così ad esprimere S, neìla foma seguente:

s.--2" (tA. M:!s:a +EE;. fQtì+l-e'+h) +...re:;e f&-l;lol)
Si può ora riscdvere ciascun telmine della somma considemta, tenendo presente
che il procedimento per trovare la lunghezza della curva ha portato a scoprire che
risulta

z4= n.,,/ wtnqll'. Efr=h. \/ 1 . .IGfr . ...1
si ottiene

*-"'(, ,n.tTc1y 'f?)+ffa+h) +...+h \/L+|fk)f !E.=r).+^à), 
)

Esaminando poi il comportamento della formula per r+@, si tlova che:

. fende a zero la arandezza 4=h. cioè h-0

. M)&!D - p1, flx|)+[x'+h) - ,r',r. ...

. la somma di infiniti termini viene espressa dall'integrale.
Si arriva dunque a concludere che I'area S della superficie è data da

s=2n. I Vr +[f'(rr, 
^r)dr.)

Vediamo subito un'applicazione di questa formula: rilrovare con il procedimento
ora introdotto la supedlcie della sfera.
Consideriamo (fig. 20) la semicirconferenza che ha centro O(0, 0), raggio r e
quindi ha equazione

Y=tF-*.
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Fig, 20
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Facendo ruotare questa semicirconferenza intorno all'asse delle Ì, si ottiene la
sfera di raggio r (fig. 21). Per determinare la superficie richiesta, si ha dunque:

\,ffirr.,-r:-,ltxt \t x. I trt ._. rr-t/ r"f=-.
Perciò l'area ,t della sfera è data da

:
s-2= |rttx 2:l l, 2= \ù)=a=ì.

Si ritrova così un isultato in pieno accordo con il noto risultato della geometria
elementare: l'area S della sfera di raggio r è data da

s:4#.

Fig. 2l

È chiaro che con questo metodo si può trcvare la superficie di una qualunque
zona sfe ca, come quella indicata in colore nella fig. 22 che ha un'area S, data da

s-2a I t d\-2x ltrll' 2-t\b-ù).

,qnche in que.ro cdso, .i rilrova un nolo risullalo delld geomellla elemenlare:
larea S di una calorra (trg. 231 u di und /ona.lerira lf'g. 24) è dard da

dove r indica il raggio della sfera e ft l'altezza della calotta (o della zona)

Fig.23 Fig- 24
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Fig. 22


