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Eserczl

1. Calcolo dell'area racchiusa da una curva

Gli esercizi da '1 sl 37 cond coho a calcolare I'area T sotto wn curva d'equazione y=f1t). Per
risobete q esti esercizi occorre tenere prcsenti:
I) ì risuhati che sono slati ottenuti nel colso del paraglafo I di questo capitolo e che sono richis'

mati qui so o (ficg. 1-3):

Aren T sotto una c ^,a d'equazione y:f(t)
f(x)>o in [a, b] f(x)=o in [a, b] fit)>0 i ta, cl,

fit)=o in Ic, bl

l'

1,

,:lr,'r,-|u,,r,l' J''

olà b t

Fig. 1

"l ' "\,;,
Fig.3

II) isultato fondamenlale ouenuto nel paragrafo del cap. 6 e cioè

I ltr)dt= F(b)-F(a),

positive-

l- Tracciare il grafico della parabola d'equazione ):-rr+2r e determirare l'area 7 d€lla regione
piana delimiiata dall'asse àelle r e dalàrco di pàrabola che si trova nel semipiano del]e ordinate

2.

I,:.J
Tracciare il grafico della parabola d'equazione y=l-2r e determinare l area r della regione
piana delimitita dalt'asse delle.r e dall'àrco di parabola che si trova Del sem,piano delle ordinate
negative.

l,:31



1. Calcolo dèll'arèa racchLusa da una curva 573

rcgrone plana

tT -h 3J

regione piana

[?=ln 3]

regione pìana

lr:ln 3l

regione piana

[7=ln 3l

3.

4-

5_

6.

7.

Tra€ciare il grafico della parabola d'equazione ),=-/+zr e determinare l'area I della regrone
delimitata dall'asse delle x, dall'asse delle y, dalla retta d'equazione r=3 e dalla parabola.

t,=:]
Tracciare il grafico della parabola d'equazione )--Ìr+4Ì 3 e determinare l'area f della regione
piana delimitata dall'asse delle .r e dall'arco di parabola che si trova nel semipiano delle ordinate

l,=+l
Tracciare il grafico alella parabola d'equazione ,=/-4r+3 e determinare I'area ? della regione
piana delimitata dall asse delle r e datl'arco di parabola che si trova nel semipiaflo delle ordinate

positive-

negative-

negdtive.

l.:il
Tracciare il grafico della parabola d'equazione y=}:-4i+3 e determinare l'area I della regione
piana delimitata dall'asse delle ,, dall'asse delle )r e dall'arco di parabola relativo all'intervallo
[0. ]1. l- 8 il'=ll
Tracciare il grafico della parabola d'equazione J=-:rt+1 e determinare l'area f delà regione
piana delimitàta dall'asse delle, e dall'arco di parabola, che si trova nel semipiano delle ordinate
positive.

l.:il
8. Tracciare il grafico della curva d'equazione l, = -r{+ 1 e determinare l'area f della regione piana

delimitata datl'asse delle r e dall'arco di palabola. che si trova nel semipiano delle ordinate

l.=tl
9. Tracciare il grafico della curva d eqìrazione ):-.rr+1 e determinare l'area r della r€gione piana

delimitata dàll'asse delle Ì, dall'asse delle ], e dall'arco di cu a relativo all'inte allo [0, 1].

l.= ljL4
10. Tracciare il grafico della curva d'equazione l:-rj+l e determinare l'area f della regione piana

delimitata dàll'asse delle;r, dall'ass-e delle y e dall'arco di curva relativo all'intervallo [0, 1]

Ir, rlt6l
lI. Trdccrare il gralico delld cuna d equazione )-.r e determindre larea l' della regrone piana

delimirara dal-l as.e delle r e ddll arco di curva relarilo all intervallo l-1. ll. ,_fJl' 2l

12. Tracciare il grafico della curva d'equazione )=1 e deter.irare larea f della

delimitata dall'asse delle.{, dalle rette d'equaziofle r=1 e Ì=3 e dalla curva.

13. Tracciare il grafico della cufla d'equazione l=-1 e aeterminare l'area rdella
delimitata dall'asse delle t, dalle reÌte d'equazione i:1 e Ì=3 e dalla curva-

14. Tracciare il grafico della curva d'equazrone l =-1 e determinare t area f della

delimitaaa dall'asse delle i, dalle retie d'equazione r:_1 e.r=-3 e dalla curva'

15. Tracciare il grafico della cu a d'equazione v=1 e 'lererminare ldrea r della

delimitata dall'asse delle r, dalle rette d'equazione r: 1 e Ì:-3 e dalla curva



574
16. Tracciare il grdrico della cur\a dequdTione v l e delerminare larea 7

delimitata dall'asse delle -r, dalle rette d'equazione r:1 e i:3 e dalla curva.

17. Traccrare il gratico della cuna d equaTione )=+ e delermindre larea f
delimitata dall'asse delle r, dalle rette d'equazione r:1 e Ì:3 e dalla cìrrva.

18. lraccrare il gralico della curva d'equa/ione \=\fe delerminare Iarea /
delimitata dall'asse delle 't, dalla retta d'equazione r=1 e dalla curva.

19. Trdcciare il gratico della curva d equazione ,= \t e dererm'ndre l d'ed f
delimitata dall'asse d€lle r, dalla retta d'equazione r:1 e dalla cu a.

e dete(minare l area f
retta d'equazione Ì:2

7. Esercizi

della regiore piana

t,:,l' 3l

della regione piana

l.:tolL el
della regiore piana

l":4' 3l
della regione piana

l.-rll' 4l
della regione pianà
e dall'arco di curva

lr:ez t)

[r=21

21.

22-

23-

u-

26.

20. Tracciare il grafico della curva d'equazione y:e'
delimitata dall'asse delle r, dall'asse delle ), dalla
relativo all'intervallo [0, 2].

21.

29-

Tracciare il gralico della lunTione ) -sen r e
di curva relativo all'intervallo [0, z].

Traccidre il gratico della lunnone ) -cos Y e.alcolare larea rdcchiusa

dicurva relativo all intcrvcllo I j. j.

calcolare l'area racchiusa dall'asse delle,, e dall'arco

IT:2]
dall'asse delle'x e dall'arco

Tracciare il grafico della funzione y=2 sen .I e calcoìare l'area racchiusa dall'asse delle Ì e dall'ar-
co di curva rclativo all'inte allo [0, -]. lf:4)
Tracciare il grafico della fùnzione I sen (2-r) e calcolare I'area racchiu\a dall as§e delle 1 e

dall arco dr curva relarrvo all rnrervallo 0,11. [7 =l II 21

Tracciare il grafico della funzione f=? sen (Zt) e calcolare l'area racchiusa dall'asse delle r e

aar|arco,ti curva relatiro utt inre..,tto lo. ^1. tr=21l2
Tracciare il grafico della funzione f=jsen-r e calcolare I'area racchiusa dall'asse delle i e

dall'arco di curva relativo all'inlervallo [0, ^-]. [I=1]

Tracciare il grafico della Iunzione ,=sen { e calcolare l'area racchiusa dall'asse delle -l e dall'ar_

co di curva relativo all'intervallo [0, 2,] lf=4)

' ," /-ì " *r.dat. l area rdcchiusa dallas'e delle I eTraccrare rl gralico dclla funrione ]- i .. tzt
dall'arco di curva relativo all'intervallo [0, 2;]. lf=21

Esaminare i risultati de gli esercizi 2l e22 edinterpretarli dal punto di vista geometrico, ricordan-
dD che risulta

cos r:sen ix+=J\ 2/

e alunque si pùò ottener€ la funzione ):cos T , a partire dalla funzione,=sen 'x' con una traslazio-

iiì.;l,":; ii '.rr.",. Droblema Diu senerale: direandre Ia curta d equd/ion€ )-sen (rrp) e
àì,.i.ì*,i rtài* .à..[ir* Jàrlnlt. ajelt. , . aau a ico di ( u rvd relarivo-d ll inrervalloI BrB]

28.
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30. Esaminare i dsdtati degli esercizi 21.23,26 ed interpretarli dal punto di vista geometdco,

ricordando che si può ottenere la funzioney=& sen r, a partire dalla funzione r=sen.r, operando
una dilarazione del piano che molliplica per * rutle le ordinate.
Risolvere il seguente problema piir Benerale: disegnate la cu a d'equazione )=t sen r e de(ermi-
nare l'area racchiusa dall'asse delle r e dall'arco di curva relativo all'intervallo [0, ^-].31. Esaminare i risultari degli esercizi 21,24,27 ed inte.pretarli dal punto di vista geomet co,
ricordando che si può ottenere la funzione )=sen;. a partire dalla funzione ]:sen x, operando
una dilatazione del piano che moltiplica per rt tutte le ascisse.
Risolvere il seguentè problema piir generàle: disegnare la curva d'equazione,=sen I e determi-

nare l'area racchiusa dall'asse delle x e dall'arco di cùrva relativo all'intervallo f^ 'il,.rl
32. Ésaminare i risultati degli esercizi 21, 25, 28 ed interpretarli dal punto di vista geometrico,

ticordando che si può ottenere la fùnzione )=l sen f. a panire dalla {unzione }=sen r, operan-
do una dilatazione del piano che moltiplica per 11 le ascisse e per,l.le ordinate.
Risolvere il seguente problema pitr genèrate: aisegnare la curvà d'equazione ):k sen I e derer-

minare l'area racchiusa dall'asse delle r e dall'arco di curva relativo att'intervlto 
[0, f].

33. Disegnare la semicirconferenza d'equazione )=Vt- " derermtnare larea l. racchiusa dalla
curva e dall'asse delle r.
lPer it.alcoto dptl inregrale vedere t'esercizb 221 del cap. Ò. Si o ien? T=;)

Y. Disegnare la semicirconferenza d'€quazione f=Vf r: e delerminare |area T racchiusa dalla
curva. dall asse delle r e dalle rerle d equarione r=-+ e r=*.
(Tenere presenti i suSgeimenti dati ell'esercizio prec"dente; si otriene T-0,9).

35. Generalizzare i risukati ottenuti nell'esercizio 33: disegnare la semicirconferenza d'equazione
y=V7I7e d"t".minarc l'area f racchiusa dalla curva e dall'asse delle -y.

(Per il calcolo deu'integrale vederc I esetcizio 222 del cap. 6. Si itrova un noto tisuLato dela
geonetria elenentarc T:- t')).

Geneftlizzarc i risultaii ollenuti nell esercizio 34: disegnare la semicirconferenza d'equazione
)=Vl-r e determinare l irea I racchiusa dalla curva, dall'asse delle r e dalle rette d'equazion€
x=a e x:t (con -r=a=b=r).
(Per il calcolo de i tegrule vederc I'esercizio 222 del cap. 6).

Determinare l'area f deùa regione di piano delimitala dall'ellisse con i semiassi lunghi a e ò
(fig. 1).
(Tenere presente che I'ellisse assegnata ha equazioneìf;,8:,
ed inte$eca I'asse delle x nei punti A'(-a,0), A(a,0) e I'asse
de e y nei punti B'(0, -b), R(0, B).
Data la simmeiia della cutva. si ha che

T=4T1,
dove Tt è l'area della supetficie indicata in colore i lig. 1.
Si otiene

t,=!.Ila'?- t dt:r..a'b e qui,tdi...l'a) 4

36.

Fig. 4
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Calcolare gli integrali defmiti ass€gnati nGgli esercizi d.l 38 al 46 e interpretare i fi§ult.ti ottGtruti
dal punto ai visd geometrico, individùsndo, itr ogùi ca5o, la superlicie òe si misÙra.

38. lrr,-e*+arar. ltr'-o*+8ta,))

tf39. | (.r+l)'dÌ, l(.rr+l)dr))
_1

40. [ -t: *. I ll*r\,,) x+2 J \t( I

{r. I L- a,. I l+-o\*) (x-41' J \x- i
1

rf-42. I \/x+1dx. I !t-t dx]J

4f. I o, d,. I lsen.r+cosr)dr)' J

(Per calcolare il f integrale indefinito, 1)edi esercizio 1i8 del cap. 6)'

14. I I"".'a,. Icosr3xtd.rl)
16

4s. I r -., a,. l"o, /+Ja,J2 J \zl

ft6- I arcsenxdx. I arctsÌdtJ)
(Per catcolare lli integrali itrdefiniti, vedi esercizi 1e'6 e 187 del caP' 6)'
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2. Calcolo dell'area racchiusa fra due curve

Gli esercizi dal 17 al 90 coltdtbono a calcolare l'area T racchiusa fia ilue curye d'equazione
y=f(x). Per risolvere questi esercizi occofte tenere presenti:
1) i risuluti otrenuti nel paragrafo 2 di quesb capitolo e cioè (fig. 5)

I'area T racchiwa fru due cune à data da

r: I tf@-s(x)ldx

y=f(x) e y=g(x) sono le equazioni delle cutve,
a e b sono le ascisse dei punti di intercezione delle due cune,
si ha f(x)>g(x), mentre x yatia fle 'in en)allo [a, b].

II) risukato fondamentale ottenuto nel paragraio del cap. 6 e cioè

Fig. 5

I
I l(x)dr:F(b) Fta), con F 1x):l(x).

54.

47.

4.
49.

50.

51.

52.

53.

54.

56.

Determinarc l'arcs f dela regione piana d€limitata dale curve che h6nno le equazioni assegnste
rcgli esercizi dal 47 al 70.

y:-l+4x I . y=2. [.::]

l.=il
[r:361

t,=tJ

l,:+l
[.='J

e v:s-x
e y=;x+z

e !:x+1

y:-xz-x+6
t.

6

r: i+3

)=2,,+1

y: x'+4tt-2

[r=? 6h6]

lr:a-3 h 3l

lr=4-3 ln 3l

Ir:Érr)trl
l- 321
['=J-
l- 1l

r- lttut- sl,)ld,
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se. ,=tr*
60. y=-2*+4x+7

61. Fr*-r'
62. r=-*+1

63. y=-lf++,
u' Y-1-l
65. .Y=sen,

6' /=sen r

o, v: -x'L+2x

Fig. 6. Nell'intervello [- 1, 0]
si ha té-2x2>-- i+2ri
noll'inte allo [0,2]
si ha -f+2x>x'-2.*.

e Y=-2,*+u
2..4 .5e y=1I.+1x+a
1,^e y=-rr+3x

6

" ,=t

e )=cos r rcu Intervalo l4, 4 
El

s y=2 §et! De 'inteflallo [0, 2,]

7. Eserdn

Lr=121

l,r:1)1

[r=Pr- ]I ol

l':+-6h4

[.=S-,"r]
i'-il

lr=z{zl

lr=81

l,=A
basa dosi sdla fig. 6. L'area(Prestare partkolaré attefizione allo svolgimento di questo esercizio'

T si calcoh con il procedimznb seguente:

ftr= | Id-2ù-( -l+2x)ld.x+ | ltl!2t)-(f -21)ldr).
-io

, ,=2,
(Tenere presenti i suSSetimenti dai nell'esercizio 67 In quasto caso ci si
sim etria della figura ritpetto ad O.--)
y=4x3-3x-1 e Y=-21+x+1
(Tenere presenti i suSSerimenti dati ne 'esetcizio 67).

e y:-l+2x

lr:19,s1
può anche basarc sulln

lr=2,961

lt=2t,11
(Ténerc présenti i suSseimenti dati ne 'esercizin 67).



2. Calcolo dell'arsa Éochiusa ira due curuè

71. )=sen r e y=i sen 2r nell'intervallo [0. 2n]

(Tenerc Nese ti i suggerimenti dati nell'esercizio 67).

72. y:2 sen; e )=sen, nelì'intervallo [0, 4n]

(Tenere presmti i suggerime ti ilati nell'esercizio 67).

73. Determinare l'area f dela regione piana delimitata dall'asse delle .r e dalle due parabole d'equa_
zior,e y=r2+4x+4 e y=x1-4x.+4.
(Basondosi sulta fig.7, si nova che le due parabole sono sihmetiche tispetto all'asse delle ) e

dunque I'arca T è data ù)

r
T=2 I tl-4x+4)dt:...)

J74. È data la paràbola d'eqraziote y=-l+3x. scrivere le equazioni delle seguenti curve:

- la parabola §immetrica a quella data ri§pello allasse delle ordinate.
- le iarabole:immeLriche aile due precedenLi rispetto alla retta congiungeDte i loro venici'
Calcolare l'area della rcgione finita di piano delimitata dalle quattro parabole.
(Basahdosi sulla fi|. I si tova che isulta

l*- '

Fig. 7 Fig. I

Detemiflare l'area f della regione Piana delimitata daÌle rette d'equazione,:.,, )=2Y e dafiper_
1

bole d'equazione ],:1.
(Basandosi sulta fig. g a pa+ 580, l'arca T si calcola con il procedimento seguente:

r= I z, a,+
,]

579

lr=41

lr=151

1

,:o l [2-,-;*srt

75-

ILa,-[,a,=-nJ==o,ts
), ar !2
6
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Se ora si tiene plese te la definizione esposta nell'esercizìo 21 del cap. 6' si alriva o striverc

Ld^+lxdx).I.L
\/,

J) e quinili r= | zx ar+

si considera unÀ superffcie S che ha il contorno (non inlrecciato) costiluito dagli archi AA2,
d'equszione ,+(r); A"{3, d'equazione ,d(r)' -.' A'4r, d'equazione J=f,(r)i ab ab a3' ...' a"
sono te ascisie riéi vertici Ar, A; ..., A,, che si incontrano percorrendo il contomo della $rperficie
in senso omrio. ln queste condizioni I'area f della §uperfìcie S è data da

r= [ r,at** [ r,ut**...* | r.ev'

Ge eralizzanilo le cowideruzioni prccedenti si ariro
spesso utile nelle applicazioni (fig. 10):

selue te rcgola Sene/ale che tisuha

Fig. 10

76.

Fig. I

Deteminare l'area I della regiore finita di piano delimitata dalle tle curve d'equazione ):/,

tPuo esserc utit? la rcyÒta dat nellevrcizio 75. St o ien?T=?-1

Determinare l'area I della regione finita di piano delimitata dalle seguenti cu e:

- la retta d'equazione )=-.t,)4- la retta d equaaone y:5.r-5,
- tarco di Darabola d equaTione y=x, reldriro all intervallo [0. lì.

l arco dr iarabola de{uazione y--f tzr' relarivo allinrenallo [l 2l'

tPuo esscre utile la reSola data nel'?\ercizio 75. Si o knc T-i')
Sono date le due Darabole d equazjone )-x2 _7r-12 e )=4r- 25r-lo e la rellar d-equaTrone
v-3.r-lll veriticaie che re tanÀenle ad ambedue le parabole e delerminare l-drea / della regrone
ili pidno delimitala dalle due parabole e dalla relta.

[Può essere utile la regola data ell'esercizio 75. Si ottiene T=0,95 )

78.



2. calcolo dell'aÉa rarchiusa fra du€ curu€ 581

79. È data la parabola d'eqtazioÀe y: i+zx ed l1 triangolo delimitato dalle seguenti rette:
,, tangente aÌla parabola in O(0, 0),
,, normale in O, cìoè peryendicolarc a t in O,
r d'equazione.r:f.

La parabola divide il triangolo ir due superfici; calcolar€ Ie aree f1 e f2 di queste due superfici.

lT1=5.2; T,=2'61

80, Data una parabola d'equazione /=a/ e una tetta r parallela all'asse delle i, la superficie S mc_
chiusa dalia parabola e dalla retta r prefide il nome di segmento parabolico (in colore in fig. 11)
Calcolare I'area f del segmento parabolico e dimostrare il seguente teorema di Archimede:

un s€gmento parabolico è equivalente ai i del rettangolo ad esso circosrritlo.

Fig. 11. ll rettangolo circoscdtto
al sogmento Paraòolico
è M'B'B'

Data la parabola d'equazione y=r, detelminare quale deve essere la pendenza m di una retta J,

d'equazione )=mÌ in modo che l'area della superficle delimitata da / e dalla parabola valga I
(La rcaa r incontra la pambola ei punti O(0, 0) e A(m, m'1); si deve determinare m in modo che
tisutti (fis. 12):

f-I rmt-l)dx:l.)J
Si ottiene m:2).

81.

Fis. 12



582 / Esercizi

82. È data la parabola d'equazione y=-i+2t, che incontra l'asse delle; nei punti o(0,0) e 8'
Determinare sull'arco oB ìl punto P Per cui vafe ] farea I della superfr(re S delimitata dai
5egmenti OP e OB e dallarco PB dr parabola
(Indicab con PA, -È+2t) il punto che Percorre la parabola il problema si può risobere in vati
modi fra i quali segndliano i seguenti (fig 13):

I) si considera ta superficie S come somma del tnancolo oQP e del trapezoi(le QPB, per cui ri

con OP=t , QP=-f+zt;
ll) si 'ctie lequazionc d?lla rctu UP, .h? à

y=(2-t)x e si determina I'inlera area T con
gli integrali, calcolando

T=lr)-tt rdt+ I t-.?+2itl^.)J
tn amhedue i u\i li !to,o r= I r +1 " or.a,
il punto rrchrcsb e Pt|, 1)). Ò J '

Fig. 13

83. È data la Parabola p d'equazione v=-r':+2t. Determinare la Pendenza positiva - di una retta r
d'equazione ):mr in modo che la superlicie delimrtata da I e da p sia ; della superficie del

segmento parabolico determinato dalla parabola e dall'asse delle r. l-=tl
È data la parabola d equazione y=ix')-x+l, che incontra I'asse della I flel punto ,4 e tocca

l'asse delle r nel punto y. Determinare ùn puflto P sull'areo Asy, in modo che la supedicie

delimitata dal segmento OP, dall'arco Py e dall asse delle.r valga :à. l"(t, à]
Determinare il valore del Darametro t in modo che valga 36 l'area ? della regione finita di piano
delimiratd ddll asse delle i e dalla parabola d equazione )- -.r'+*2.
(Si deve detelminarc k in modo che isuhi

2I t -l +tèt.Lx:t6.

Si oiiene k=3).

Determinare il valore del paramelro k in modo che 'alSa j I'area f della regione finrta di piano

_ oooF r ^,,t=:t I l r +21)ax,

a4-

85.

86.

87.

delimitata dall'asse delle r e dalla parabola d'equazione ]= --x'?+k-r. lk=2)
l

Sono dare l'iperbole d'equazione y=! e la rella ," d'equazione ]=x. Determinare il valorc

positivo m per cui vale 5larea della supe{ficie delimitau dall'iperbole, da r e dalla retta
d equazione ) -rrltrr
(Tenere prcsenti le consùleruzioni snlte negli esercizi 75 e 81; si trcva m=e')'
I-.ì narabola d eouazrone t,=4-xr delimita, insieme all'asse delle Ì, un §€gmento Parabolico di

"'"i i. unu '"ni , pu'all;la dll a.se delle x dnjde rdle 'egmenro pdrabulico in due parlir la parre

"te tra titase sutt,i.e aellc \ ha area 7'- e Iallra ha area f-. Dererminare la poriTrone della retra
r in modo che risulti fr=7l,

88.



2. calcolo dé|l'area racchiusa ira due curue 583
( problena si può tisobete in vai modi ftu i quali segnaliamo i seSuenti:

I) Dalla cokdizione

si ottiene che ,leve es"ere

T=BT. e quindi r,=+T.

Si indica con y:k I'equazione della rerta e si applica il teorcma di Atchimede per determinare:

- I area T detl inrero selmenb parabolico. cAe e d,tra da T=*.
- l arcd T, del scgmenlo parubolico t, che à dota da

) 
-nr'= i.2(4 b v44-i\/44t.

Si detemina infine k in modo che risulti

i1t/rt_ktì=l *.

) A partirc d.ila stessa condizione 7,=lf, si constdera sulla parabola ui punto P di ascissa t'a
posifiva e di ordinata )=4 I e si consideru la parullela all'a*e delle x per P; questa reua avrà
equazione Y=4'l
Applicando di t uovo il teorcma di Archimede, si trova

r,= I t4- (4-t')l2t:;t'.

Si derermina infine t in modo che risulti
4.,-l
.?' J'

lll) Indicata con y=k l'equazione della rctta, ci si vale direltamente degli integrali pet deteminarc
le aree de e superlici indicate dal problema; tene do prcsenè la simmetria della ligura spetto
a 'asse de e y, si ha:

ti z rqtrtrTF2ll k d\+ l(-r)d\1, T:=2 I l(-ì)-kldt. .tt I / )o \/iT
Si deterfiina qui di k in mo.lo che sia verificata la condizione asseSnan.

N) Si ragiona cofie ùel 2" procedinento, indicando con y:4 f I equazione della reda, ma si
continùa \,alendosi deqli inteqruli per calcolare le arce richteste.
Il prccedimento piì! semplice e rapido è certamente il 2 .
Si srri'a semple a detetminare la rena d'equazio e y=3).

a!. Fra le parabole d'equazione t=ax2+bx+c che intersecano l asse delle r in o(0. 0) e ,a(a, 0)
determinare quella che forma con I asse delle r un segmenro parabolico di area f.
(Il modo più senplice di risolvete il problema è quello di assumere come incognita I'ordinata del
vcnice ? vate'i d?l teorcna di Ar.himPd?; si ottiene y--rl t2 .

m. Fra le parabole d'eqìiaziooe r=an'?+rr+c determinare quelle che risPettano le seguenti condi_

- il vertice Y ha ascissa 2,
- il punto O(0. 0) appartiene alle curve, i 1. . . .l- la superficie delimitata dalla curva e dal s€gmento Oy vale l. P=!;G'-4r)]
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3. Volume di un solido di rotazione

Gti esercizi dat gl al 111 condLtco o a calc.,larc il volume W di solidi di rctazione. Per isolvere
questi esercizi occorre tenere prcsenti:
I) i nsultati ottenuti nel pamgmfo 3 di questo Capitolo e cioè

it volu,ne W det solido ottenuto t otanilo it totno all'asse de c x la cuna d'equaio e t:fb)
ell'intetwuo [a, b] è dato da:

w I rl,GJdx.

tt) tl nsuliato fondamentale ottenuto trcl paragrafo del cap. 6 e cioè

t
I ftx)dit:Ftb) F(a),

93.

94.

9t.

92-

d'equazione I =2.r nell'intenallo [3.6].
(II solido è un tro co ài cono; si oiie e w=252r).

95. Generalizzare il problema 93, determiando il volume del cono ottenuio ruotando il segmento
della retta d'equàzione ):m: nell'intervallo [0, a]

(Si trota w:!.-m'1a3. Osse ando (fi1. 11) che il cotn ha altezza h=a e ru84io di base r:ma, si

itrota il t^ultato delld gconet a "l?nenta? W=jlth.

Determinare il volume del solido ottenuto ruotando intomo all'asse delle r il segmento della retta
d'equazione )=3 nell'intervallo [0, 4].
( solido è un cilindro; si otriene W=36r\.
Generalizzare il Droblema Drecedente, determinando il volume del cilindro otlenuto ruotando il
<esmenro della ràtta r =k nell inrervallo [0. al.
tsi l ota W=aEa. Osse,van(1o che it cili drc ha attezza h:a e raggio di bsse t=k, si ritrova il
i\uttato detla peometna etemeuarc: W=--ìht.
Determinare il"volume del solido oiieruto ruotando intomo all'asse delle.n il segmento della retta
d'equazione )=2, nell'intervallo [0, 3].
(Il solido è un cono; si oxiene w=361).
Delerminare il volume del solido ottenuto otando intorno all'asse delle Ì il segmento della rettì

Fig. 14 Fig. 15
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- Generalizzare il problema 94, determinando il volume del tronco di cono che si ottiene ruotando

intorno all'asse delle'r il segmento della retta d'equazione y=mr nell'intervallo [d. a].
(Si trcva W=i-n'/(bt-a'). Ossetvando (fig. 15) che in questo caso il tronco di cono ha aùezza
h:b-a e ta88i delle basi 4=ma e rr=mb, si ritrova il nolo risuhato della geometrìa elementarc:

w=+JG+i+t,r)).
97. Determinare il volume dcl solido ott€nuro ruotando intomo all'asse delle _x la semicirconferenza

d'equazione Y=1/]Ìf:
ttl solido à ma sferu: ri ouiene W-t=t

98. Determinare il volume del solido ottenuto iuotando intorno all'asse delle r l'arco di circonferenza
d equazione y- Vf:? nellinleruxll Il l"[a']
tun sotido è u segmento sleti.o ad una bdse: s, o,,i",r" W=fi;1.

99. Det€rminarc il volume del solido ottenuto ruotando intorno all'asse deìle x I'arco di circonferenza
d.equazione y-Vììr *il.i*"*"il" l-+. ].1.
(tl sotido à m se1m"nto skico a due basi: si oniene W=ffil.

l0O, Generaìizzare il problema 97, determinando il volume della sfera che si oliene ruorando intorno
all'asse delle ,r Ia semicirconlerenza d equazione y={717.
(Si ttrova it noto risuttato della geomenia eleme torc: ta sfera di raggio t ha totu-e W=l,,')-

101. Generalizzare il problema 98, determinando il volume del segmento sferico ad llna base che si
ottien€ ruotando intomo all'asse delle Ì l'arco di circonferenza d'equazione ]7=Vl .i nell'inter-
vallo [c, r].

tsi trcva W=+Qr'+d-3aì). Osse )aùdo (fig. 16) che il segme to ha ahezza h=r-a e ruggio
,,=ll-7, 

"i 
pua orcne iùoyare it nsuhato tl?lta geomeùa etencùnre w:-6h(E+3ò).

102. Generalizzare il problema 99, determinando il volume del segmento sferico a due basi ch€ si
ottiene ruotando intomo all'asse delle x l'arco di circonferenza d'eqìrMione ],=Vl r'z nell'inter-
vallo [a. b].

tsi trcva w=:Èì(b a)-tbr-a')). Osseflando (fig. 17) che il segme to ha ahezza h=b a e3
racgi r,=\F;, \:\F-È si può anche itrovare it risuttato detla geometia elemenrare
w=: ht h: +31,+ 3;) ).6

Fi

/ {r-

i

ig. 16

v

v-ttv:?

/ r\..

à lo
\i !/

Fig- 17
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103. Un'ellisse con l'asse maggiore lungo 2a e I'asse mino(e lungo 2b è disegnata sul Piano cartesiano

in modo da avere il centro in O e l'asse maggiore sull'asse delle, (fig. 18). Determinale il volume
dell'ellissoide che si ottiene ruotando intorno all'asse delle .r la semiellisse contenuta nel semipia-
no delle ordinate positive.

.,;
tL'cllisse ha equozione --'i=J: pe,rio I o,co

è il gtafico della seguente funzio e

b"r 
-Y=- Y a'-r'

definta per -a<t<s.
tt votume tichie\to nle W=!*o1rt.

3
S? fl\ulta a-b-t. la senpllissc do?nt1 il semi-
cerchto dt ruBBio t e l ?llit\oid? div?nd la skra
(h? ha ruBsio r e totume É;at)

Fig. 18

l(M. Determinare il volume W del solido g€nerato da una rotaziore compìeta intorno all'asse delle .r
del triangolo che ha per vertici O(0,0) e i punti,4 e A, in cui la retta d'equazione y:-3r+6
incontra gli assi cartesiani.
(Il solido è un cono di volume W=2h).

105. Determinare il volume W del solido che si ottiene ruotando intomo ali'asse delle ir la figura
limitata dall'asse delle Ì e dall'arco di parabola d'equazione )=-I']+2r nell'intenallo I0,2l

Iw=:9JL 1)l
106. Determinare il volume I,y del solido che si ottiene ruota do ìntomo ali'asse delia ir la figura

limitata dall'asse delle Ì e dall'arco di parabola d'equazione r=-/+1 nell'inter'r'allo [-1, 1].

lw='!9,1I 1) I

107. Determinare il volume W del solido che si ottiene ruotando intornc, all'asse della.x la figura
limitata dall'asse delte ,I, dall'asse delle ) e dall'arco di parabola d'equazione , =.t':-4r +4 nell'in-
tervallo [0, 21.

l,:?"]
108. Determinare il volume IV del solido che si ottiene ruotando intorno all'asse dclla r Ia figura

Iimilala ddll a\.e delle r e dall arco dr cuna d equoaon. r--l , nell inlenallo JU. 2l lr=tj
109. Determinare il volume ly del solido che si ottiene ruolando intorno all'asse d€lla ', la figura

Iimitata dall'asse delle x e dall alco di sinusoide d'equazione ):sen .' nell'intervallo [0' t]
(Per it catcolo dell'integrule tedi esercizio 209 del cap 6, si ottiene W=U)

110. Determinare il volume W del solido che si ottiene ruotando intorno all'asse deìla r la figura

limitata dall'asse delle r e dall'arco di curva d'equazione )'=tg 't nell'interlallo i0 i]'
(Per il calcolo dell'integrate wdi esercizio 212 del cap A, si ottpne W=*-i).

ll1. Determinare I'area f della superficie limitata dall'asse delle r e dall'arco di curva d'equazione

v:1nel intervallo [t, al (con a>0) Determinare iì volume Wdel solido che si ottiene ruotando

irtorno all'asse delle , tale superficie-
Calcolare il limite per a++@ dell'area f e det volume w'

rf;"e=t

I

[.='-* ,:"(,-*)1
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ll2. Determinare l'area I della superficie limitata dall'asse delle r e dall'arco di curva d equazione

t=anell inrervallo [1, al (con.r>0). Dererminare il volume I,y del solido che si ottiene ruoran-\lr
do intorno all ass€ delle .r tale superficie.
Calcolare il limite per a++6 dell'area I e del volume I,y.

lr=2(\/; r). w=r In,l
ll3. Dercrminare l area I della superficie limitata dall'asse delle n e dall'arco di esponenziale d'equa-

zione )=e! nellrntervallo [0. a] (con d>0). Determinare il volume W del soìido che si otrÈne
ruotando inlorno all'asse delle .r tale superficie.
Calcolare il limite per a++- dell'area I e del volume ,y l-l

r=e" 1. w:;kb-l)]
ll4. Determinare l area f della superficie limitata dall asse delle r e dall arco Jr esponenziale d'equa-

zione ):€' nell'intervatlo [a,iì (con a<0). Determinare il volume ].y del soìido che si ottÈne
ruorando inlorno all as(e delle r tale superficie.
Caìcolare il limrre per 4 L- - dell area f e del volume ,v.

lr=r-n. *=
Ij(' a')l

4. !l calcolo integrale in fisica

L'integrale indef iniio

ll5. La velocità di una pallina lasciala cadcre da una ccrta altezza nel vuoto varia secondo la legge
v=81

dove I è I'accelerazione di gravila costante. Scrivere là legge che regola la distanza s al passare del
temPo.

116. La velocità di una pallina lanciata con velocita v0 verlicale verso I'alto nel vuoto varia secondo la
legge

r=rù-gt
dove I è una costante. Scrivere la legge che regola la distanza r al passare del tempo t.

117. La velocità di una pallina lasciata cadere da una certa altezza nell'aria varia secondo la legge
v=A(l-e-b')

dove,4 e ò sono due costanti. Scrivere la legge che regola la distanza s al passare del tempo t.

ll8, Data la legge p(r) con cui varia la portata di un fiume al variare del tempo, scrivere la legge che
regola la massa m che attraversa una data sezione del fiume al passare del tempo t.
(Vedere anche I'esercizio 4 del .ap. 4).

ll9. Data la legge i(, con cui varia la corrente che circola in un conduttore, scrivere la legge che re-
gola la quantità di carica q che attraversa una data sezione del conduttore al passare del tempo r.
(Vederc aùche l'esetcizio 5 del cap. 4 e I'esercizio 535 del cap. 5).

120. Calcolare la quantità di carica che passa attraverso una sezione di un conduttore percorso da una

conente alt€rnara di intens t' ' data da i= I sen @rperuntempof=Z ln=i,"\
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Valore medio di una Iunzione

Per svolgerc gli esercizi dal 121 al 123, ricoftlarct che il wlore meàio $ di una funzione, definita e
conrinua in un i rervallo [a, b] è dnto da

,,=--L | fl ! t,]f' b-u J''

121. Considerare un pendolo che si muove di moto armonico con una veÌocità data da v=ro sen ol e
rispondere ai seguenti quesiti:

- calcolare il valore medio della velocità in m€zzo periodo,
verificare che il valore medio della velocità in un periodo vale 0,

- calcolare il ralore medio dellenersia cinetica r,-fnu'in un periodo.

lnterpretare i risultati ottenu.i dal punto di vista del; fisica.

122. Considerare una corrente alternata con I'intensità i data da i=1v sen (.)l e rispordere ai seguerti
quesiti:

calcolare il valore medio dell'intensità in mezzo periodo,
- verifrcrre che il \dlore medro dellintensila in un periodo \ale 0.
- calcolare il \dlore medio della porenza di\sipara W R,l/ in un periodo.
Interpretare i risultati ottenuli dal punto di vista della fisica.

123. Considerare una tensione alternata regolata dalla legge y=yMsenor e rispondere ai segùenti
quesiti:

- calcolare il valore medio della tensione in mezzo periodo,
- leriticdre che il vàlore medi. della lensione in un periodo vàle 0.

- Lalcolare rl \dlore medro della polenza diss'pdtd w=; rn un periodo.

Interpretare i risultati ottenuti dal punto di vista della fisica-

L'integrale definito

r2{. Nel nucleo di un atomo di carbonio è concentrata una carica 0-6'10-rqc un elettrone di carica
q-10 LC si trova nell'orbita piir vicina al nucleo e cioè a distanza /ì=5 10-112. Risolvere i
seguentr quesrtr:

- calcolare il lavoro che si deve compiere per portare I'elettfone sulla seconda orbita e cioè a
distanza ,',:4,,,,

- calcolare il lavoro che si deve compiere per "estrarre" l'elettrone dall'atomo e cioè portarlo a
distanza infinita dal nucleo.

(Tenerc prcsente che fra il nucleo e l'elettrohe agisce w1a forza elettrostatica axfittiva che ha
I'intensità F data da

On
t-=K =---!, ron K=t0,.

Perciò si può ripetere un procedimento analogo a quello se,uilo per calcolare il lavoro della fotza
gftwitazionsle).

I vedi eseicizio {-1 del cap. 6.



4- llcalcolo intograt€ in tìsica

125. Considerare una molla fissara in un punto P di una parere.
scegliendo come asse delle Ì la direzione della molla (fig. lq):
per allungare la molla da una lunghezza 11 ad una tunghèzza i
si deve applicare una forza di intensita variabile data da f=fu.
Calcolare il lavoro L che si compie per produrre l'allungamento.

///,'

E

ì
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Fig. rg

(2)

di L offre delle

126. Calcolare il Iavoro L necessario per caricate un condensalore di
capacita C, cioè per disrribuirc una carica O sulle due piastre.
(Co l)iene :chematizzare il prccesso di caica nel modo seguente:
lc due piastre sono ini2ialm.nte neutrc: un agente ?sÌ?do (abitualm?nte uno ba ?ia) toslie elcironi
da una pialtru e li deposita sull akra, compiendo un lavorc L che rcstu imma4azzina@-nel conden-
\atore sotto lorma di energia potenziale ?lpu ca.
Per calcolare questo lavoru L è oppo uno tenere presente che:
- per spostare una carica Q da un punro A ad un punto B di un campo elettico, occote un lavoroL. dato da

L:QV,
dove V è la tensione costante fru i punti A e B;

- nel caso del condensarorc, la tensiohe V fru le dùe piasne è data do

dove q è la ca ca su e piastre e C è la capacità del condensatorc;
- duranre il processo di carica, V \taria secondo la legge (2) e dunque il calcolo

dillicottà.

(t)

Si può a ora ragionorc kel modo seguente: si fraziona Q in n particelle con coica h, tanto
piccola da lasciarc inaherato la tehsione V. Così si può calrclare il lavorc p?t spostarc ogni caica
h e, quindi, deteminate il lawrc che si ouien€ sommdndo i vai contributi. Si ha:

L=9!h+1: h+...+g: h.LL'C-
In questo modo si ottiene solo un yalore approssìmato del laroto ichiesto, ma t'apprcssimazone
è tonto ùligliorc, qusnto più piccola è l'ampiezza h deqli intervallini; risuha dunque:

a. fc t OL:)cas=,Tt
127. Calcolare I'energia che dissipa sotto forma di calore una corrente che ha intensità i variabile nel

tempo, quando attraversa un filo conduttore per 7 secondi.
(Tenere presente che, quando u a coftenk di inte sirò I costsnte auruyersa un filo conduttore di
resistenza R pet un periodo di tempo lungo T secondi, si dissipa soÌto forma di calore un'e eryia L

L:RPT. (1)
Se invece il filo viene alraversato da una conente che ha fuensiù 4r, variabile el tempo, per
calcolate I'eneryia dissipata L ci si basa sul calcolo integrale: si fraziona l'inretuallo di tempo [0, Tl
in n parti moho piccole, cioscuna lunga h; in ogni intenallo, si considera I'inte sità di coùente
costante e data dal valore che assume, per esefipio, al cenrrc dell'intetvallo. Così si può calcolare
l'energia dbsipota in ogni inaenallo e, quindi, calcolate l'energia totale sofimafido i co tribuai
rclativi a tuui Bli inÌ?rva i. Si ottiene:

L- Riì h + Ril h +... + Riih.
In questo modo si ottiehe un valore approssimato dell'eneryia L, ma l'apprcssimazione migliora
sempre di piit quanto più è pirola l'ampiezza h degli inre a ini; is La dunque:

rL= I Ri'1u) dù.l
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128. Calcolare l'intensità efficace ,;n di una co ente alternata di intensità massima IM e pulsazione a.
(Te erc presente che

- I'inte sità della corrcnte assegnata varia nel tempo secondo la legge

i=IN sen at,
iat à I'intensitò della corrente continua che dissipa la stessa eneryia L circohndo ello stesso

conduttore duranrc un pmpo f-!:4.
Calcolando il valote di L ùto dalla fofinula otte ura nel precedente esercizio in corrispondenza al
valore T="- si o i?nc tv?di anche I esercizio 209 dpl cap. Ò)

rL= | RtL sen, ot dt:...
J

1l isultato ottenuto si può tisciyele nella foma segue te:

L= n lJYl r
lv2/

towndo una formula analoBa alk (1), valida per correrli co tinue; si ottie e dunque
.IMttr---=).

v2

Baricentro di una superficie e teorema di Guldino

Cominciamo col ricordare alcune nozioni di fisica: se disponiamo sull'asse delle Ì due particelle di
massa mL e m2 nei punti di ascissa.rr e -q (fig. 20), il centro di massa di questo sistema di partìcelle
è il punto G che ha l'ascissa Ìc data da

,"=-T con M=mt+ml

Fig. 20

Questo punto è caratterizzalo dalla seguente proprietà: indicando con M la massa totaÌe delle
palline, si ha

Mxc=x'^'*" ''
Ouesta proprietà, che suggerisce di sostituire l'insieme delle due palline con un'unica pallina di
massa M còncentrata nel punto G di ascissa.ro, permette di generalizzare la nozione di baric€n_
trc. Se sono date nei punti di ascissa Ìr,.r, e rr tre palline di masse m1, m, e m3, si può procedere
così:

- si sostituiscono le prime due palline con un'unica pallina che abbia massa M=mr+m: e sia
disposta nel punto G di ascissa rc, data dalla (1);

- si trova il baricentro C' delle due masse M e mr;
- svolgendo i calcoli si ottiene

it m\+xa m1+xj t1,".=ff, con M=mt+m1+n3.

E così, ripetendo questo procedimento, si può trovare il baricentro di un sistema di n masse n r,
m2,..., À^, distriBuite nèi punti ri, rr,..., ,,; si ottiene che il baricentro è il punto G con
l'ascissa ,c, data da

rt'mix2m)+...+x;mrxc=-- u ,

(1)

con m=mt+fi2+..,+m, (2)
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Proviamo ora a determinare il baricentro di una sbarra lunga a. Se la sbara è costruita con ìm
materiale omogeneo di densità a, si può ragionare cosl (fig. 21): si pen§a la sbarla come se fosse
composta di , particelle che hanno Iudghezza rt e quindi massa alt e sono disposte, per esemPio,
nei punti di ascissa

hh=;. x2=xt+h,.... x,-tt^_t'+,h.

Possiamo itl que§to modo lalutare approssimativamente I'ascissa ro, valendoci della (2) e otte_
nendo

x1. Ah+xr. Ah+...+x^. Ah rt. h+xz. h+...+x,. h."", (3)

In questo modo § ottiene un valorc approssimato deu'ascissa rc, ma l'appros§imazione miSliora
sempre di più quanlo più è piccola l'ampiezza à degli intervallini; risulta dunque:

1(n=à ), d, (4)

Svolgendo il calcolo, si ottiene

lc=r;
si trova così un intuitivo risultato: il baricentro G di una sbarra omogenea è il Punto mcdio della

ffi
Fig. 21

La nozione di baricentro si può estenderc al caso in cui ,1 masse non §iano allineate sull'asse delle
'r, ma disposte sul piano cartesiano rci punti che henno le coordinate (r,,yù, (rutfu),-...,
(.r,, y.); si trova che-il baricentro C è un punto del piano con le coordinate (.rc, )6), dare dà

xt.mt+...+x,.m" y, f'+!)t !: M_mi-}m^ (S)xc=-------fr--, yc- M "",.
E infrne l'estensione più intcressante legata al calcolo integrale: calcolarc il bariceltro di uDa
superfrcie piaDa a contorno culilineo.
Vèdiamo iui un caso semplice che presenta le seguenti caratteri§tiche:

- la superficie corrisponde al trapezoide (fig. 22) delhtitato dall'arco ÀB di una funzione coDti_
nu6 ne 'intervallo [r, à1,

- la superficie è comiòsta di un materiale omogeneo di densità a c dunque ha una ma§sa totale
data da

M=AT,
dove f indica I'area dclla sùperficie.
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Fig. 23

Si può allora ragionarc così (fig. 23):

- si divide l'inlervallo [a, à] in ,r parti, ciascuna lunga l? e, all'interno di ogni intervallo, si
considera il punto medio, ottenendo

htt-a+;. ì:=.r -r..... )t"-,. th.

- si considera la superficie di n rettangolini ali massa
m1:a.fQt)h, nz:a l(t,)h,..., m,:a.f\,\h,

- si trova il baricentro di ogni rettangolino, come se fosse una sbarretta appoggiata all'asse delle
r, basandosi sulla (4); si hanno così gli , punti

^/ t "..1c l^t.;.llt\l con ma\)a m, é l(xt\h. '

- si calcola il baricentro ai questi rl punti basandosi sulla (5); si ottiene
xt mi...+)tù.nn a.@t fQt) h+...+t"'f(x,) h)

M dt
a.(1 ru;t rc,t.n*...*l ro.t tt'.t o)yt.mt+...+y, m^Yo= M a.T

Si ottengono così deì valori approssimati delle coordinate -16,.),G, ma l'approssimaz ione migliora
sempre di più quanto più è piccola l'ampiezza i degli intervallini; risulta dunque:

1[ r ir.=-- l (ì /r.r))dr. )c - llr(Ì)d\.t I zt )
In questo modo e completamente da,.r.in",o il procedimento per calcolare iì baricentlo
G(.y6, ].), visto che l a,ea f della .uperficie è ddta da

l;r= | JO)dr.J

A partire da questi isultati si può scoprire ùn importante teorema, effettuando una rotazione
della supeficie esaminata intorno all'asse delle r (fig. 24). Si ha che:

- la superficie genera un solido con il volume W, dato da

w="-I126\da)'
- il baricentro G descrive una circonferenza lunghezza ., data da

_r
c:lt'v.: I l'lx lax-

;
Confrontando le ultime due formule. si trova che

W=Tc.

tb
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Questo è il risultato noto anche con il nome di teorema di Guldinot, che Può essere espresso nel
modo seguente:
il volume di un solido generato dalla rotazione di una supedicie inaorno ad un asse si può ottenere
moltiplicando l'area f dela superfìcie p€r la lunghezza . della circonferenza descritta dàl baricen-
tro G della superficie.

Gli esercizi dal 129 al 132 conducono ad impadronirsi del teorema di Guldino e della nozione di
baricentro di una superlicie.

129. Determinare il volume Iy del solido ottenuto ruotando intorno all'asse delle,r un cerchio che ha
raggio ' e centro C(0, n), con à>r.
( solido (fig. 25) prende il nome di toro; pet motivi di sinnetia, il baricentro del cerchio caàe nel
cefilrc C e si ottiene W:2v')lh.l

)

o 1

FigFig. 24 Fig. 25

130. Determinare il baricentro G del segmento parabolico delimitato dalla paraboìa )=l-x'? e dall'asse
delle ì.
lTcnerc prcsenp.h". pcr rcorcna di ArchinedP. etpoto nelle:ercìzio 80. risulta T=j: ti
otie,e a (0. ;1.

l3l. Determinare il badcentro 6 del semicerchio delimitato dalla semicirconferenza d'equazione
)=VfI7 e dall'asse delle r.
(L'esercizb si svotge mobo rapidamente applicando opportunamenre il teorema di Guldino:

tl vni.Pnhio hù arca T=\
luotando il semicerchio intomo all'asse ilelle x si ottiene la sfers di volune W:irF,
dete e's?tc W .T-2=y- .. ' 5

/ ))
Si otieae G 10, +h.
Gene.rUrare l'eser.irio p.ecedente, determinando il baricentro G del semicerchio delimitato
dalla semicirconferenza d'equazione y=Vl--rt e dall'asse delle 'l
tRisuhd G 10, +h.

l ll reorena fu presenlato dal matenatico svizzero P. culdin (15771643), e diooslrato in iorma rieoros da B'
cavalieri, alu;i;;i calileo'. Il leorena vate nel czso in cui t.,sse di rorazione ò nelÌo nesso piano derla supedicie. ma non
ar[aveNa la superficie.

132-

Fig- 24


