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Complementi

A. Metodi per risolvere i problemi di massimo e
minimo senza valersi delle derivate

Nel testo (paragrafo 10) è stato indicato un metodo generale per risolvere i
problemi di massimo e minimo basandosi sulle derivate. Ma, già molti secoli
prima che si pensasse alle derivate, questioni di importanza pratica avevano con-
dollo a risolrere problemi ,.li ma+imo e mrnimo.

La traccia più nota è forse la leggenda narrata da Virgilio nell'E eidé: la
p ncipessa Didone cerca un pezzo di terreno dove costruire una nuova città (la
futura Cartagine); finalmente le viene proposto un pezzo di terreno grande tanto
da poter essere racchiuso da una pelle di bove. Si dice che l'offerta, apparente-
mente assurda, venisse ben sfruttala da Didone ritagliando la pelle in striscioline
sottilissìme che furono disposte ad arco, una dopo l'altra, in modo da formare
una circonferenza,

Questa leggenda fa capire che, all'epoca di Virgilio era stato già intuito
che il cerchio ha l'area massima fra tutti i poligoni di uguaìe perimetro. I docu-
menti piùL antichi che testimoniano studi matematici su problemi dì questo tipo
dsalgono invece ad Erone (I secolo d.C.) e a Pappo (III secolo d.C.), ma Pappo
dice di ispirarsi all'opera di Zenodoro, che era un matemalico greco del II secolo
A,C,

Da allora si sono sviluppate rumerose ricerche per risolvere problemi di
massimo e minimo; si tratta di ricerche molto varie e spesso geniali, legate a
problemi concreti o all'osservazione della natura con "occhio matematico". Ecco
due esempi curiosi:
- Il famoso matematico e astronomo Keplero (1571-1630) studia qual è la forma

piìì opportuna da dare ad una botte perché contenga il massimo quantitativo di
vino a parità di superficie, cioè di involucro. Keplero osserva.he, indipendcn-
temente dalla forma del contenitore, quando ci si awicina al massimo, accade
che, cambiando Ìe dimensioni, il volume cambia pochissimo; ed è proprio que-
sto tipo di osservazioni che ha condotto a collegare i problemi di massimo con
lo studio delle derivate.

- Il grande fisico-matematico Plateau (1801-1883) affrontò un problema ancora
oggir non completamente risolto: determinare la superficie d'area minima limi-
taia nello spazio da un contorno chiuso assegnato. Il problema conduce a sottili
studi matematici, che Plateau accompagnò e in qualche caso sostituì con un'ori-
ginale ùattazione sperimentale: immergeva un contorno chiuso faito di filo di
ferro in una soluzione di acqua e sapone e poi lo eslraeva con delicatezza dalla
soluzione, osservando la forma della lamina d'acqua saponata ottenuta. Queste
esperienze si basano sulla seguente proprietà fisica: la lamina assume ùna posi-
zione di equilibrio stabile occupando l'area minima, in modo che sia minima
l'energia potenziale dovuta alla tensione superficiale.

I vedi l'articolo 'Bolle" di Bruce Schechter sùl nùmero di aprìle dellr rivhÌa s.€Ea 8,r,
dove si descnvono ricerche sulle bolle di sapone, ellctlùale nel 1984 presso 1l Massachùselts Inslilule
of Techioloay (M LT.).
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In questo Complemento esamineremo appunto alcuni problemi di màssi'

mo e minimò risolti con metodi elementari: mancherà dunque il soslegno di un
metodo generale come quello offerto dalle derivate e si andrà alla ricerca dei
metodi di volta ìn volta piir opportuni. Il Iavoro è diviso in due pani:
- parte I, in cui si affrontano i problemi basandosi sulla geometria analitica,
- parte II. in cui ci si basa solo sulla geometria e l'algebra elementare.

Parte l: metodi basati sulla geometria analitica
t. Prubleni chc si tisoh'o o basandosi st l g f$o delh parubola
Vediamo come valersi di semplici nozioni di geometria analitica per trattare i
problemi che conducono ad una funzione del tipo

(1)
Ricordiamo infatti che la (1) è l'equazione di una parabola con l'asse di simmetria
parallelo all asse delle ) (figg. 1 e 2).

Fis.

Se dunque risulta a>0, la parabola rivolge la concavità verso l'alto e il
minimo valore di ) corrisponde all'ordinata y, dcl venice 7.

Se invece risulta d<0, la parabota rivolge la concàvità velso i[ basso e il
massimo valore di ) corrisponde ancora all ordinata ), del vertice y.
Ora. in entrambi i casi. l ascissa .r" del vertice è data da

__ b
^' )a

e quindi è Iacile risolverc i corrispondenti problemi di massimo o minimo.
Vediamo subito due esempi di problemi risolti basandosi su quesle con'

siderazioni.

PÌoblema I
ln un quadmto dato inscrivere il quadrato di arca minima
Riferiamoci alla fig. 3: ò indica Ia lunghezza del lato del quadra-
lo ABCD. x e b-x in<licano i tratti in cui i vertici del quadrato
inscritto EFGL dividono ciascun lato del quadralo dato. Deve

0=-!<A
ed è chiaro che, nei due casi limite. cioè quando risuha,r=0
oppure r=D! il quadrato inscritto si sovrappone al quadrato
dato ed ha perciò I area che vale ò'.

Fig. 2

Fig. 3



A. Motodi per risovere i problemi di masstmo e minimo senza vatersidelte derivale

Ora. per e.primere l are.r y del quddrdro ltCH in tunzione dela varia-
bile -r e del dalo t,. ,i puo o:rervare che risulta

,,=Fr:.
d'altra parte, applicando il teorema di Pitagora al tdangolo EÈF, si ha

-EF'1 = x'z + (b r)' =x, + b. 2bx + f.
In definitiva si ottiene

y:U|-2bx + b'. . (2)
Larea ) del quadraro inscrino e dara dunque dalla funzione r2). che ha oergrafico l arco di parabola rappresentato in lig. li si tra a de d parabold che h; il
vertice y con le seguenti coordinale:

bhlt'=r, v,:z'
I risultati ottenuti si possono espdmere nel modo seguente:

il quadrato inscritto di arca minima si ottiene in coirispondenza al valore

- )'
si tmtta dunque del quadrato che ha per vertici i punti medi dei lati del quadra,
to daro (fig. 5);

- rale area minima vale v=+. cioe la merà dellarea del quadraro daro.

Fig. 4 Fig.5

A 'interno di un quadrante AOB, quarta pafie di un cerchio di centro O e raggio
t, si cosiuisce una semici/conÌerenza di diametrc OB; si co sidera quindi uns
semircttu di origie O che incontra l'arco AB in P e la semicirconfercnza in Q.
Deteminarc t'angolo AòP per cui à massina t'area S del Ùiangolo APQ.
Cominciamo col tracciare una figura che visualizzi il probÌema (fig.6); è facile

- Ia variabrle r è soggerla alle limila/ioni seguenri:
0'<r<90"

e nei due casi limite, cioè quando risulta r=0" oppure -r=9{ts, l'area esaminata
valc 0:

- f area .S è d^ta da S=!.PQ AH

Ora, per esprimere t'r.J S in funzione della vadabile , e del dato ,', basta
applicare le nozioni di trigonometria relative ai triangoli rettangoli OAH e OQB
(fig. 7), per trovare che risulta

vÈ:r sen Ì, Fo:oF oo=H sen x

àa
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Fig. 6 Flg. 7

(3)

L'area S del triangolo /4PO è dunque data da
-1 t,S=r.' sen.t(r-r sen.r)=, I sen.r(L-sen.r).

Dato che I è una costante positiva, per determinare il massimo di S basta studia-
re la funzione

.st,ly=7. ossra ,=-= sen'r+t sen r.
Si osserva ora che si può ricondurre quest'ultima funzione ad una forma

più facile da esaminare, considerando come lariabile indipendente non l'aìgolo
acuto ,, ma il seno dell'angolo; perciò si introduce una nuova variabile z, legata
ad , dalla relazione

In questo modo. risulta 0<zs1 e la funzione (3) viene scritta nella forma
Lly=_,z-+ 2zl

si ottiene così l'equazione di una parabola, di cui è immediato tracciare il grafico
(fig. 8); in particolare si trova che il vertice y ha Ie coordinate seguenti:

11'"=1, v"=t'
I risultati olrenuti si possono esprimere nel modo seguente:

- il triangolo di area massima (fi9. 9) si ottiene in corispondenza al valore
l1z=;. ossia sen x=;. da cui .r=J(r,

- tale area massima vale S=*1, cioè à de 'area del quadrato di lato r.

Fig. 8 Fig. 9



A. [,lstodi p€r lisolvere i probtomi di massimo e minimo s6nza vatèrsi dele dédvate

2, Problerni che si risolvono basarutosi st i fascì di cane
Esaminiamo ora due esempi di problemi che si possono risolvere basandosi 5ui
lascl O curve: avremo così un idea di n merodo, grafico-dinamico spesso moltoutile per trattare rapidamente i problemi dl masslmo e mrnrmo.

Si considero un punto Q variabile su un segmento AB di lunghezzo I e si costruisce
su AQ il rettongolo AQRS di orea 24: ieterminare Ia poizione di e pet cui ilrctta golo ha perinetro minimo-
Cominciamo a tmcciare qualche disegno che visualizzi il problema.
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Fig. 10 Fag. 11

La fig. 10 mostra il rettangolo costruito scegliendo O vicino ad.4: il
rellangolo ha una base AO picaola e. quindi. un'alrezTa OR grande. Cosi ci si
rende subiro conto che non è possibile fai coincidere O con,4. p;rché. in ral caso.
non si riesce a costruire su una base lunga 0 un rettangolo di area 24. ln fig. Il il
punto O _e scivolalo lungo il segmen-to,,lB: ,48 iaumenrato, mentre 8R è
diminuiro: il perimerro sembra dimjnuito. Infine. in fig. l2 è rappresentato il caso
I'miie: O coincide con B, ti,'ulta AQ=8 ? 0R=3

Dall esan? dell? fiqure enerye un pimo ùuhato. il rc angolo AQRS hz
rl penmetro che assume un valore. che po\siamo indicare con 2p. va abile al
variare di Q lungo il segmentol tale perimetro vale 22. quando I coincide con B
e djvenla sempre piil grande, quando O si avùcina ad,4.

Tuttavia le figure non permettono di individuare la posizione di I per
cùi il perimetro è minimo; indichiamo allora con r la distanza.4O e con)) I'altèz-
za OR, precisando che risulta

.r:8 , t:3, quando O coincide con r,0<r<8 e y>3, quando O percorre il segmento,4B.
Così la condizione che l'arca del rettangolo vale 24 si traduce nell'equazione

ry:24, (4)
mentre il perimetro 2p è legato alle grandezze -r e ) dall'equazione

2*+2y=2p, ossia x+y=p. (5)
Ed ora l'esame del problema diventa rapido ed espressivo. se rappresenriamo le
due equazioni (4) e (5) sul piano cartesiano. La (4) descrive un iperbole. ma si
osserva subito che solo un arco di curva è legato al problema assegnato: è l'arco
disegnato in colore in fig. 13. La (5) descrive invece il fascio di rette parallele alla
retta, d'equazione y:-x (fig. 1.3).
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Fig. 13

Esaminiamo ora Ia situa2ione da un punlo di vista dinamico (frg. 14): si
nota l'iperbole fissa ed una retta che può spostarsi percoùendo il fascio; così il
valore di p è visualizzato dal punto d'intersezione di ciascìrna retta del fascio corl
I'asse delle ,.

Si capisce allora come si può determinare il rettangolo di perimetro
minimo: fra le rctte del fascio che intersecano l'iperbole dobbiamo scegliere quel-
Ia con il minimo valore di p.

Fig. 14

La fig. 14 suggerisce che la retta cercata è la tangente ,, chc possiÀmo determina-
re impostando il sistema

lv=-t+o
l7y=zq'

e calcolando il valore dip per cui il sistema ammette due soluzioni coincidenti; si
ottiene

p=!4\/6'

5. Compl€menll



A. M€lodi per solvere i plobrerni di massimo e minimo senza vatersi dete de vate

È chiaro che solo il ralore poritrvo dip inrere\\a il problemal ta relra r ha dunque
lequazione

y='+1\6
e tocca l'iperbole nel punto f(2V-6,2V6).

Si arriva dunque alla .eguenre conclusione: il rerranqolo di oerimetro
minimo è quello che hd le due dimen\ioni uguali dale da

x=y:2\/61
si tratta dunque del quadrato di area 24.

Si taglia una semisfera di centro O e raggio r con un piano paratteto alla base e si
consideruno le seguenti due superfici:
- S, superficìe laterale del cono, che ha O cofie t,eftice e(l il cerchio sezione come

S'. super[i.i? de 0 .ona ,larca conpresa Jta il ?nno teczntp ? ta baJ? dett'emr

Determinare la posizione del pitno per cui Lt somma S+S' risutts massima.
Cominciamo a lrac(idre qualche disegno che !rsualiT/i rt problema: ta tlg. l5
mo,lra un piano che,ega la semistera,econdo il cerchio di centro O .la tig. lo
mostra il cono che ha la superficie laterale ^t e la fig. 17 la zona sferica ch; ha
sùperficie S'.

Fig. 15 Fig. 16 Fls. 17
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Le figg. 18 e 19 mostrano invece i due casi limite:
- il piano coincide con il pidno ,. rangenle alla ,emi.tera: rn rdl ca<o il cono si

rìduce al segmenro OO'. menlre Ia /ona slenca coincide con rut(a Ia semtsrera.
Si ha dunque

s'=2"-t, s:0 e quindi s+s,:s,=2_-É
- il piano coincide con il piano B, su cui è appoggiata la semisfera; in tal caso iÌ

cono 'si schiaccia" sul cerchio di base. mentre la zona sferica si fiduce alla
circonferenza di base; si ha dunque

S'=0, S=^-l e quindi S+S'=S:rl.

Fis. 18 Fig. 19
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Indichìamo ora (fig. 20) con, ed y l'altezzs e il raggio di base del
cono. lenendo presenle che. mentre il piano secante "sale" dalla posi-
zione B alla posizione I, risulra

o=t=r e o=lsr.
In questo modo si ha che le due variabili r ed y sono legare dalla relazione

x'1ty'z=;;
risulta poi

S=^-r), S':2;rx e qùindi §+S'=;r(y+2r).
Ora. dalo che il prodotro --r è senz allro posirivo. per stabilire il massmo di
J+J'. basta determinare il màr\imÒ .li

s+s'

così, lisualizzando la situazione sul piano ca esiano si ha che

è l'equazione della circonferenza fissa di centro O e raggio r di cui interessa
soltanto I'arco in colore di fig. 21 mentre

rappresenrailfasciodirerteparallelcallarellabdequazlone):2{(figg.2te22)i
cosi il vaÌore di r è visualiz,,alo dal punto d intersezroDe di ciascuna rella del
fascio con l asse delle y.

Si capisce ora come possiano detenninare il maslimo richiesto: lia le
rette del fascio che intersecano la circonferenza dobbiamo scegliere quella con il
massimo valore di r. La fig. 22 suggerisce che la retta cercata è la tangente ,, che
possiamo determinare impostando il sistema

IY=-»+'
1x'+Y'=;

e calcolando il valore dr r per cui il sisrenra amnretle due soluzioni (orncide,rri; si
otti€ne

s=tr!6
È chiaro che solo il valore positivo di r intetessa il problemai la retra I ba dunque
l'equazione

Y= -2x+r\/i
e locca la circonferenza nel punto

Fig.20

rl3\.'.gl



A. Melodi pù dsolvolè i probremi di massirno e mirimo senza va ersi det€ de valé

Sr arrrva dunque atta seguenre (onclu\rone: \i Òlliene Ia sommdma'rima ffig. 2:l). quando rl piano ragtir la ,emi(tera ad una quora

r?rli
-!

in tal caso la sezione ottenuta è il cerchio di raggio

)
e risulta

,t+S'=;l\6

Parte ll: metodi basati su algebra e geometria elementare
I. Due problcmi che coniluco o a scopire ,lue teorcmi fon(tamentali
Cominciamo d ri.ol!ere due semptrcr problemr che Jànno Iuo8ù dd un gran nume-Io o' applrcazronr e dr tmportanri generaìiz./d7ronj.

Fra tu i rcttangoli di lquale perimetro dete ni'Mrc que o di srca nassima.
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-s+.s'

Fig. 23

Fig. 24

Il problema si può efficacemente visuatizzare realizzando dei rettangoli isoperi
metrici, cioè di perimetro costante, con un pezzo di spago, tegato agli esrremi e
lenuro reso fr.r due maìi ((ig.2/) A\rrcin,rndoù allonlanando le mani camhrrno
Ie dimen.ioni del rc angolo. i nùrJ dvere il qu,draro e ,i pu..ono orrenere i due
casi limite quando una deìle dimensioni vale zero e, quindi, anche l,area vale
zero. _Se dìrnque si fhsa l attenzione sull'area deì retlangoli al variare. per esem-
pio, de 'altezza (fig. 25). si ha una funzione che assume valore zero neì due casi
limite; il teorema di Rolle garantisce che ci deve essere un massimo e, data la
simmelria della silurzinne, \r e c.nuotri d ore\edcre che rl massrmo carJ reali",ra-
to dal _ca50 cenlrrle" e croe drl quadraro. ll ri\ulrdro o cnulo per \ia genmelri-
co rnturlrva pùò essere lacilmenr( conlermato da und dimn\rralione dr ripo Jtge-
bdco nel modo seguente.

Fig. 25



520
Si indica coo 4p il perimetro fisso dei r€ttangoli (fìg. 26)i così le due

dimensioni dei retlangoli si possono indicare con
p+x e p-x

e I'area S è data da
S=(p+x)(p r.)=p!-x,.

Fig.26

È allora evidente che S assume valore massimo se risulta
fig. 27, che presenta il grafico della funzione

s:p'-'',
visualizza questo risultato.

,r=0 e cioè.r=0. La

Fig.

Si trova dunque che il rettangolo di area massima è quello con le dimen-
sioni lunghe enlrambe p. cioè è il quadraao di perimetro 4p. In conclusione, si è
dimostrato jl seguente teorema:
fra tutti i rettangoli isoperim€trici, iI quadrato hs I'ar€a massima.
Questo teorema può anche essere espresso con il seguente €nunciato di tipo
algebricor
il prodotto di due numeri che h{nno som , costante ò massimo qusndo i due
numeri sono uguali.

Fru tuti i re angoli di ugmle arca detemirnre quello di perimetrc minimo.
Cominciamo anche in questo caso con qualche considerazione di lipo geometrico-
intuitivo: dei rettangoli equivalenti si possono costnrire con lo sresso numero di
quadratini ìiguali (fig. 28)i così si intuisce che il quadrato realizza il perimetro
minimo. perché in lal caso si ha il minor numero di quadralini che "cooperano
con i loro lati alla formazione del perimetro".

II
Fig- 2a

Il risultalo otlenuto per via geometrico-intuitiva può essere facilmente
confermato da varie dimostrazioni. Cominciamo col fissare l'attenzione su una
dimoslrazione di tipo algebrico. analoga a quella seguita per il problema 5.
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Si indica con s2 l'area fissa dei rettangoli; così le due dimensioni dei reftangoli si
possono indicare con

J,IEI
e il semiperimetro p è dato da (fig. 29)

P=s'r+ '

Si ha dunque
- -/ rl -/xr+ 1\,-"r-;l-"\ ,, /

Ora, per determinare il valore minimo cercato, conviene riscrivere l'espressione
di p in altra forma: si tiene presente che dsulta

(x t1z:rz*r-, e quindi x1+1:b+(x 1)1

/.2*+r* rr,\ /^ (,-1),\
' \ x | \ r/

In questo modo si €spdme p con una somma, che è minima quando risulta

ossia (.r-l) -0. da cui r-l

Allo stesso risultato si può anche arrivare valendosi della geometda analitical
indicando con r ed ) le dimensioni del rettangolo, si ha

r):s2 e x+y=p,
dove ,r indica una costante data e p indica il valore variabile del semiperimetro,
mentte deve esseÌe

.x>0 e .y>0.
In questo modo il problema viene visualizzato sul piano canesiano (fig. 30) da un
mmo di iperbole equilatera d'equazione -ry:.i e dal fascio di rette parallele alla
retta , d'equazione Ì:-r.
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Fig.29

Fig. 30
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In ambedue i casi si trova che il rettangolo di perjmetro minimo è quello

con le dimensioni lunghe entrambe s. cioè è il qùadralo d'area s:.
ln conclusion€, si è dimostrato il seguente teorema:
fia tutti i rettangoli equival€nti, il quadrato ha p€rimetro minimo.
Questo teorema è arche espresso con il seguente enunciato di tipo algebrico:
la somma di duc numeri che hanno prodotto cost{nae è minima quando i due
numeri sono uguali.
Confrontiamo ora i due tcoremi oltenuti:
l) il prodotto di due numcri che hanno somma costsnte è massimo quando i drc

nùm€ri sono uguali;
2) la somma di dùe numeri che hanno prodotto costsnt€ è minima, qùando i dùe

numcri sono uguali.
Si osserva subito che. a partirc dal 1" tco'ema, si olliene ìl 2" nel modo seguente:

si mantiene costanle la grandezza chc nel 1" leorema è massima (e cioè il
prodotto),

- si rende minima la grandczza che nel 1'teorema è costaflte (e €ioè la sonma).
Analogamente. a partire dal 2'teore»ra. si oxiene il 1'nel ,rodo segucnlc:
- si lrene fi\\a la \omma. che nel 2" icorema e minrma-

si rende massimo il prodotto che nel 2'teorema è costarìtc.
Si ha così un semplice esempio di una legge molto imponanle nelle questioni
riguardanti i massimi e minimi: la legge di dùalila. Quesla legge permerlc di
accoppiare due teoremi comc quelli ora anali?zati: si dice che il teorema (l) e il
teorema (2) sono fra loro duali.

Relativamente ai teoremi duali si stallilisce il segùente risultalo di not€-
vole int€resse teorico ed appli€ativo: se vale un teorema di massimo, allora vale
anche il tmre[ra di minimo duale.

2. Proble,nì che sì nsolvono applicando i due teoftnti fondamentali-
Vediamo ora una serie di problemi che si risolvono facilmente a parlire dai due
teoremi stabilili nel paragrafo precedentc.

Fra tuti i retatqoli inscriti ii u dato ria golo acun,ryolo, deÌerninare que i di

In fig. 31 sono rappresentùti alcuni rettangoli inscritti nel lriangolo,4BC, in modo
che una dimensione cada sul lato BC, mentre nella fig- 32 sono rappresentati i
due casi limite. che si ottcngono quando il rettangolo "si schiaccia' sul lato CB o
snll'altezza AH.ln entrambi i casi. I'area assùme valore zero e. dunquc. deve
esserci una situazione in cui I'area è massina.

P€r det€rminare questa area massima riteriamoci alla fig. 33, dove il
rettangolo inscritto DEFC ha le dimensioni GF e IiF Iunghe x cd ,, mentre a ed
ll indicano le lunghezze del lato CB e dèll'altezza AH.

eC=a

GF =x

Fig. 31 Fig. 32



A. Melodi per risolvere i problsmidi nassimo e minimo §enza vatelsi dete dèrivale

Si ha cosl che l area S del reltangolo è data da

inoltre, dalla similitudine dei triangoli .48C e ,4CF si ricava la relazione se-
gllente:

tlt) h:th-!\. dd cui .y-+\h-yt.'h
che conduce ad esprimere I'area ,t nella forma

J=:'lr-Yl'Y.
Così si trova che l'area S è massima, quando è massimo il prodotto

(h-v)v,
cioè il prodotto di due grandezze che hanno la somma costiìnte dara da

h--Y+)r=h.
In base al teorema (1) concludiamo allora che il
grandezze sono ugùali, cioè quando risulta (fig.

,hh-) =). os\ià y- ^ e quindi

In tale caso Ì'area .S \,ale

r =:;.
cioè la metà dell'area del triangolo dato.

È chiaro che analoghe considerazioni si possono ripetere disponendo i
rcttangoli con un lato àppoggialo ad uno qualunque degli altrj due lati del trian-
golo. Così si arriva aìla seguente conclusione:
fra tutti i rettengoli inscritti in un dato triangolo acutangolo hanno ar€a massima i
tre rett.ngoli che hanno com€ dim€nsioni metà di un lato del triangolo e metà della
corrispondentc altczza; questi tre rettangoli hanno I'area che è la metà dell'sr€a
del triangolo dato.
È facile ora verificare che vale anche il seguente risùltato, duale del precedente
(figg. 35 e 36):
fra tutai i hiangoli acutangoli circoscritti ad ùn dato rettangolo, quelli di area
minima hanno un lato e la cor spondente altezza doppi delle dimensioni del ret-
tàngolo.

t angolo acutanqolo
cncoscrito a un rétlanoolo

i anoo o acutanoolo
circoscrido a un'rehangolo -di aroa mTnima
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prodotto è massimo
34)

Fig. 34

Fig.35 Fig. 36
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Fru tuni i rctta goli insctitti i un cerchio determinre quello di alea massinla.

In fig. 37 sono rappresentati alcuni rettangoli inscritti in una circonfcrenza di
rag8io ri mentre nella fig. 38 sono rappresentati idue casi limite. in cui il rellan-
golo "si schiàccia' sul diamelro .4B c sul diametro Cr. In enlrambi i €asi I'area
vale zero e. dunque, deve esserci una situazionc in cuì l area è massima. Per
determinare questà area massima riferiamoci alla fig. 39, dove il rettangolo in-
scritto EFGH ha Ie dimensioni lunghe 't ed ).

Fig. 37 Fig 38

Si ha così che l'area S del rettangolo è data da

.s=.rli
inoltrc, applicando il teorema di Pitagora al triangolo EFG, si ha

x1 +y'1= (2.t)1 .

Si può allora ragionare così: .f ed): sono due numeri che hanno somma costante.
perciò, applicando il leorema (1) si può dire che il prodotto

a massimo quando risutta

Ora, dcordando che i due numeri r ed ) sono positivi, si ha subito che

.ry=.t è massimo. quando risulta r:1.
Si arriva dunque alla seguente conclusione:
lrs tutti i rettrngoli inscritti in una deta circonf€renza (cioè fra tutti i reatangoli
con la diagonale tissa) il quadralo hà l'area massima.

Quesro risultalo si può an€he esprimcre in forma algebrica nel modo seSuenle:

il prodotto di due numeri positivi che hanno costante ìa somms dei quadrati è
massimo quando i numeri sono uguÀli.

È facile ora verificare che valgono anche i seguenti risultati, duali dei precedenti:

- frà tutti i rcttangoli dl srea fissa, il quadrato hs ls diagomle minima (cioè hà il
cerchio clrcoscritao di raSgio minimo);

- 6e due numefi positivi hanno prodoito costsnte, la somma dci quadrali d€i
numeri è minima, quando i numeri sono ugusll.

Fig.39

r-o



A. Melodi per risolv€re i problemi d massimo è ninimo sènza valersi dele derivaie

Fru tutti i reiangoli insctiii in wt cerchio determinare quello di perimetro mas-

Possiamo di nuovo riferirci alle figg. 37-39 per dire che
nei due casi limite il perimetro vale 4/, dato che due lati del rettangolo vanno a
sovraPPorsi al diametro,

- il semipe metro del retangolo è

suìta sempre
x'1+Y2=i.

Ora, invece di cercare il massimo di p, si può cercare il massimo di
p':(x+v)';

così, tenendo presenle che sulta
(x + Y1z='z a rz *ut .

si è condotti a cercare il massimo di
P'1=l+z\Y '

Si capisce allora che pr è massimo se è massimo 2.r), e, in definitiva, se è massimo
il prodotto dei due numeri positivi r ed ) che banno somma dei quadrali costante.
In base al risultato stabilito alla fine del problema 8, si ha che tale massimo è
raggiunto, quando risulta i:).

Si alIiva dunque alla seguente conclusione:
fra tutti i rettangoli inscritti in una data circonferenza (cioè fra tutti i rettangoli
con la diagonale fissa) il quadrato ha il perimetro massimo.

Questo risultato si può anche esprimere nella seguenre forma algebrica:
la somma di dùe numeri positivi che hanno costante la somma dei quadrati è
massima quando i numeri sono uguali.
Sj può infine verificare che vaigono i rìsultatj duali dei precedenti e cioè:

- fra tutti i rcttàngoli di perimetro ffsso, il quadrato ha la diagonale minima (cioè
ha il cerchio circoscritto di raggio minimo);

- s€ due numeri positivi hanno somma costante, la somma dei quadrati dei numeri
è minima, quando i numeri sono uguali.
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B. Massimi e minimi per funzioni di due variabili
1. Punti di massimo o rnhino rclaliw per una cutva piana e per u a superficie

Nel Complemento B del cap. 1 sono date alcune idee sulle funzioni a due vaÉabi'
li; in paiicolare si è vislo che ìrna funzione a due variabili

z=fe, y)
si può rappresentare in ì.rn riferimento cartesiano tridimensionale, ottenendo una
superfìcie.

si Dos\ono allora e\lendere ad und.uoerlicie le consrdelaT;oni svoìte d
propo.iro dàlle curve piane..o.'r.i individuanò ru una superlicie der punti che
preientano delle caratteristiche notevoli. In Particolare si ha:

- un punto dr massimo relatiyo, cioè un punto che si tlova "piì) in alto dei punti
vicini" (fig. 40);

- un puntò di minimo rclativo, cioè un punto che si trova "più in basso deì punti
vicini" (fig. 41).

Ma 'i pìrò anche lrovare ur punlo di sella. 'n cui Ia.upertrcie ha il caraLten'lico
andamento illustrato in fig. ,{2.


