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La fig. 1 visualizza il fisuhato ottenuto. Procedendo analogamente negli altri due casi, si ottenSono
le equazioni Y=x+2 e t=-2x).

Fig. l

3.

4-

a=0
y=,:, y=xa, a=o

y:-Zx', y:t3+x',
1 1.,y=-;r. t=- r-r.

t1)=i:, ,:;l-.

,= 1. v=1. o=-r

b=01
[r=1, ]=0, ]=ol

fr:-.,*:, r=-,*f , r=-,*l]

l: -,*2, r-t*t.r=-+,.+]
Iy=2:t+3, Y= -3x-4, Y=4x+51

1

1

5.

6.

1. Equazione della tangente ad una curva

1.

r-0
,4-"

Gli esercizi dall'l al 19 conducono ad impadronisi dell'equazione della retta t, irngente ad una
cutva d'equazione y=l(x) in un suo punto A di as.issa a; ricotdfumo che tale equazione e smpre

Determinar€ la tatrgente ella cùrvs di cui è data l'equazione negll eserdzi dall'l al 12. L'a5ci§Ba a
del pùrto è iDdicsta accanto ad ogni funzione. Visualizzare i risulteti ottenuti sul piano ca esiano.

]=sen r, !=sen x+2, )=-2 sen Ì, a=0
(Per isolvere, per esempio, il 1" esercizio, basta wletsi della fomula (1), in cui so o dati
f(r)=se x e a=0. Perciò si calcola

f'(x)=cos x, f'(0)=cos 0=1, f(o):sen 0:0;
sostituendo nella (1), si ottie e
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1. Ìr+1 r!- 1 7+x1r;, )=-F, )=li, a=-7

5. Es6rcizi

y= -31 -3, y = 5x +1, !=tt +31

9.

10. ):sen x+sen: Ì, y=cost.r cos.r, )=senr r+cosr r, a=0
ll. y=e", a=0; Ì=ln.r. a=l
12. .y=\al, y=ù* a:l

y:j sen (2r)+cos (2r), a=o

D:r+1, y=3r' r=r+ll
/_\

):sen (.r+ij+cos {x- 61. a=0

I - ,/; I

lr=V:xr t. r=- f,,-i. )=,*Vrl
D=r, )=0, )=U
[r:r+ 1. Y=r-11

l1l12)
Ly=rx+r. y=tx+ 

31

ly:r e y:-lr v=2. v=-tllt' 2t ' 
I

[r=z " ,=-2, ,=-l]t cl

[y=-x+t e ]=-_Ì 3, y: r e ]:-]-51

)=sen n+cos j, ,=sen (à)+sen.r.

-i,-\r/--\)=.i sen ir+6J. )'= , cos ir-5J.

Negli es€rcizt dal l3 sl 19 sono date l€ equazioni di due curve; d€terminare per ogni cùne Ie
tangenti che hsnno la pendenza m indicata,

13. ,=r-s.r. ):ir'-2, m=7

(Pet isolverc, per esempio il l" esercizio, basta valetsi della formula (l), in cui sono dati
f(x)=i-5x e f'(a)=l; perciò occorre calcolare a e f(a). Pet determiharc a, si calcola la derivata

f'(x)=2r-s
e si cerca il valorc lli x pet cui risuka

2x-5=1:
si à cosi condoti a isolwre ut'equazione nell incognira t, ottenendo

x=3.
Dutrque la tangente alta cuna ha pendenza m:l nel punto A che ha le coo inale sequenti

a:3, f(a)=3t-5 3=-6, cioè A(3, -6)
Sotiuendo nella tl), 5i o ie ? inline

r+64=1. ossio v=x-9x-3
Procedeùdo ahalogatnente nell'«hro caso, si ottengono due tangenti che hanno le equazioni

84r=r-J e y=.t- j).

16.

l7-
(Nel ?eriodo 10,2;l si o engoùo le tangetù che hanno le segue,ti equazioni:

J'=-x+;r t=-'. \tj-; " r-,-{i-f;-t
]:tg.r. )=arctg x. 1t1=7

tPet la prin.t fu ,ioìrc si ottietp n.t p?tiodo l;.;)t" *"e.* y-,; per la 
'ercnda lunzio'É si

ofiiene ls tatqente t=x).
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19. Spiegare. con opportuni esempi, petché sono sbagliate le seguenti affermazioni che riguardano la

relta tangente ad una curva:
- «la tangente incontm la curva in un solo punto»;
- «la tangente non può attmversare la curva nel suo puflto di contatto».

Equazione della normale ad una curva

Per scrirere I'equazione de a normale n ad una cuna d'equazione y:f(x) nel suo punto A d'ascis-
sa a, occo e pima di tuto ricoùarc che la reta n è la peryendicolare alla tangente t i'1 A (fis. 2).

Fig. 2

Così è chiarc che la rcna n pissa per A, cioè fa parte del Iascio di rcte per A, desctiio dall'equa-

y_f(a) _m.

Per deteminarc la pendznza m, basta yalersi della condizìone di peryendicolaità di due rctte: due
rctÌe sono peryendicolari se il prodotto de e loro pendenze vale -1. La rcua n rleve alloru awrc
una pendznza m, ralz che isubi

n f'la):-I, ossiù *: :l\i
L'equazione della nomule n è dunque

v-f(a) _ -1x-a f'(a)
La notmale ad u a cw'ra si trova spesso associata alla tangente i

I) Studiando ìl movimento di un corpo che percote u a dsta traietoria, si esamina I'acceleruzio-
ne, scomponendola in due vettori (fiq. 3):

I'accelerazione tangenziale, che ha la direzione della tangente alla tsiettoria e modifica ls
grunde. za della v elocitul,

- t'accelerazione rudidte, che ha ta dnezìone della normate alla trdietoria e modifica la direzio-
ne de a velocità.

) U canpo consetvarivo (gravitazionale o elexrko) può essere àeyritto:
nediante linee di forza e i't toL caso la tang€nte alh litrcd di forza indica, i ogtli punto, la
diezione del vettore campo;
mediante le supedici equipotenziali, che sono perpetuiicolari in ogni punto al vettore ca po-
Così, nei canpi pia i le supetfici equipotenziali diventano linee equipotenziali e la ol ale
alla linea equipotenziale indica, in og i punto, la dirczione del canpo (fi9. 1).

(2)

varie questioni di fisica. Ecco
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d: accelsrazion€ langeruialo
à:: ecceteE2ion6 osrìùip6la

Fig. 4. Rappresentazione delle linee equipol€oziali (in
colore) nel caso di un campo gon€rato da du€ ca che
uguali in valore assoluto e di segno opposto. ln grigio le

Scrivere le equarloni delle teng€nti , e délle normali ,r alle curve di cui ò drta I'equaziom negli
esercld d.l 20 .l 25 ncl punto d'ascisla a indlcata. Visurlizzare i risultati ottenuti sul piano
crrte§l&ro.

t=t, r=1, y:x', a=1
(Pe/ lisolverc, per esempio ìl 1'esercizio, basta valersi delle fomule (1) e (2), in cui sono dati
l(x)=l e a=1. Perciò si calcola

f(x)=2x, f'(1)=2 1=2, f(1)-1,=1;
- sosin endo nella (2), si o,tiene I equazione dello nomale fi, data da

y-l t ---.- .. 1-..1,_1=-7' o§sra r--1,x+'
- sostituendo nella (1), si ottiene I'equazìone della tangente t, data da

!----==2, ossia r=2.x_1t-l
La li& 5 yisualizza i tisuln ottenuti.
Procedendo analogamente heeli ahri due casi, si otkngono k seguenti equazioni:

14nty=-1x+j e tit=3x-2. .',r-f,r+J

FE. 3

4.
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1"":-l'*'' "':u-tf
b,r=à,*i, t:t:-.,.-rzf

V,r:-+,-i e t:y=»t-4, ,''y=-x+z e t':y=l
ln:y=r12 " tiy=-x, nt:y:x-7 e t':y:-r-31

a:o
ln:y= ,-, e t.!=x 1, n'iy=-x e {iy=xl

y=;Ì' ;x'+2. a=2

"=-?,,r1. ! "=-,,
y=!. v:-:. a:l')('2-x

2x+1 1-rY= , . Y= a. a=-l
Ì:sen ,-cos -x, y=sen2 Ì+sen , cos r,

23.

A.

26.

Curve tangenti

Date due curve d'equazione y:f(x) e y=gk), si dice che le atne sono ta Ioru tongenti in un puntoA di ascissa a, se si verificano le segue ti condizioni:
- le curve si incontra o n?l punto A. cioè risulta fid-elq,- le cune toccano in A la stessa rena nngent?- cioè rAutta f'la)=g'(a).
sono date Ie due curve d'equazione

):.r' r e y=l-|-
Determinare i punti di intersezione fra le due curve e scrivere le equazioni detle tangenti a
ciascuna curva nei punti di intersezione.
In quale punto le due curve sono tangenri?
Visualizzare r flsultali ofienuli con un gralico carresiano.
(Per determiflarc i punri di incontro fra le due curve si isolye il sistema fomato dalle equazioni

f(x)=f -x e s@=x]-l;
si onengono i punti A(1,0) e B(-1,0).
Le tanS?nti ticheste song: l:a1-2.: nel punto A; J=bt+2 e y:-2x-2, nel punto B. Perciò le
cune rlsuttano lanSenh tn A, Jtg. Ò).

Fig. 6
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27. Ripetere l'esercizio 26. a partire dalle seguenti coppie di curve

)=.Yr+l e ]=.rr-x+2.
(Punti di i te6ezione A( 1, 2) e B(1,2), tangenza i,, B).

28- Verificare che sono tangenti in un punto Ie due curve seguenti

l(tl=x' e g(r)=2ln r+1.
S:rivere l'equazione dclla tangente comune e visualizzare i risultati ottenuti con un grafico carte,

(Tenere presente che risuha f'(t)=2t,8'@:Z
in A(1, 1) con tangente t d'equazione t:2t-1),
Verificare che le due curve seguenti non
sono tangenti, ma hanno tangenti parall€le,
di cui si chiedono le €quazioni ed i punti di

fln:+,'. sr,l=].
(Si ha: f'(r)=s'(x) per l=-1,
na f( L=l e e(-t)=-t. fie. t).

Fig. 7

30. Ripetere Iesercizio 29. a partire dalle seguenti coppie di curve

/(t)=*. s(r)=.r: -2rr 7

(Le tangenti hantrc equfiione y:-2x 1 e y=-2ra71.

e qui di f'(x)=g'(x).-. Le curw soko rangenti

».

lnclinazione della tangente

Ricordianb che, per una rct( d'equazione
y:mx+q,

si ha (fis. 8):
m=tg a;

dove m è la pendenza e a è I'( golo che la reta loma
con la direzio e positiva dell'asse delle t.
Ora, quando è l«ta una curvs d equazione y:l(x), la
rettu., tatgente alla ctura el suo pr to A d'ascbsa a.
ha la pende za data da

n:f'(a)'
Perciò à |acile .leterìnìtmre I'inclinazione dela nna
tdtgente: b«sta calcolare I'angolo a che la rctr1 t for a
co la diezio . positiva de asse de e x, risolve .lo

ts a=|(a). Fiq. 8
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Determinare l)inclinazione delle rette tang€nti alle curye di cui è dala l,equazione negli esercizi dal
3l al 36 nei punti di ascissa a indicata. Visualizzare i risultati oitenuti sul piano cartesiano.

32.

33.

34.

35.

36.

31. .l=.f, y:x3, )=r', a=l 14.,=$4. 4=7 r". a3=76"1

111y=;. y:i. y=i. a=t [dr=116o,,:=108Ò, z]=104'l

)=.rr+r, J=x3+x'z, .y=r{+Ì', )=r1+Ìr, a:-l IcF76o, a,=45a, a.-99', a!:135'l

t=, : ' , + )=, -i. ,=, -*. a-t lz-0'. z,=63'. ,=0'. :--7o'l
y=e", )=sen.t, l=?'+ser-r, y:s'senÌ, a=0 [zr=as", b=45'i a1-63o,4:45a]

]:ln.r. y= V-r- -r=f tr,, y- 
-)!J, 

a:r lcF45", ,tz-26'.,r-45', ai=45'l
V,r

37. Sono daÌe due funzioni y:/(.r) e y=6(-r), arnbedue derivabili per r=a, e si indicano con , e p le
inclinazioni delle dspettive tangenli nei punti d'ascissa a. Descivere i seguenli procedimenti:

il procedimento per calcolare l'inclinazione I della retta tangente alla curva d'equazione
y=/(.r)+B(-r) nel punto d'ascissa a; risnlta f-z+p1il procedimento per caÌcoÌare l'inclinazione a dela retta tangerte alla culva d'equazione
y=f(x)-g(x) nel punto d'ascissa li; risulta ,'=r-p?

(Tenerc prcsente che risuba
ts c:l'k), tc P=c'@, ts y:|(a)+s'(a), ts ò:l'(a)-s'(a) ...).

Per le curve di cui è data I'equazione negli esercizi dal 38 al 43, d€t€rminar€ i punti in cui la retta
tangente ha l'inclinazione d indicata.

38. f(x)-x'+x, s(Ì):zr .r. a:45"
(Pet deterfiiùarc le ascisse dei punti tkhiesti si tisolve I'equazione

f'(x)=ts a'
Pet swlgere, per esempio il primo esercizio, si procede dunque cosi:

- si calcoh h deitaÌa l'(r)=2r+2;- si calcola il wbre di tg c, che è dato da tg 15":1;
si tisolve I'equazione 2x+2:1.

I questo caso si ha un'equazione (li l" grudo che ha la soturione x= !- Si ortiene dunque un soto

p,,,o ef-4. -1) p-."a*a. 
",a.san?np trct \e, ottdo , a'o. ,i .** ir p,*. e f 

t,. o )t.' | 2 4/ ' I /
39. /k)=.f -r3, 8(n=-r*tr,,, ,=t3s.

(Si otengono. per lo prina cuna A(1.0),ti.*)
/(r=+, s(r)=2+*, e:t35'
(Si ottengono, per ls prima cwva A(1, 1) e B(-1, 1); per la seconda curvs A'(0, 1) e B'(2, 3)).

.,- ì/- ..-L

/, \/1 I
tsi o ie c p?r ta ptima.u^a Afa. \" f: nesun ru o 'u a \?conda curva).

y:t/t-zr. v:2 <en':.r. z =12o'

tsi otiene per la ptma ".* ali,! ), 0", n seconda curva si otte gono, el pelioclo [0, 2t]
- - -/5t 1) ^/2t 3 ). '' '
t pt tli 6li,

" ,t+,+), per ta secontta **' A,t,r)"

40.

41.

42.
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Angolo tra due curve

Dak iluc cune d'cquazionc y=l(x) c y=g(x), che § inconùa$o ìn un punto A di a!/cirsa a, I'ansolo
lra le due curve à i'angolo .y, jra le due rene r e t', langenti olle cune ncl punto A Uit. 9).
È lacile detcrminare l àngolo y. quando si conosce l inclinazione a e B dellc due rc e t e t' , dato ch.
tbtlta (fit. 10)

f=p-d.
Così il ptoblema è isolto, quando ennombe le funzioni sono daivabili itt A, dab che si ha

ts a=f'(a) e ,8 B=*'b).

FE. 9 É9. 10

,15.

43.

4.

«.
o.

v=''/ii

I»terDinrre i puntl di itrtersetloDe d€llc coppie di curve, di cui è drtc l'equ.zlone negll erercizi dsl
43 sl47; detemiùùe l'.mple?r. de0'aryolo 7 fonnrao fra le dua curve in t ll Putrtl dl btersczioD!.

e y=zx"+Jr-zr-J
1y-,

y=i e y=\6
(Le tlue cune si incontrano in due punti A(1, 1) e O(0,0), In A si calcola T=37'; ma in O si
incanua una difticoka, dao che la ieconda funzione non è deivabile; tuttavia si Può risolvere il
probkntt per àlta via, per èsernpio ,erlendo Prcsente il Srafico delle duz cune...).

[r=71" in o(0, 0); r'=3f in.a(3,3)]

lr=3E in.a(1, 0)l

lr=72'in A(1, l)l

ly-108" in.a(0, 1)I

Problemi vari

,lt. Dara la fumione y=4, deterrninare

- la tansenle I e la normale n alla curva nel punto d'ascissa x=2i
- le rett! 4 e 4 tangenti alla cuwa e che hanno un'inclinazione di 45'
Visualizzare sul piano cartesiano i risultati ottenuti.

g:y=f,x+1, nty--4x+19 ttiy=x, t2i!-r+4)-
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49. Data la curva d'equazione

451

y=x3+3x-4,
determinare l'ampiezza l dell'angolo fra le tangenti alla cu a nei pùnti di intersezione con gli assi
cartesiani.
Dimostrare che tutte ìe rette tangenti alla curva formano un angolo acuto con la direzione positi-
va dell'asse delle r
(f=Y; il segno di y' è posirivo pet qualunque x e pe/ciò...).

50. Condurre dal punto P(0,3) le tangenti alla curva d'eqùazione
._ It'

(Tenete prcsente che il punto P non appafiiene alla curva assegnata; perciò non è doto il punb A di
tangenza. Si può allora procederc così:

- si indica con a l'ascissa del pùnto A, e si calcolano f(a) e f'(a), date da

f(a)-+, f (a)=ia.a'
si sùive l'equazione ài una delle tangenti richieste, dara da

IY--

- si ticorda che la tangente passa per P(0,3), solo se le coo inate di P soddisfano I'equazione
della rctta; sostituendo le coo inate di P al posto di x e y nell'equazione, si ha:

- I -) ^ ^ 1J---j=- tu-a), oss@ J=--
I'equazione è soddisfaxa dale cooùinate di P solo se risulta

d=1, da cui a:!1
- si co clùde che le tangenti tichieste sono

tty=-2x+3, tangente in A(1, 1) e t'ty=2x+3, tangenk ii A'(-1,l)).
51. Condure dal punto P(1, 1) le tangenti alla curva d'equazione

Y=2.x3 +5x-4
(Ripetendo il procedimento seguito nell'esercizio prccedenre si oniene

17 \,y=5(_1 e y=;r_r t.

52. Condurre dal punro P(1, 1) le tangenti alla cufla d'equazione
y=e'+l

(Ripetendo il prccedimento seguito nell'esercizio precedente si ottiene lo tangente y=e'zx+l-ez).

5J. Data la funzione y=:---r. risolvere i seguenti quesiti.

1) Determinare t'equazione della tangente , e della normale , alla curva nel punto d'ascissa r:2;
calcolare ìe coordinate del punto N, ulteriore inters€zione della retta n con la curva.

2) Determinare le equazioni delle rette ,' e ,", che sono tangenti alla curva ed haflno un'iflclina-
zione di 135', calcolando i punti di contatto.

3) Determinare le equazioni delle rette 4 e 4 tangenti alla curva condotte daì punto,4(4,0);
sc vere l'eqùazione della relta r che unisce i punti di contatto e calcolare I'ampiezza degli
angoli del triangolo determinato dalle rette lr, l, ed /.

4) Tracciare il grafico della funzione, valendosi della composizione grafica di funzioni note;
disegnare tutte le rette determinate pdma.

1lrt:u-)x+2. n:y --X-7. i ty--x+4. i':y=-x-1. tt=t', t,ty-;x-2, rtt=2r-l).

ossia y-*=; tx-a)
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54. Dato il fascio di curve d'equazione

Y=kf-r'
risolvere i seguenti quesili:
- indicare le condizioni affinché le cu e intersechino l'asse delle.r in punti distinti da o;
- v€ri{icare che, in tal caso. le tangenti nei punti di intersezione con l'asse delle x hanno tutte la

stessa inclinazione I di cui si chiede il valore;
- verificare che tutte le curve del fascio hanno un solo punto in comune nel quale sono langenti.
(Deve essere k>0. tisuha f=63o,...).

55. Determinare i parametri, e k, in modo che la curva d equazione

.,_ h,+ k

passi per il punto,4(1,3) e sia ivi tangente alla retta I d'equazione

t= 4x+1'
Visualizzare sul piano canesiano i risultati ottenuti.
(Tenere prese te che

- la cuna passa per A(1, 3), se suha y(l)=3, cioè h+k=3;
- la tafigehte i A ha pendenza m=-4, se isultu t'(1)=-4, cioè -h-2k=-4.
Per determinarc il valore di h e k occone allora risolvere il seg ente sittema di due eqrczioni

I h+k=3
\ -h-2k=-a'

§ otiene h=2, k=l ...).
56. Determinare i parametri l? e È, in modo che la curva d'equazione

' hr+k
passi per il punto.4(2, -1) e abbia ivi come normale la retta,? d'equazione

y=;r_2
(Seguendo u) ptocedinento analogo a quello indicato nell'esercizio prccedente, si otiene h=4 e
k= -t2).

s7. Determinare il valore del parametro ,|. in modo che la curva d'equazione

)=tu3-r+4
abbia nel ounto d arci..a x- I Ia tangenle orirlontale
visualizzaie sul prano carlesiano i ri;ullali oltenuti.

lsi oùene k=i).

58. Determinare le costanti a, A, c, in modo che le curve d'equazione

f(t\=x1+ax+b e 8(r):rr+c
siano langenti nel punlo A(1,2).
Determin;re I equàzione della tangente comune e visualizzare sul piaoo cartesiano i risultati
ottenÙti,
(Per (leteminarc le tre costanai a, b, c occorrono re condizioni, che ifi queslo caso soto le seguenli:

- y=fq) passa pet A, solo se risulta f(1)=2,
- y=g(x) patsa pet A, solo se risulta g(1)-2,
- le due cume sono tangenti in A se is ha f'(1)=8'(1).
Rkolwndo il sistefia lotmato da queste tre condizioni' si ottiene

a:c=1, b=0.
La tan*ente comune ha equazione y=31-l)



59. Determinare i coefficient\ a, b, c, d, in modo che la curva d'equazione
y: ax3 + br'z + cx+ d

sia tangente alla rctta r d'equazione )=3x-1 in,4(1, 2), e alla retta ,' d'equazione )=10x-12 in
A'(2,8\.
Visualizzare i risultati ottenuli sul piano cartesiano.
(Si ottiene a:1, b: -1, c=2, d:0).

60. Riferirsi alla lig. ll. dove sono rappresentdri:
- una curva d'equazione ),=f(r), di cui si considera il punto ,4[a, /(a)],la retta r, che è tangente alla curva in /4 ed incontra l'asse delle Ì in I,- la rctta r?, che è normale alla curva in.4 ed incontra I'asse delle i in N.

la retta p, che passa per,4, è parallela all'asse delle ) ed incontta l'asse delle .r in I1.
Verificare che risulta:

_ I alrH=l= . HN- f(at J tatJ tut)
| à-\ l7À=f,::: \n-U tatt,l. rv,q-- n,, Vr rll r,,rL lll t,t I

Spesso il segmento TH plende il no e di sottota gente, mentre ìl segmento HN prende il nome di
sottononule ) .

AH-= t(a) , tg c:t'\a)

aùTH=!- HN=AH IO dl0t

Fig 11

61.

2. ll differenziale

Data Ia funzione l(Ì):x2, fissare l'attenzione sul
quesitì:

calcolare l'inoemento ffed il differenziale df
co[ispondenti ad un dato incremento ft;

- visnalizzarc .4f e df sul piano sartesiano;
valersi dell approssimarione lf=d/ per ricd-
vare un valore approssimato dell'espressìone
f(l + h): (l + h)' ; interpretare geometricamen-
te l'approssimazione ottenùta.

(Si ottiene 
^f=2h+É, 

df-2h, (1+h)'}=1+2h'
pet l' interyrctazione geomerrica dell' apprcssima-
zione, bssarci su a fig. l2).

punto P d'ascissa a:l e risolvere i seguenti

,]

Fig. 12
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62. Data la furzione /(.r):f, fissare l'atterzione sul

punto P d'ascissa 4=1 e risolver€ i seguenli que-
§iti:
- calcolare I'incremento l, ed il differenziale .{

corrispondenti ad ùn dato incremento i;
visualizzare J/ e d/\ul piano canesianoi- valersi dell'approssimazione $=d/ per ricava'le un valore approssimato dell'espressione
f(1-d1=11a1r1 inrerprerare geomerricamentc
I'approssimazione ottenuta.

(Si ottiene:
Al= ih + 3h' + h, df- 3h, ( I + hl= 1 + 3h;
per I'i reryrctazione geomelÌica dell'approssima-
ziotrc, basatsi sulla lig. l3).

5. €seGizi

63.

Fig. 13

Generalizzare i risultati ottenuti nei due esercizi precedeoli:
conside{are una funzione del lipo f(x):,r', fissare sempre l'attenzione sul punto P d'ascissa a=1 e
risolv€re i seguenti quesiti.
- lndicare I'incremento ife calcolare il differenziale d/ corrispondenli ad un daro incremenlo [;
-.. valersi dell'approssimazio\e 1f=dÌ per ricavare uo valore approssimato dell'espressionc

f(t+h)=(1+h\^.
(Si otiene Jf=(1+h)'-1, df=nh, (l+hf=]+nh).
Dala la funzione /(x)=1, fissare l attenzione sut punto P d'ascissa a=l e risolvere i seguenti
quesiti:

- calcolare I'incremento :ye calcolare iÌ differenzialc drcoEispondenti ad un dato incremento ,r;
- visualizzare 4/ e d, sul piano cartesiano;
-- valersi dell'approssimazione !=df per ricavare un valore app.ossimato dell'espressione

" l+h
(si otiene Jf=7--t, dt=-h, i;i-l-h).
Data Ia funzione /(r)=+, fissare l'attenzione sul punto P d'ascissa a=1 e risolvere i seguenti
quesiti:

- calcolare I'incremento ffe calcolare il differenziale a/ corrisponde ti ad un dato indemento lr;
- visualizzare l/ e d, sùl piano cartesiano;
- valersi dell'approssimazione $=dl per ricavare un valore approssirnato dell'espressìone

Al+/'l=l-.(1+àr
rsi otiene Jf=- L--t. df= 2h. --L-=t 2ht-' (t-h) (t th),
Generalizzare i risultati ottenuti nei due esercizi precedenti:
considerare una funzionc del tipo 

^r)= 
"-4. 

fissare s€mpre I'attenzione sul punto P d ascisss d=l e
nsolvere r seguenh quesltr:

- indicare l'incremento Jr€ calcolare il differenziale d/ corrispondenli ad un dato incremento à;
-. valersi dell'approssimazione 

^f=df 
per ricavare un valore approssimato dell'espressione

111..1,1:-L..' (1+Àr
6i ol@he )f= J--1 11=-n1. -L=1- n1.,1.(t -hr (tlhr

64-

65.

66.



2. ll difl6r6nz a e 455
61, Data la funzione f(r)=sen r, fissare l'attenzione sul punto P d'ascissa li=o e risolvere i seguenri

quesiti:

- calcolare l'incremento l/ ed il differenziale d/ corrispondente ad un incremento z dato
all'ascissal

- visulli,/7are { e d/ sul piano cafle.iano:
valersi dell'approssimaziole 1f=df per ricavare un valore approssimato dell'espressione
f(0+a)=sen a interpretare geometdcamente l'approssimazione ottenuta.

(Si ottiéne À[:sen a, df=d, sen a=a; basarsi sulla lig. 14 per interyrctare Beometicame te I'np-
ptossitnozio e).

68. Data la fuozione /(i):cos x, fissare l'attenzione sul punto P d'ascissa a=0 e risolvere i seguenti
quesìtil

- calcolare l'in€remento $ ed il differenziale d/ corrispondente ad un incremento z dato
all'ascissa:

- ri,ualiu zare { e d/ .ul piano ca esianor
valersi delì approssimazione )f=df per ricavare un valore approssimato dell'espressione
/f0-r)=co( r: inlerprelare geomerricdmenre l dpprossimazione o enula.

(Si ottiene lf:cos a-1, df=0, cos 2=1; basnrsi sulla lig- 15 per interpretare geometricamente
I'approssimazione) .

69. Data la funzione /(r)=tg Ì, fissare l'attenzione sul punto P d ascissa a=0 e risolvere i seguenti
quesiti:
- calcolare ì'incremento $ ed il differenziale d/ corrispondente ad un incremento z dato

all'ascissa;
- visualizzare.{ e d/ sul piano cartesiano;
-- valersi dell'approssimazione )f=dÌ per ricavare

f(0+4)=rs a.
(Si otiene Àf=tg q, df=a, tB c=a; basarci su a fis.

Fig--14 Fig. 15 Fig. 16

un valore approssimato dell'espressione

16 per interprcturc geometticamente l'ap-

70- Data la funzione /(.r)=e', fissare l'attenzione sui punto P d'ascissa a=0 e
quesiti:
- calcolare l'incremento # ed il differenziale df corispondente ad un

visualizzare :y e d/ sul piano cartesiano;
valersi dell'approssjmazione )f=df per ricavare un valore approssimato dell'espressione
flj+h)=eh.

(Si oxiene lf:eh-|, df=h, et=l+h).
Data la funzione /(r)=ln r, fissare l attenzione sul punto P d ascissa a=1 e risolvere i seguenti
quesiti:

calcolare l'incremento { ed jl differenziale d/ corrispondente ad un incremento i dato
all'ascissa:

- visualizzare { e d/ sul piano cartesiano;
- valersi dcll'approssimazr,one 7f=dl per ricavare un valore approssimato dell'espressione

/(r+11=ln 11-t7,;,
§i oxiene $-ln 11+h), df=h, lt1 (l+h)=h)

risolvere ì seguenti

incremento l? dato

7t.
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72. Data la funzione /(j)=V-x, Iissare l'attenzione sul punto P d'ascissa a=1 e risolvere i seguenti
quesiti:

- calcolare l'incremento d/ ed il differenziale df comspondente ad un incremento l, dato
all'ascissa;
visualizzare l/e dI§ùl piano cartesianoi

- aatt:!!rossi.azion. l/-4. ricavare un valore appro\\imato dì

f(1+h\=\fr+h
I

tsio iene )f-Vt+h-t. df-i h. t/t-h=l+, h).

73. RiDetere I'esercizio 72. fissando l attenzio[e su un punto P d'ascissa 4 genefica' in modo da
ricàvare il valore approssimato di

fla+h)=t/i+h
Valersi alel risultato ottenuto! per calcolare un valore applossimato delle seguenti mdici quadrate:

tl'-toz:t7too+z,l-qo=r,-soo+3,v't601=vt6oo+1
Confrontare i risultati ottenuti con quelli dati dal calcolatore'

rsi ouiene \la+h=.y'a+- !: h)' ) \lt
74. Data la funzione flr):G fissare l'attenzione sul Punto P d'a§cissa a:1 e risolvere i seguenti

quesitit:
- calcolarc f incremento ry ed il differenziale d/ corrispondente ad un incremento ft dato

all'ascissa:
- visualizTare l/ e d/:ul piano canesiano:
- dallapprossimàzione )f=dÌ, ricavate un valore approssmato or

f(1'+D:l'E+h
tsi otiene Al=\/t,h-t, dl=i h. VI+h=ttj.h)
Ripetere l esercizro 74, fissando l'attenzione su un punto P d'ascissa d genedca' in modo da

ricavare un valore approssimato cll

f(a+D=l/a+h
ValeIsi del risultato ottenuto, per caÌcolare il valore apProssimato delle seguenti radici cubiche:

X-ze=t/nn. i/rou=ì/rooo+3, Vo+mo=ùo+ooo+o
Confrontare i risultati ottenuti con quelli forniti dal calcolatore'

tSt ottiene Vo+h-la+--+- h).
3.Vd

75.



Problemi vari

16. Una ditta che deve produre pannelli quadrati con la superficie di 1 m':, organizza il controllo di
qualità della produzione misurando i lati dei pannelli prodotti. Sapendo che I'errore ammissibile
sulla superficie è di 0,01 mr, determinare l'errore À ammissibile sulla lunghezza del ìato.
(Basa$i sui risuhati dell'esercizio 6l, tenendo presente che

- la superficie y è legata alla lunghezza x del lato dalla legge y=f,
- I'errore sulla superficie è,1y, che può esserc approssimab con dy,

la fig. 12 interpreta geornetlicame te la difkrcnza -ly-ày).

77. Mostrare che un errore relativo à commesso misurando la lunghezza del raggio di un cerchio
comporta un errore relativo che vale circa 2À nella misura dell'area del cerchio.
(Basarsi sui tiuhati de 'esercizio 61, tenendo prcsente che la superficie y è legata a a lunghezza x
del ruggio da a legge ),:nf).

78. Mostrare che un dato errore relativo commesso misurando la lunghezza del raggio di una slera
comporta approssimativamente
- un errore relativo doppio nella misura della superficie della sfera,
- un elrore relativo triplo nella misura del volume della sfera.
(Basarsi sui risuhali degli esercizi 61 e 62, tenendo presente che

- la supeticie y è legata alla luùghezzd t del raqgio dalla legge y=4tÌ,
- it volumc v è le1ato atta tunghe.2a t dct tassn datta ksye y=l.\ ,.

19. Il raggio della Terra misura cìrca 6400 km, l'altezza dell'atmosfera è di circa 50 km; valutare
apprò;simativamente il volume occupato dall'atmosfera (in kmr).

80. Esaminare la legge di Ohm
,V' R'

considerando la tensione y costante: mostrare che le piccole va azioni dell'intensità di corrente 1,
corispondenti a piccole variazioni della resistenza À, si possono calcolare approssimativamente
con la formula

li _R: lR
(Te ele prcsente lo svolgime to clell'esercizio 64; se la /esistenza wria di una quantità /lR=h, k
.oftpnt" hd u,1a wriazione 

^1. 
data da

,, ,, /t t )-' ' lR+h R/
mentre risulùl

/1àl=V l: hllR' /
Approssimando Al con dI e applicando ls legge di Ohm, ...)

81. E.amrndre Ia legge

,,,_v,

che lega la polenza W dissipata da un conduttore alla resistenza R e alla tensione y; considerare
V costànte è mostrare che lè piccole variazioni della Potenza I7, corrispondenti a piccole variazio-
ni di À, si possono calcolare approssimativamente basandosi sulla formula seguente

lrv-Ji lR
(Tenerc prcsente to svolSimento dell'ese/cìzio precede le).



458 5. Essrcizi

La notazione di Leibniz

Si può considerare il dilferenziale di una lu zioie ok solo iferehdosi ad ufi'«scisso fissstu a, ma
anche riferendosi ad una gerrerica ascissa x, sceha ùel ca po di esistenza della funzione, In tal caso
il differenziale diventa una funzione di due vanabili (x ed h) e vie e i icato con df\t).

(1)
Se, in pa icolarc, si calcola il dilferenziale della funzione y=x, si onieùe

dt=lh. osria h=dx:
si è dunque condotti a sostituirc dx al posto di h trc u (1), scrivendo il diflèruEiale di una futlzioney=l(x) nella forma seguente:

df(n:f @dr.
Da quest'ultimo uguaglidnza si può icawre

,. df(^)lE= dx
. df(t)si tirota cost il \|nbolo t sLelto dd Leibni2t pet t di'arc la de t ttt.

Valendosi di questa norazione, la defivuta viene delinito nel modo seguente
dt(.r) .. Jf
.1Ì r-o l-r

Proprio su questo si tbolo Leib,tiz ha basato u,t suo tentutivo di "spiegare" la de.i'ata: df(\) e dx
veni,ano considerate co e due "quan,ità infititesime" e la derivuta eru il rapporro fra queste due
quantità inli itesine.
Leibniz peksava dukque Bli infiniresi,,ti come uoti ,Mmei, che fosserc più piccoli di qùalunque
numero reale positivo, senza peù assumerc il valorc 0. Questo concetto di i finitesino era estrema-
mente sfuggente, perciò I'analisi rcstt una scienza oscura e tnktctiosa fr,o al XIX secolo, quando il
co cetto di limite sostituisce gli infiniresimì; si arriva così alla defitizione più ftce E: la der ata è il
limite del rupporto increme tale.
Cahbia dunqùe il putto di vista, na il sinùolo di Leibniz rimane a sintetizzarc I'ehborato prcce$-
so di deivazione, che consiste nel costruire il rappotto incrementale e, quindi, nel caholarne il
Tutavia molti trcva o ancota utile co siderare i dWru zìali cone i,iitlitesimi, per espinete più
rapidamente calcoli e isukan.

Gli esercizi seguenti conducono a svoìgere qùalche cslcolo in cui si possono considerare i differen-
ziali dal punto di vista di Leibniz.

Verificare che, date una costante k e una funziooe derivabile )=/(.r), si ha:

dk=o. dlk xt)-k dtt . ,E\=- 4L\fl,)l f(,)
Verificare che, per due tunzioni derivabili l,=/(.y) e ,=s(-t), risulta

dl f(x) + so()l= dfo.\ + d 8G), au@. st)l= f@. ae@ + 8Q) df(,)
Verificare che, per la funzione /=f8(i), composta da due funzioni detivabili y=lk) e z=BG),

alG\ al dz
dx t1z dx

Verificare che, se ):/(x) è una fùnzione derivabile e invertibile e,r=g()) è la sua funzionc iover-

sa, risuìra ,iv;=1.

t Leibniz (16461?16) può ese.e rnenllo, insienc a Neuon. 'l'inYenlorc del.alolo infinilesimalci a lui si dele la
mag8ior pa e dei simboli e dei tc.nini su .ùi si basa l an.lisi.

a2-

83.

u-

85-



3 Crescenza e decrescenza di una clda

3. Crescenza e decrescenza di una curva
459

Esaminare le funzioni assegnate negli esercizi dall'86 al 97 e risolvere, per ciascuna funzione
J:lÌ), i seguenti quesiti:
I) tra€ciare il grafico della tunzione e indicare gli int€rvalli in cui /(.r) è crescente o decresc€nte,II) calcolare Ia deriYata ),'=/'(.Ì),Ill) tracciarc il grafico d€lla derivata ,'=/'(x) e indicare gli intervalli in cùi /'(-r) è positiva o

negàtiva,
IV) confrontare i due grafici ottenùti e verificare che

- s€ risulta /'(x)>0, allora f(.r) è crescente,
- se risùlta/'(Ì)<0, allora /(.r) è decr€scente.

E6. ]-)^. 1,-l\-.r. )-2\-/ s2. ,- l, , , l. I

'l)r,t

a7. )=-J.r, !=-3x+2, r---3I-5 91. )=1, y=! Z. ,:''x2
88. y=11. y=2.', y=2ri 1 e4. ,:-+. ,=r-*. ,: #

9s )-'-'-L' '-l '8e. r--r'.. t- ;^ v- ;r rr

90. ),-(r-1)'. )=(.r+1)3, ):-(i-1)' 96. y=e'. y=-e', r-e'
91. y-r'+3r, y-x'1x'+Zt 97. l-ln i, ),= -ln r, ):ln ( Ì)

Esaminare le funzioni assegnate n€gli esercizi dal 98 al 107 € risolver€, per ciascuna funzione
J:lx), i seguenti quesitil
l) tmcciare il grafico della funzione e indicare gli intervalli in cui/(x) è crescente o decrescente,
II) calcolare la deriYàta J'=/'(Ì),lU) studiare algebricam€nte il segno deua derivala J'=/'(Ì) e indicàre gli int€rYalli in cui/'(Ì) è

positiva o negativa,M confrontare i risultati ottenuti e verificare che

- s€ risulta /'(.r)>0, alloralr) è crescenle'
- se risulta /'(x)<0, allora /(.x) è decre§{:ente.

98. y=.',-;. )=; ,'.

ss. y.'-\f. y=-lf. y:V:;
toO. ,:i. y:t + V.., r:1,/1+r
l0l. y=1g r', ):arctg .r

102, y:3165"n ,, ]=arccos.r
103. Dimostrare che la retta langente ad una curva crescente ha un'inclinazione a>90', mentre la retta

tangente ad una curva dec.escente ha un'inclinazione a<90'.
(Vedi pag. 418 per t'incli azione della tsnge te).

104. Dimostrare che è vera la seguente affermazioner «se una funzione )=/(r) è crescente in un
intervaìlo, la funzione ,),: /(.i) è decresceflte nello stesso intervallo".

105. Dimostrare che è vera la seguente affermazione: "se una funzione Ì=/(r) è crescente in un
inrenrllo la tunlone u- -l . decre,,ent. nello .te..o inrervallo-.' /( r.r

106. Dimostrare che è vera la seguente affermazjone: «la somma di due funzioni crescenti è ancora
una funzione crescente".

107, È data una funzione r=f(.r) crescente: stahilire in quali condizioni la funzione y:[/(Ì)]'è ancora
rnà fì,nrione crescente.
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4. Punti di massimo o minimo relativo
5- Esorcizi

Esaminare le furzioni assegn.te n€gli esercizi dal 108 sl ll8 e risolvere, pel ciascuna fiDzione
t=J(.r)t i seguenti qu€siti:
I) tracclare il gràffco della funzione e indi@re i punli di massimo o minimo relativo,
II) calcolsre la derivatr ,'=/'(Ì),III) trrcciare il gralico della dcrivata )'=1.'(r) e indicare i puùai in cui risulte/'(r)=0,
IV) confrontare i due grafici oatcnuti e verificàre che

- se una curva d'equazione J:/("!) presenta nel punto A d'as{issa , ùn massimo o un minimo
relativo, allola risulta /'(a)=0,- se ri$rlts J"'(a) = 0, allola il pùnro A d'ascissà a è ùn punlo stazionrrio.

108, y=f+l, y:r'-2t. y=(x-l\x
109. y=1-/, .y:-rr+4r, y:-(r-2\'
ll0. 1:a: 4113, y=x2-4x+5, y=-x'+k-3
l1l. y=ya, y=x1-7, y=(r-1)t
tl2. y=-x\, y:1 ,, y= (r-l)'
113. )=r, y=x3 2, y:(, z)'
ll4. y=5sn a. ,,=2 sen x. )=-sen .!

I15, )-sen ( -.r). y=sen {Zr). ,-."n j
/_\l16. y=5sn 1r-:1. y=sen l.r-=1. ,=sen r+2

\J/\J'

117. 1,=963 r. y=3 cos x, )=-cos .I
/-\/_\

I t8. y=co\lÌ-jl. y=co'lr.*1. l-cosx-l\4/\4/

Esaminare le firnzioni assegnate negli esercizi dal ll9 a 129 € risolvere, pel ciascuna funzione
Jr(.Ì), i seguenti quesiti:
l) tracciarc un gmfico appro6§imativo della funzione, basendosi sulle operazioni grafiche d€scdt-

te nel cap. l,II) calcolare la derivata J'=/'(r),
UI) studiare' il s€gno della derivata J'=r'(Ì), eseminando in particolare i valori di .t cui risult.

.f'(r)=0'
lV) determinaÈ le coordinate dei punti di rnassimo e mhimo relativo.

119. )=rr-3x, y=xj-3a+1, y=-i+3tt
120. y=2xt-3t1. y=2x1-3Ì-1. y= 2x1+3;

t.2r. v- !r.+rr. ,=1,,-, -s. ,- 1,, ,'4',4',4
122. y=i-2j'1, )=x4-2;xx+7, y=t'+2Ì
123. y:i+4x. y=xl+41+2. y=-t'-4x
lA. y=ya:. y=*'+;

I Per la isoluzione di cqùdioni c disequazioni. basasi sullo schema di pà9. 671.



4, Punli di massimo o rninimo relal vo

r25. r =zr+1. r=r'+1
126. ):i+2 sen Ì, y=x-Z sen x
127. ]=sen i+cos -r, ):sen ,Y cos .r

rzs. v=1, ),=-+
Riflettere su queste due funzioni: per esempio, per la prima funzione risulta l'>0 per l<0 e )'<0
per .r>0, eppure la curva non presenta un massimo reìativo nel pllnto d'ascissa Ì:0; perché?

129. y:x ln x, ),=r'tln.r
Riflettere in particolare sulla seconda funzione: risulta/'(-1):0, eppure la curva non presenta
punti stazionari; perché?

130. Dimostmre che è vera la seguente affermazione: «se la funzione l=/(x) presenta nel punto
d'ascissa d un massimo (o ùn minimo) rclalivo, aùche la funzione y=/(r)+,t presenta nel-punto
d'ascissa d un massimo (o un minimo) relativo, qualunque sia il valoÌe della costante &».

l3l. Dimostrare che è vera la seguente affermazione: "se la funzione ):/(.r) presenla nel punto
d'ascissa a un massimo relativo, la funzione :,,= -/(r) presenta nel punto d'ascissa a un minimo
relativo; viceversa, se la funzione Ì:/(r) presenta nel punto d'ascissa d un minimo relativo, la
funzione y=-f(r) presenta nel punto d'ascissa 4 un massimo relativo".

f2. È data una funzione y-l(x), che prcsenta nel punto d'ascissa a un punto di massimo relativo;
stabilire in quali condizioni la fun,ione )=À/1'I) presenta Ùn massimo o un minimo relativo'

133. Ripetere l'esercizio 132, a partire da una funzione )=/(i), che presenta nel punto d'ascissa d un
punto di minimo relativo.

134. È data una funzione ):/(i), che presenta nel punto d'ascissa a un punto di massimo relativo;
stabilire in quali condizioni la funzione f=fr presenta un massrmo o un minimo relativo.

135. Ripetere l'esercizio 134, a partire da una funzione ):/(ir), che Presenta nel punto d'ascissa a un
punto di minimo relativo.

136. È data una funzione l,:/(r), che presenta nel punto d ascissa a un punto di m'§ìmo rel'tivo:
stabilire in quali condiziòni la funtione y=[/(.r)]'presenia certamente un massimo relativo nel
Punto d'ascissa x:4.

137. È data una funzione /=/(jr), che presenta nel punto d ascrssa a un punto d, minimo relativo;
stabilire in quali condizidni h funzione y:[fl.r.)]i presenta certamente un minimo relativo.

138, Sono date due funzioni y=f(x) e y=lt), che hanno un punto stazionario in corrispondenza

all'ascissa Ì=a; descrivere il comportamento delta funzione y=/(r)+8(r) in corrispondenza all'a_
scissa r=4.

139. Ripetere l'esercizio 138, descrivendo il comportamento delle funzioni ):f(x) 8r.rr e y:{!
140. Dimostrare che una parabola d'equazione ):ar'z+br+c ha semPre un punto di masrimo o mini'

mo relatìvo.
(Si hay'=2at+b, perciò esisk semPrc un nu elo rcale x' pet cui tisuba l'=0 )

141. Srab ire quali casi sr possono presentare per i punti stazionari di una funzione del tipo
r=nt1+hx1+ct+d.
(Si ha t':3ai+bx+c, perciò l'equazione y'=0 può avere due, una o nessuna soluzione reale "')

461
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5. Concavità e convessità di una curva
5. Es€rc:izi

Esrminsrc le funzioni ass€gnete negli eserciri ùl l4l al 156 e risolvere, per ciascuna funzionc
,:Lrl i seguerti quesiti:

I) tracciare il grrlìco delle funzione e indicarc gli ir ervalli in cui la curva rivolgc la concavitÀ
vcrso I'alto o verso il basso,II) cslcolrr€ la derivats secondr y''=/"(r),

III) tracciare il gsfico dÉlla deÉvata seconda e indicare gli iltervalli in cui /"(.r) è positivs o
neg.tiv&

lV) cotrftontare i due grrfici oaaenuti c verificare che

- se sulta J"'(Ì)>0, it grallco di r=l{r) rivolge la concavità verso l'alio,
- se sult /''(r)<0, il gÌaflco di J=./(r) rivolg€ la conc.vità verco il b.sso.

l4l, t=i'z, f*-C+ y=i-4x+3 142, y:-x,, y:-x,+3t, y:-*+3x-3
1,13. y:.t', y=x1+1, y=(r+1)3 144. y=-x3. )=-r+1, y=-(x+1)3

us. r!,,, r:f,.-r. ,=]r,-,r r«,. y=s-3i, t=r-3xz+x

147. y=-;x1+t'1. ,=-rxr+/-t 148. y=/11:, y:xa+2t3-Lt

tt9. r-lxa+x3, r-ll*r'*z tto. t=xa-6r'1, J=ra-6r2+3x

tsr. y=-!r'*zS, t=-\t]l»'-z rsz. ,=L, ,=,*i. y=*f,
rsr. ,=-1, v:»-!, y=:-1 154. .y=s", y=-e,, y=e,

155. y=714, y=e\+e-x 156. ),:ln r, ):-ln r, ,=ln (-r)

Esamh.re le funzioni assegnete negli esercizi dd 157 al 160 e risolvere, per ciasculla funzione
J,=n-r), i s€8u€nri quesiti:
I) lraccisre il grafico della funzionc e indicare gìi intervalli m cui la curva rivolge h concav a

v€rso I'alto o verso il basso,II) cslcolsre lq derivata s€conds )/=/"GlIII) stùdiare algebricamente il segno della derivat! secondr /=/"(.r) e hdicare gli int€rvalli in cui
Jf"(-r) è po.§itiv. o negativa,

m confrontare i risultrti ottenuti e veriflcerc chc
- s€ risultr r'(r(>0, il grrflco di J=fl.i) dvolge la concavita verso I'alto,
- s€ risulta r"(r)<0, il grslico di )=Ir) volge la concxvitÀ verso il basso.

rs?. v=.1+f , v=3r,+ 1't

tsE. y:!i. y:x+li
159. y:-G, y:x-G
tfi. y=\E-r, y=lù:F
16l, Dimostrare che sono vere le seguenti affermazioni:

- «la derivata )'=/'(.r) è crescente negli intervalÌi in cui il grafico di )=fl.t) rivolge la concavita
rivolta verso l'alto»;

- «la derivata ,'r'(-!) è decrescente negli intervalli in cui il grafico di r=/(t) rivolge la concavita
nvolta ve.so il basso».
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162. Dimostrare che sono verc le seguenti affemazioni:

«la retta tangente ad una curva ha pendenza crescente negli inteflalli in cui Ia curva dvolge la
concavità verso I'alto»;

- «la retta tangente ad una curva ha pendenza decrescente negli intervalli in cui la curva rivolge
ìa concavità veno il basso,.

163. Dimostrare che sono vere le seguenti affermazioni, interpretandole anche dal punto di vista
Srafico:
- «se una funzione )=/(-r) ha il grafico con la concavità dvolta verso l'alto, la funzione y=-f(r)

ha il grafico con la concavià dvolta verso il basso»;
- «se una funzione,=fl,) ha il grafico con la concavità verso il basso, la funzione ):-f(Ì) ha il

grafico con la concavità rivolta verso l'alto».
164. È data una funzione )=/(r) con il grafico che voìge la concavità verso I'alto e si consideia una

funzione del tipo )=t/(r) stabilire in quali condizioni la seconda fùnzione ha il grafico con la
concavità ve$o l'alto o verso il basso.

165. Dimostrare ch€ sono vere le seguenti affermazioni:
- «se una funzione y=flr) ha il gmfico con la concavità dvolta verso l'alto, anche la funzione

]=flr)+ai+b ha il grafico con la concavita volta verso l'alto»;
- «se una funzione ):/(.r) ha il grafico con la concavità rivolta velso il basso, anche Ia fùnzione

))=l?)+ar+b hà ll Afifico con la concavità volta verso il basso».

166. Dimostrare che sono vere le seguenti affermazioni:
- «se due funzioni y=l(x) e y=g?) hanno il grafico con la concavita verco I'alto, anche la

tunzione )=/(.r)+g(.r) ha il grafico con la concavità verso l'alto,;
- «se dìre funzioni y=f(x) e y:E(x) hanno il grafico con la con€avita verso il basso, anche la

funzione )=/(.r)+g(.r) ha il grafico con la concavità verso il basso".

6. Punti di flesso

Esaminare le lunzioni .ssegmt€ negli es€rcizi dal 167 al 175 c ri§olvere, per ciascuna fiDzione
J:fr), i seguenti quesiti:
I) tracciare it grafico della funzione e itrdicare i punti di flè$o,
II) calcolar€ la derivata )"=/"(rlIII) tracciere il graffco di y''=/'(.t) e indicare i punti in cui ri§ulta /"(x)=0,
IY) conhontare i due grafici ottenuti e verificare che

- se rna culYa d'equazione ,=l{r) presents nel punto A d'ascissa , un llesso, §empre ri§ulta
f"(a)=o'- se risulta r'(a):o, non s€mpre il punto A d'a§ci§sa a è uD lles6o.

167. t=x1, t=x', y:(x-l)'
168. y=-a:, y=1-1, y= (r-t)'
169. y=x4, ):rn+1, y=(r+1)a
170. y=-r4, y:1-/, y=-(r+r)a
171. y=56nr, y=-senr, Y=2 sen x, l=senr-1
172. ,-sen (2.r). y=sen i. ,-*" (,-f). ,=.., (,-;)
173. ):cos r, /=3 cos -r, Y:-cns x, ):cos r+2

-, / -\r74. )=cos (2{). y--.}. ,=-.(,-;l ,--.(-rj]
175. y=?'-e- , f=e'-e-'. Y=11' "'
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Esaminare Ie funzioni assegnaae negli esercizi dal 176 al 185 € risolvere, per cissculrs funzione
J:ll.rl i seguenai qu€siti:
I) ar.cciare ùn grafico approssimstiyo della funzione,II) c.lcolare la de vata y''l=/"(Ì),
III) studiare' il segno di )'-l"(-r), esaminando i cssi in cui si ha fG)=o,IV) d€ierminare le coordinste dei punti di ll€sso.

176. y:f-31. ),=-xr+3r, y:i-3.r+1
177. !=Lt3-3x'z, y=-2xt+3x,. y:lt1 3xz-x

r7s. y-+.f+r'. ,=-j,, -,. r=],,+t'-z*
179. y:/-6t1, y- x!+6x,, y=xa-6r1+4t
180. y=Ir+4r, ): Ìr-4r. y:t'+4x+2

Quali caratleristiche presenra il punto d'ascissa x:0?
18r. v:xr+1- ,=--1
ls2. y= +-3x?, y=3.r.- 16

183. ,=r+2 sen r, ):i 2 sen .r

lM. y=5sn ,1aaa ,. y:sen r-cos,r
r8s. v=l ,=-1

Riflettere su queste due funzioni: per esempio, per la prima funzione risulta Ì">0 per r>0 e r"<0per ,r<0. eppure la curva non presenta un flesso nel punto d'ascissa.r=0; perché?

Esaminare le funzioni àssegnate negli es€rcizi dal 186 al l9t e risolver€, p€r ci.scuna funzion€
):J(.t), i seguenti quesiti:
I) tracciare un grrfico approssimativo dclla funzione, basendosi sulle op€razioni gràtiche descrlt-

te nel c8p. l,II) dete.minare le coordinate dei pùnti di flesso, studiando il sè8no della funzione y''=/"G)i
III) scriverc I'equazionc della tangente in ogni pulto di llesso;
IV) determinare i punti di inters€zione fra la lsngente inflessionale e la curva, verificando che la

trngente inflessionale toaca la curva in tre punti coincidenti.

1a6. y:xl-2n+1
( La curva presenta un flesso nel punto A(0, I ) , con tangente t d'equazio e y: -2x + 1 . Per detenni-
naft i punti di inte8ezione ta la tangenre e la curva si risolve ìl sistema formato da equazione
delh curya e dall'equazione della rena , si tot'a come soluzione del sistema il solo punto A(0, l),
contoto tre vohe).

187. y=xa-2x1
(La cutva presenta due flessi:
- nel punto O(0,0), con ta ge te h d'equazione t=0,- nel punto A(1, -1), con tange te tÀ rl'equaziotrc y:-2t+1.
Risolvendo il sistema formato dall'equazione della curva e dall equazione della re a t", si trova
come soluzione àel sistema il punto O co tab trc volte ed il punto B(2,0).
Dal sistema formato da 'equazione dela cuna e di t1, si ottiene

! ,,-21+2x-t=0
I Y=-2x+l'

ì Per la rìsoluzion€ di .quazìonì c disequà2ioni, basaGi sullo schema di pas. 6?1.
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Ora, sapendo che A è un flesso, sappiamo che l'equazione di quato grado o enuta deve averc la
soluzione x=l co tata ùe yolte. Perciò il polinomio x4-2r'+ix-1 dève essere ditisibile tre votte
pet il bi o,nio (x 1), cioè dew essere divisibile per il polino io

(:t1l=rr 3x')+3x-1.
Eseguendo la àivisione, si o iene (xa-2f +2x-1) | (f -k:+3x 1)=x+1. Così il sistema ilive ta

I t^-l)'(t-lt-0 ^,=-t, r -x.^,=!
I Y- -4,! t tt=J. , -],=)4=-l

In definitiya si ottie e il punto A contaÌo te rohe ed it punto C(-t,3)).
188. y=1r12*:-,

(Tenendo prcsenti le idicazioni rlell'esercizio precedente si ottie e:
- il flesso O(0,0), con tangente h, d'equazio e y=-x, che inco tra la curva in O, contatu newle, e in B(-2,2);
- il llesso A(-1, 0), con tangente ta, d'equazione y=x+], che ùcontru la cuna in A, conta.c t/e

volte, e in C(],2)).
189. y:xa-6:.'z

(Tenendo prcsenti le indicaziofii dell'esercizio 187 si otiene:
il flesso A(1, -5), con tangente ta, d'equazione y=-8x+3, che incontrs la cutva in A, contato
tre vohe, e in C(-3;27);

- il flesso B( 1, '--5), co tangente tB, d'equazio e ):8x+3, che incontru la curvs in B, contato
tre volte, e ik C(3;27)).

r90. v=r':+1
(Ricordando le indicazio i dell'esercizio 187 si otie e il ftesso A( I, A), con tangente ta, d'equs-
zione y=-3r-3, che incontra la curva solo in A).

tel. y=+-3rr:
(Tenendo prcsenti le indicazioni de 'esercizio 187 si ortiene:

- il flesso A(1, -2), con tan9ente ta, d'equazione y:-8x+6, che inconÌru la cùrva in A, contato
, ^/ I 26L/-ìr T/r

- il flesso B( 1, -2), co ta ge te tB, d.'equazione y=8x+6, che incontra ld curua in B, contato
, ^lt 26 ).te votte, e tn L l=: - ll.\J J/

192, Dimostrare che è vera Ia segrìente affermazione: <se la funzione )=/(r) presenta nel punto
d'ascissa 4 un flesso, anche la funzione )=/(.Ì)+Ir+k presenta nel punto d'ascissa a un flesso».

193. Dimostrare che è vera la seguente affermazione: "se la funzione Ì=f(r) presenta nel punto
d'ascissa a un flesso, anche Ia Iunzione J=kflr) presenta nel punto d'ascissa d un flesso».

194, Dimostrare che è vera la seguente affermuione: <se le funzioni y=/(x) e )=g(x) presentano nel
punto d'ascissa d un flesso, presenta nel punto d'ascissa lj un flesso anche la funzione
),=/(r) +s(_r»,

195, Dimostrare che è vera la seguente affermazionei "la dedvata Ì'--l'(r) ha un punto stazionario nel
punto in cui il grafico di y:f(x) presenta un flesso».

196. Dimostrare che una parabola d'equaziore J=ax'z+bx+c non può avere flessi.
(Si ha Y"=2a' . ),

197. Dimostrare che il grafico di una funzionc del tipo ):a:rr+br'?+cr+d presenta le scgucnti caralte-
ristiche:
- ha sempre un punto di flcsso F;

la tangente inflessionale incontra la curva solo in F.
(Si ha y":6ar+2b, ...).
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198. Dimostrare che il grafico di una funzione del til.6 y:ax!+bx3+cx:+dr+e presenta le seguenti
caratteristiche:
- ha al massimo due punti di flesso 4- una tangente inflessionale incontra la curva in un altro punto oltre che nel flesso.
(Si ha y"=2(6ar'Ì+3bx+c), .,,)

7. Ricerca dei punti di massimo e minimo con
le derivate successive

Esaminere le lunzioni assegnate neSli €§€rcizi dal 199 al 2I4 è risolv€re, p€r cisscun. lunzione
)=](.r), i seguenti qùesiti:
I) tmcciale un grefico approssim.tivo delL ftDzion€, basandosi sull€ opcrezioni gr.fiche descrltte

nel cap. I,
II) det€rminere le coordinete dei punti di massimo o minlmo relstlvo con il metodo delle derivate

successive.

l99. y=irj+ i/+;
zlo. ,:1..'-1-.'-J-545

2or. y= - lx"+rr+1'ÒÒ
202. v=1j"-11+a'(t515
213. y:l+x"-l
2fr4. y:2.x6-31

2os. ),=1(r-l),+(.r-r)'

l.i.'," e(0, fl. .*,,." a(-,, ])]

l,*,i,.o a(0, -+), .ht-. B(1, -+)]

lmassimo 
B(t, rl, n"*" e(0, f)]

l.*.m" r(r,]), *". r(.,+)]
[minimo,4(0, -1)ì

lmassirno o(0,0), minimi,a(-1, -l) e r(1, -l)ì

lminimo 
a(r, o), ",*.',"" ,(0, ])]

(Anenzione: sviluppando le potenze i dicate i colcoli di'entano molto labotiosi. Conriene piuttosto
prccede.e nel odo segue te:

y' = 1(x- I )a + 4(x- I )t =4(x- 1)r x
y':0 se 4(l-1)3x=0,

da cui si otehgoho subito le soluzioni r=1 (co lala trc vohe) e x=0).

Svolgere gli esercizi dal 206 al 208 tenendo pre§onai i suggerimenti dlli n€ll'esercizio 205.

206. y=(r+l)r-;(r+,t 
lmassrmo 

,4( - l. 0). .r"r." aio. -|ll
m7. ,=(r-l)6+(r-11 trninimo.4(1, 0)l

ms. )=2(r+1)6-3(r+1)r [massimo À( 1,0),minimiB(0, -1)eB(-2, -l)]



7. Ric6rca dei punti di massimo 6 minimo con to dedvare succe§sivo

209. Dimostrare che, se per una funzione )=fl,) dsulta
f(a)-o e f'(a)>o,

allora la funzione ha un punto di minimo retativo in ,4[d, r(a)].
(Tenere prcsente che (fig. 17)

se ritulta ft(a)>o, esiste ceiamente un intomo I(a) in cui tisuha f,(x)>o;- dal fatto che si ha f'(x)>o in l(a) segue che f'(x) è crescente in I(ù, perciò,
tisultui:

f (x)<f'(a) per ,<a e f,@)>f,(a) pet x>a
- dato che isuha f'(a)=0, si ha:

f'(x)<O per x<a e f'(x)>0 pet x>a
e quindi

f(x) decrescente pet x<a e f(x) crescente per x>a.
L'ultìfia condizione assicwa che il punto .li ascissa a à di minimo rellttivo).

Fis. 17

210. Dimostrare che, se per una Iunzione y=/(r) dsulta
f(a)=f(a):o e f- (a)>0,

la funzione ha un flesso con tangente orizzontale in "l[a,/(a)].
(Tenere presente che (fig. 18)
- in base alla dirlostrazione dell'esercizio 209, la funzione r'=f'(x)punto d'atscissa x:a e quindi isùlta

f(x)>f(a) in un intorko 1(a);
- dato che risuha f'(a)=0, si ha:

f'(x)>o in un into o 1(a)
e quindi

f(r) crescente in un intorno l(a) ...)

467

se x varia in I(a),

ha un minimo rclatiw nel

Fig. 18
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2ll. Dimostrare che, se per una funzione )=/(.r) risulta
f'(,)=0 e f'(a)<o,

allora la funzione ha un punto di massimo relativo in .4ta, /(a)ì.
(Tenerc presenti le indicazioni date ell'esercizio 209).

212. Dimostrare che. se per ùna fuozione )=/(,r) risulta
f'(a)=f"(a)=o e l"'(a)<0.

la funzione ha un flesso con tangente orizzontale in ,4[4, /(a)].
(Tehere prcsenti le indicazioni date nell'esercizio 210).

213. Dimostrare che, se per una funzione )=/(r) risulta
t(a):t'(a):t"(a\:0 e /'v(a)>0,

allora la funzione ha un punto di minido relativo in,4[a,/(d)].
(Tenerc prcsenri le indicazioni dare nell'esercizio 209).

214. Dimostrare che, se per ùna funzione )=/(x) risulta

f'(a)=f'(a»=f"'(a\=0 e /'v(a)<o,
allora la funzione ha un punto di massimo relativo in À[d, /(a)1.
(Tehete prese ti le ifidicazioni darc nell'esercizio 209).

8. Gli asintoti di una curva

Asintoti d'equazione x=a

Essminare le firnzloni assegnste negli eserclzi dal 215 al 221 e rlsolvere, per ciascuna funzione
)=J(x), i seguenti quesiti:
l) tlacciare un grrlico approssimativo della fuDion€, brsandosi sulle operazio[i $afiche e§poste

nel cap. I,II) indicare gli asintoti d'equazione Ì=a,lll) verificore che una retts d'equazione .r=d è .§intoto per une funzione J=JU) solo §e sono
verifica(e le sefuenti due condizioni:

- il valore r=a è escluso dal crmpo d'csisten .;
- risultr fmn.t)=-.

2ls. v=1. ,= l, , v:-j-' )t x-l
(Attenzione all'uhima funzione che può esserc scrioa nella forma

,=--L,I' a-l x
la rerra d'equazione x=0 non è asintoto ve icole per la cuna, perché...)

216. y=:-!. y=+ )=? zt1. y=r]l. ,=*, t-;i
zrr. y={, y---.!-.,. ,=r;4|: z.r.. y=",a!. ,=*' ,1.r tr- rl_ (r_r., Y=-;;

/_\
220. v=1gs. ,=,t (--i), v=rc (2-r) 221' v=tttx, r=ln (x-1)' v=ln lx



8. G i asintoli di una curva

J=l(r), i seguenti quesiti:
I) determinarne il campo di esistenza,
II) indicarne gli asintoti d,equazione .r=a.

,:4+, ,:1-t-r

Esaminar€ le funzioni assegnate negli esercizi d^l 222 
^l 2Zj

469
e risolverc, per ciascuna funzione

223. 2t-l r+2l'=-. ì,=-' 4r'-:r 4x - t
224. v=--L. ,: " 

I
.r'-3.r+2 ' .rr 3ì+2

226. y=ttr, ]:Y
- (r-l)' ' l-rr

lnr r l' r-l ' lnl
(Attenzione al calcolo rlel limite per x+t detle due funzioni date ne 'esercizio 227; si ha una lormaotnaeterninato del Lipo;. (he si può riolyerc media te il teorcma di de I'Hòpiktl).

Esaminare le funzioni assegnate negli esercizi dat 228 al23l e spiegare perché non possono ammet-
tere asintoti d'equazione Ì=a.

228. y:ir+r'1+x, y:-rr+}3+3i:

ì , tr_l
230, v:-j-. ,: l' I' 'Y]+1 Ì +ì+3
231. I =1 1' .ìr+l ' .Y'+3-rr+l
232. Scrivere l'eqMzione di almeno due funzioni razionali fratte che hanno l,asse delle ), come asintoto

233. Scrivere l equazione di almeno due funzioni razionali ftatte che hanno come asintoti verticali le
rette d'equazione.r:1 e x=2.
(ttt esempio immediato è la funzion" F-- ,+ ^, ...)

234, Scrivere I'equazione di almeno due funzioni razionali frafte che non hanno asinroti d,equazione

235. Fra le seguenti affermazioni scegliere quelle vere, morivando ta scelta:
«una curva Don può attraversare un suo asintoto d'equazione r:a,,(una cu a non può avere più di un asintoto verticale»,
«una funzione razionale fratta ha un asintoto verticale in cor spondenza di ogni valore diÌ che
annulla il denominatore".

- ouna funzione razionale fratta ha un asintoto verticale in corrispondenza di ogni valore di r che
annulla il denominatore. ma non il numeratore".

Asintoti d'equazione y-n
Esaminare le funzioni assegnat€ negli esercizi dal 236 al 239 e risolvere, per ciascuna funzione
J:/(.r), i seguenti quesili:
I) tracciare un grafrco approssimativo della fùnzione, basandosi sulle ope.azioni gafiche esposte

nel cap. I,
II) indicare gli asintoti d'equazione y=,,,
III) verifrcare che una retta d'equazione y=r è asintoto per una funzione J=/(r) solo se sono

verifrcate le seguenti due condizioni:
- il campo d'esistenza della funzione è illimitato;
- risulta lilrl /(.r):r,
ll-t-.,=;, ):- + r, y:;,236.
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2x-l 2l-t l-)t'Lt'4x

23t. v=4. y= j-:1. y=5

239. y:e'. !=e'', I=arctg Ì
(Attenzione alle fufizioni date nell'esercizio 239 che hanno un comportamento diverco pet ,-+6 e
Pet t)-6...)

Esaminare le funzioni assegDate negli esercizi dal24o rl As e risolverc, per ciascùne funzione
J=l(r), i seguenti qu€siti!
l) deteminarne il campo di esistenza,
lI) indicarne gli asintoti d'€quazione ]=r.

m. \):2-x'l3x-f. "=-1)!:2' i+I ' rj+l
(It timite di queste frnzioni per x+6 è una fo na mdetemin«n det ripo I, che si può risotverc
in almeno trc modi àtuersi:
- valendosi dei rbuhati nldicati ello schema di pag.666,
- segue do il prccedimento esposto a pog. 101,
- valendosi del reorema di de I'Hòpital esposto a pag. 141).

/-4x+l xr-4r+3
')f

242. r=!L---:: v=--:L- !:+l ' rr+ |

A3. t=-+, j= ---. y=--Vr Vl- r Vr-l
(Prestare ouenzione al campo di esistenza di queste f nzioni, Per decìdere se si può cakolarc il
limite per r-+* o pet r)-ù)

ut. "=_J:. ,=__L. "=_f,:- V.r'rl l.x'-t Vt-.r'
(Prestare attenzione oll'ùkima funzione, che ha come camPo d esisteùza I ihtetva o [-1, ll e
dunque non può avere asi/ttoti otizzonttlì, pelché...).

ln .r

(Tenere prcsente che

- pet le funzioni y:e' e y=lh t occone distinguerc ìl lìmite Per r++6 da quello per t+-n,
- p.r risolverc i limiti che si ptesentano netla lotma ,cleÌeminata del tipo Z occotrc vale$i det

teorema di de I'Hòpta!).

Esamlnare le funzioni assegmte negli esercizi dal 246 al 250 e spiegarc perché non possono Àmmet_
terG rsintoti d'eqùszione J=n.

246. y=x]+2-x-7, y=l+31-4x1+5

' 2X+ I
2rE. )=sen x, y=arcsen.r

(Attenzione olla diffeftnza lÌa le due funzioni:
- per la funzione y=sen x, il campo di esistenzo è iltimitato' si può dunque calcolale il limite pel

x1+ù, ma tale limite è ind?tenninato ;
- pù la fu zione y=arcsen x il campo d'esistenzo è l'intetvallo ['1, 1], )'
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249. t=cos x, I=tg,
250. ),:Vr-ìi ,=:
251. Scrivere l'equazione di almeno due funzioni razionali fiarte che hanno l'asse delle r come asintoto

oizzontale.
252. Scrivere l'equazione di almeno due funzioni razionali fratte che hanno come asintoto la letta

d'equazione r=2.
tlJn cremprc innedi,tro à t,t lunzrone y=2-L1

253. Scrivere I'equazione di almeno due funzioni razionali ftatte che non hanno asintoti d,equazione

US+. fra le seguenti affermazioni scegliere quelle vere, motivando la scelta:
- «una curua non può attraversare un suo asintoto d equazione ,=r",- «una curva non può avere piir di un asintoto orizzontale»,
- «una curva che è grafico di una funzione non può avere pirì di un asintoto orizzontale».

255. Dìmostrare che è vera la seguente affermazione: «una funzione razionale fratta ha un asintoto
orizzontale §e jl grado del numeralore non supera quello del denominatore».

256, Dimostrare che è vera la seguent€ affermazione: "una funzione):/(r) ha un asinroto d'equazione
]:r, se sono verificate le seguenii condizioni:
- è possibile scrivere la funzione nella forma ),=n+g(x),

risulta liry s(r)=0».

Asintoti d'equazione y:mx+ n
Esaminare le funziotri assegnate negli esercizi dal 257 al 260 e risolvere, p€r ciascuna fun ione
J:/(i), i seguenti qùesiti:
I) tracciare un grafico approssimativo della funzione, basandosi sulle operaziori graliche €sposte

nel cap. 1,ll) indicare gli asintoti d'equazione J:ru +r,
III) vedfrcare che una retta d'equazione J:nr+n è asinaoto per una funzione y-i.!) solo sc sono

verilicate le seguenti condizioni:
- il campo d'esistenza della funzione è illlmltato;

fl!t- risulla lim' -n e lim trlr)-nlrì-,

^ 1 ^ 1 1-

25s. y-{-1,. r-l-'. ,-l-.f2

2s9. y-zr-3+f . y=,a1u -L, v=, t+-J=' r-l _r+l
260. Y=x+e', Y=t-e', Y=\+e-'

(Attenzione a e funzioni dak nell'esercizio 260 che hanno un comportamento direrso per x++a e
pet x+-ù ...)

Es.mirure le funzioni assegnaie negli €sercizi dal 261 tl 265 e risolve.e, per clascutra futrzione
J:J-(r), i seguenti quesiti;
I) determinarne il csmpo dl esistenza,
II) indicarne gli .sintoti d'equazione J=,lr+n.
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I:+1 r:+r-42ol. ,=-.-. )= *T
(Catcolando i richiesti .limiti per x+6, si o engo o delle forme indeterminare del ripo 2, che si
possotlo tisolverc in ah eno tre modi dfuersi:
- valendosi dei risuhati iùicati nello schema di pag. 66,
- segue do il procedinefito esposto a pag. 101,
- valendosi del teorena di de I'Hòpital esposto a pag. 14,i)-

tsz. v=-!-. ,=!riI 263. ,.=à.+.]r'. ,,=j' n: I (.r- l)' ' -r'+1

2"ta. v=. '-. v=i a 265_ v=xr2}a v_:----a' t'-2 Ì+Ì ' x

Esaminere lc funzioni assegllate negli eserclzi dal 266 al 269 e spiegare perché non possono ammet-
lere aslltoti d'eqùarione J=ar+n.

256. y=f-3t-1, ),=2ri-3rr+zt'-x
N7. y=! -:-! - f=4----l- .r:+l

26t. y=3165"n ,, y=arccos,r

2tt9- v=Vr rr ,j=_:j_' \rq=
270. Scrivere I'equazione di almeno due funzioni razionali fralte ch€ hanno la relta d equazione ),=-r

come asintoto obliquo.

lU esefipio inhediato è )=x+-1.
271. Scrivere l equazione di almeno due funzioni razionali fratte che hanno un asinloto obliquo-

(Si possoìto cosiuire taùri esempi, scriveùdo funzioni del tipo

v=ma+n+ L t

272, Scrivere l equazione di almeno due funzioni mzionali che non hanno asintoli d'equazione

273. Dimostrare che sono vere le seguenli affermazioni relative ad una funzione razionale fratta. cioè
una Iunzione del tipo

ao+a\'n+ari+,,.+a, f
)= b -b .t4 .i;rb:)"

- «se risulta {>p. la funzione ha come asintolo l'asse delle.r. d'equazione }:0»;
- -se rrsulla q=p. la lun,?rone ha come asinloto l, ,ettu d equar,one y- |,1' D,t

- -se nsultd p=q+1. Ia iunz,one ha un asinlolo obliquo .on p.na"nr" lli=|-l
- «se risulta p>q+1. la funzione non ha asintoti d'equazione )=rr.Y+n"

274. Dimostrarc che è vera la seguente affermazione: "una {unzione y=/(r) ha un asinloto d'equazione
y:rrÌ+n. se sono verificate le seguenti condizioni:

- è possibile scrivere la funzione nella forma ,=,nr+r+8(r).
- risulta lim g(r):0».
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275. Dimostrare che è vera la seguente affermazione: «una Iunzione ],:/(i) ha ufl asintoto d'equazione

):rur+r, se sono verificate le seguenti condizioni:
- il campo di esistenza è illimitato,
- risutta liB/,(i):,x . lE t/(r)-..1:,.

f(ri(Dalla rcndtzìon? lf ;=. ,tpplicando il reorcna di de I Hòpitol. ...t

276. Basandosi sui sultatì dell'esercizio precedente, esaminare le seguenti affemazioni:
l) gli asintoti d'equazione l,=nx+,l sono "rette tangenti all'infinito',
II) la condizione II}/'G):- è sufficiente, ma non necessaria per decidere se una funzione

ammette un asintoto obliquo.
277. Fra le seguenti affermazioni scegliere quelle vere, motivando la scelta;

- «una curva non può attmvenare un suo asintoto d'equazione ,]):m.r+n",- (una curva non può avere più di un asintoto obliquo",
- «una curva che è grafico di una funzione non può avere piir di un asintoto obliquo".

Schema riassuntivo di vari metodi per determinare gli asintoti d'equazione
Y-mx I n

Lo svolgimento degli esercizi dal213 al 276 conduce ad individuare vari metodi per determinare
gli asintoti d equazione )=mr+n di una funzione )=r(r): riassumiamo qui varie alternative possi-
bili

flrlI., calcolare n 'tim "' e ,- Iim l/(x) ryrl:
u) calcolare m=lim/'G) e ,?=lim [/(r)-r]r;
III) scrivere la funzione nella forma y=nlx+n+g(1\. con Iim g(r)=0.

Per le funzioni razionali fratte, cioè del tipo
aa+a1 r+a1 r1+...+ap xP

' b,,+b, x+b. x +...+b".tq
si hanno in pa(icolare i seguenti risultati:
Iv) se rjsulta q>p, la funzione ha come asintoto I'asse delle r, d'equazione Ì:0;
VJ se ri.ulrd q-p. la iunzione ha come asinroro ra rerra a equazione v f:
Vl) .e risulld r-q-1. la funzrone ha un asinloto obliquo con penden/a m=b/:
VII) se risulta p>q+1. ìa funzione non ha un asintoto d'equazione ):mr+n.

Esercizi riassuntivi sugli asintoti

Esaminare le funzioni assegnate negli esercizi dal 278 al29l e, per ogni funzioneJ=/(r), risolvere i
seguenti quesiti:
I) determinarne il campo d'esistenza,
Il) determinare gli eventuali asintoti d'€quazione .r=d,
III) determinare gli eyentuali asintoti d'equazione .y-mr+n, scegliendo il metodo piùr conveniente.

n8, y:ti 3x2+4x. ]:,yo+2.rr-.r+4 Inessu asintoto]

280. v= j y-lr' [nes.un asintoro]- /+l r'+x+3
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2tn,

,a2.

.,_ x+1 ,,_ 2.r- I
' t-l ' 2t-2
,,---r- ,,-.È+4, i_r. , xa_\

' *-4x+4 - 4x'+4x+l

._r2-r+l ,,_l-x-3' x-l' ' r-r

' x+l' ' ,+1
l-l+x -.J+.*+r+rv=--]---j-,v:-:t;-
(Ì+1P .J+3-t,-srY=(r-rf' '= rr-rf

r=x+\84
y=tF-a'i

y=-;-

' té+3k

5. E36d'

lasintoti r=1, )=l]

lasintoti r= 1, r=-1, l=0]

l=,"t=-r,,=-i"r=i]
[r=1 e Y=1]

[x=-1 e Y=x-]l

[.r= -1, r=-1 e /=l-r]

[r=1 e Y=a151

D=0 a sinistra c l=2radestral
Ly=-r+3 a sinistra e )=r-3 a destral

[.r=0, y=0 a sinistra e ,=1 a destra]

2t3.

?x4.

*3.

M.

2l7.

N.
N,
2!t0.

»t.
ln. Scrivere almeno due funzioni razionali ftatte che abbiano per asintoti le rctte d'equazioni.r=l e

(Gli esempi più lacili sono rutte le l izioni dal npo y=2+"L).

2!)3. Scrivcre almano due funzioni razionali fratte che abbiano per asintoti le rette d'equazione .l= 1,x=-l e !=x,
(L'cscmpio più fadtc è v=x+ .--!- ..)t-I

294. Sqivere almeno due funzioni razionali fratte
segueDti equazioni: Ì=2, x=3 a y=Lt-|.
(Gti ?senpi più facili sono det npo v=2Ì-t-J:. ...).' --' 1x_2)(x_3), ,'

295. Dcterminare Ia curva chc ha pcr asintoti le rette d'eqùgzione x=l e y=2, fta Ie curve d'equazione

che abbiano per asintoti le rette che hanno le

[r=0, ]=-r a sinistraì

la=2 e b=-tl

l-=;l
296. Detarminare la curva che ha come a§intoio la retta d'equaaone )=5r+ I , fta le curve d'equaziotre

29. Detefininare la cùva che ha come asintoto la retta d'equazione )=2r+2, fra le curve d'equazione

la=2 e b=-t'l

29E. Determinare la curva che ha come asinlolo la retta d'equazione )=3.r- 1. fra le curve d'equazione
axt+bxz+l [a=3 e b=-1]
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9. Studio del grafico una funzione
475

di

Studio del gralico di lunzioni razionali intere (polinomi)

Gli esercizi dal299 at 324 ptop.ongono di \tudiarc il gnfico di fatzioni raziorlali intere, cioè di
poli omi. Pet q esre fu zioni già sappismo che

- il campo di esisknza à I'insieme lP dei reali;
- il grufico non prcsentut asinroti.
Pcrciò, si può prccedere nel mollo seguente:
1) farc delle consideruzioni geonrctkhe prelimiMi (snnnetrie Ìispeuo agli arsi o rispeto all'oti1i-

ne, possibilità rli nletsi àelle operazioni gafiche, ...),
2) studiarc il segno delh funzione J=fO),
3) studiare il segno della detivata )':f'(r),
1) stuàiare il segno delk detuata seconda t'=J"(x),
5) cabolare le aordinate dei punti note'roli (massimi o ninini rcktiù e flessi) e di qualche alùo

punto intercssante (eventuule inte6ezione con I'asse delle y, ...).
Quando si rìsolvono equazioni e disequazio i, può essele utile coùsubat-e lo schema di pug.671;
per interpretare tapidamente i risultari àei calcoli, ci sì può basale su o schemu tli pag. 670.

Studiare il grafico delle fuMioni razionali intere di 3" grado proposte negli esercizi dal 299 al 308.

299, y-x3-6it.9x
(Si ottiene y:xbt 3)2, y':3(r')-$t+3), y"=6(x-2); pet il Srafico \1edi fig. 19).

300. ),:-ir+3x2-4
(Si ottiene y: (x-2f!+1), y'-3x(2 x), y"=6(1-x); per il Crulico vedi fig.20).

Fig. 19

301. ,:Ìr+3-Y'1+3r+1

toz. y=v)i
:or. r={,'' l;
3ta. y= +t $x

Fig. 20

D:(,I+1)3, F(-1, 0)l

lr(0, 1)l

lM=o(o,0), F(2, -2), N(4, -4)l

lM(2,8), F=o(0,0), N( 2, -8)l



Studiare il grafico delle funzioni raziomli intere di 4" grado Proposte negli esercizi dal 309 al 318'
1<o30e. y=;f -;t'+ 4

(si oniene ),=rG-t6:-9), y':x(l-s), v"=31-5, pet it crafrco vedi fis. 2t )

310. y=2xlx-2\3
(Si ottiene t':4(x-2)'1(2x-1), ]"=2a@-2)(x-1), pet il Srafico wdi fig 22)

,Vi\,53
Y=i^'-, (+

476

305. ):4rr-3r-1
?'06. y=t3+3x'1+gt 2

r - t^ 5307. )=8.l"-8r r-r-i
308. ):Ì3+3Ì':+4r+2

M(.,:) .*""
N(\6 4), N' mnimi

'(\4,-+),"'*.'

Fig. 21

311. y=+r'+/

312. y:1-6t'+9x'1

313. t=l-sx'z+4

314. y= -*r1+,'?+ 3

315, y=32x1'-112

316. y=1613(2-3r)

317. Y=21-&'?+5

3$. r=+/+1x'1-2

5 E§ercizi

P(i,,) (0,-0,,É,-,)]
lF(-1. -8)l

[,vr-2, rr, 
rv(+, -zl|. .(,,-"-)]

lr(-1,0)l

,l:,-?) ."-"
F,(2 0) Jles orizonlale

Fig. 22

i,(-.,-z|, Ft z,-4).

[, =a,0.0,. -rv,{.l. o). M

l"( + 'l -g -?),

lM,l-'.4), M,l'.+).

l,É.-,J,.['.-
lMÉ,1), À(31,f1,

1rv,1-14 r;, &(\4, -3),

n=oto, ol]

/3 81\ I\, 16/ l
M(0,4), ...1

,(,.?),]
,), ao, .r]

a,:oto,0)]

M(0, r, ...1

lN(o, -2)l
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Studiarc il graffco d€lle funzioni razionali interc di grado superiore al 4, proposte negli €sercizi dal
319 al3A.

319- r'=1r' Zl+3rl

1Si ottiene s=lfll 7r+t2), t' :+Jél -28x+36), )":r(sl 21x+18); pù it s/afic(,, vedi
fi..23).

o(0,0), F,(1,2;2,2) F,t3, 0) iessi

Fi1. 23

320. ):;r'-;r' ;
321. y=Q1 1)3

322. y:i(x 2\'1

.r::.,=2,,-!,,-1-.,+4-l'9999
324. y=x5-5x3+l0x-2

l't''
IN(o,

M,\ \E, =-7.7 ). Ir',(-1. -81,

-D, M(0. +), F[i. =1)]

1), r,(-1, 0), r.(1,0), ...1

l,c, or. "(i, =,), ..]

["(', i), "k,]), l
N,1ttz, -2.t1, M.(1, 4), ...1

v

Grafico di funzioni razionali lratte (quozienti di polinomi)

Gli esercìzi dal 325 al 366 ptopongono di studidre il grdlico di funzioni razìonali frute, cioè
quozienti di polinomi. prccedimento per studiarc il Stdfico di queste funzioni può esserc schems-
tizzato nel modo seguente:
l) calcolare il campo di esistenza, che è costituito dall'insieme dei rcali, esclusi i nuneri che

rendono zero il polinomio denomitmtoft,
2) considerazioni gioneùche preliminai (simnetrie rispetto agli assi o rispeto all'origine, possi'

bilirà di valersi de e operazioni grafiche, ...),
i) calcolare gli ewnÌuali asintoti,
1) calcolare il segno delta fu zione !:f(x),
5) studiare il seqno delta deritata f':f'(r),
6) stutliare il segno della derinta seconda y"=f'(x),
n catcotare te;ootdhare tlei punn norevoli (massiìhi o ninimi rclativi e flessi) e di qualche abrc

punto i te,c,tanp revenruale inrer'ezione con Ia\\" dclle v. .t.
Per iletivare le lunzioni assegnate, tenere plesente lo schema di pag.667-
Per isolvere equazioni e disequazionì, basarsi sullo schema di pag. 670.
Per interyrctare i isubati dei calcoli, tenere prcsente lo schema di pag.671.
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Shdi.r. il gflfico d€lle tutrdotrl rxàndi fr.fb di ? Srrdo' proposte negli e6ercÙd dd 325 d 344,
teaendo prcserte cbe si otterrà sample uD'lperbole.

32s. y=#
(C.8.: *!, ^n ri r=1 "
Pet il grufrco vedi lig. 24).

v6. y=u!!!!z

y=t; *ffi " f= ufr,

tC.E.: x+0. asihtoti: x=0 " y=2r-1, r'=2!:!! r r'=!.
Pet il gtulico vedi fis. 25).

2o5

v-1. r=3

327. v=l=
32t. y= r+l

329, v=+

330. ),=q:-L

m. r-t'-ài8
332. v=-
33. ,=l-8rtrg

FIg. 25

l.sintoti: ,=-l e y=r-l; M(-2, -4), N=O(o,0)]

[asintoti: .r=2 e /=1; sempredecrcscente]

[asintoti: r=l e r=r+l; §empre cresccnte]

fasintoti, 
r=-] " r=], ,"-n " "r.,""or"]

lasintoti: ,=l e ]=r_1; sempre crescentel

f".intoti' r=| " y=0; "".pr" "r",*ot"]
[asintoti: .r-5 c y:x-3; M(3, -2), N(7,6rl

I pcr valuraE it srado di unà tunzioE, basta sriv.rla in lorma inlc.. e t nerc prè*nte.he, ollré ai moaomi dcl liPo
,.È, 5m dr ? r6do ecne i monoÉi d.l lipo /«r.
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334, Y=!_!

315. ):::--=
336. v=" -''

]B8. y=tla!!
339. v=:*' 2\5-x )

.rno. v:I 1

r/.t. Ffr;i
J42. v- f tutlo

343. )=:------=

344, y=x'-sx+4

Studiare il grafico delle
esercizi dal 345 al 366.

145- ù= 2-----:!] ---:

(C.E.: x+0, asintoti x=0 e Y=3, Y'=L-2'Pu il grafico, vedi fig. 26). f

346. y= ì

479

lasintotiì i=0 e ]=2; sempre crescente]

lasintoti: Ì=0 e v'x; M(-2, -4\, N(2' 4)]

[asintoti:.r=1 e ]=r-1: M(0, -2), N(Z'z\l

fasinroti, 
,=o e y=12 3: lvt z. Ir. lrz. sr]

[",i,Loti, 
,=t , y=i-tr, M{r. l). N(s. s)]

IasinLoti:.r=o[ . Y=Jl semPre creccente]

t I -r o i !,
Iasinrori: 

Ì=-j . y=l- i, M(-2. -2). N[. -rl]
[asintoti: ,=1 e y:]t-6, M(-1, -9), N(3, -1)l

Iasintoti: Ì=1 e ]=-l+3, sernpre decrescente]

lasinrodr Ì:5 e Y='; M(3' 1)' N(7' 9)

funzioni razionsli ftatte di grado superiore al secondor proPo§te n€gli

.. 6(1-r)'Y= r'

(C.8.: t+0, asintoti: x=0 e y-x, y'=
Pet il grufico, wdi fig.27).

(i-1)(l+3) .. 1t3-t)

F./-\'5. - 11.

Fig. 26 Fig- 27

2o à1

2 per lalutare iÌ s.ado di una funzione. basra $riyeila in loma inte.a e teoere preseùle che. Per esehPio, sono di 3"
gado, oltre ai ionomi del ìipo rrr:. anche i monomidel dPo tr:r'



4a0
34t7. y:l=#!!

5 Esedzl

lasintoti: .t=0 e ]=r-3; N(2, 0)]

lasintoti: t=0 e ]=r; N(2' 3)l

lasintoti: .r=2, ,---2, y=xi Mt{D, -i\6, u1'/n,}{t1, r=o'1

[asintoti: 
x=2, ,=3, y-1; N[t, r]

[asinloti: x:1, ,=-1, ,=0; F=0]

lasintoto: ,=O; ,V(1,3), F(-V2, O»

)=o; M(0, 1), "(-+.r' "€, r]
lxn,o,o, r=0, "(,,i), "(-,,-1."-, "(-vr -lao ), .,(rrt)]

[a§intoti: '=1, r=-1, Y=1; M(0' -1)]

[asintoti, 
*=0 " v=0.,v(-2, -+) .(-, -fl]

lasintoti: 
x=z " r=t; l=o, r(-r, f)]

rz, N(0. !)."( *, il, .(\4, r]
lasintotii ,=1, x=-1, Y=1; F(0, 1)]

[asintoto: 
y=-:; ,rz(rf , s), ivCz, -s1,...]

[asintoto, 
y=r; ,(-r, 5J, 

"(0, -r),...]

[asintoti: 
r=: . t=-n, "E,t\,...]

[asintoti: ,:1, x=-1, Y=oi F-Ol

f*iototi: ,=: " r:-:' ,tr$, l), rpn, N)]

fasntoti, 
r=r e y=1; Fr(0, r,.(+,-r]

[,.intoti, 
,=tr6c,=-VI u,t-tT,ol. u,lo,f,). u,1V:, ol. ,v1-r, 21, rv,1r, z1]

34t.

349.

,=t'4

.l-5.!+4- x'!-5x+6

t1+2

t=4-

/=;;T
-!'?+ 1y:--;--

l+.r

v-zr
2.x'z+lY: ---;---:-

,:+.r- I

3+&-3t'' l+xl
l-x-l' f +.x+l
4x(2-x)y= --r---:r-

Y: G'-tr
6.x-3r2y: -r:---u-rr

,=4!' x'-l
tJ -.r r' 4-21

357.

fu"iototo,

[^.in,o,o,

361.



9. Studio del gratico di una tunzio,rè 48'1

Gli esercizi dal 367 al 380 propongono di studiare il grufico di funzio i irrazionati, cioè di funzioni
espresse da w1a formula costruita yalendosi a che dell'operuzione irrazionale di esttuzione di

Il prccedimento per studiarc il grafico di queste fun.ioni à analogo a quello seguito pet le funzionirazionali con le seguenti modifiche:
A) quando si cslcola it campo di esistenza di funzioni irazionali, occorrc riconjare che \6 ha

risuhsto rcale solo se N>0:
B) prima di cabolare gli asintoti, occofte yalutale anentumente il campo di esistenza, che può

snche esserc liìfiitsto:
C) pet deiwe una funzione irrazionale occorre vsle$i anche della regota di derivazione di

lunzione composta (wdi schems rli pag. 667). Peiinto ta denyazione iuò condune o scrivele
flnzioni da espressione molÌo complicata; it tsl caso si tralascìa l; studio del segno delta
àerfuata seconds.

Per isobere equazioni e disequazioni, basalsi su o schema di pag. 671.
Pet interpretare i isuhati deì calcoli, tenerc pr€sente lo schema di pa|.670.

Studiare il grafrco delle funzioni proposte negli esercizi dal 367 al 380.

367. ,1 -x\4 r'
["., 

-,=,=,,,'=

11

I ",lC.E.: ,t>1. y'-- 
=:-,2V(.Y- l)r

..r'4rr^rry =-. Ll-;rl, veor llg.t\xt)\zt

-r+ 1

\F
Vr+,

Graflco di lunzioni alqebriche irrazionali

368.

xl
l

,]

36e. r=l:v5-

Fig. 28 Fig. 29

1...., ,=r. ,É, -,,u), N:o(o, o)l

l"'"o'
[C.E.: x>-1

[C.t.: ,r>0. a(inloto .r-U. .empre crescente. ...]

-170. v: r' \Gn
371, Y=

372. y=

371, ,:,L1

374. r= vEi
1c.., .r,. arjnroro )=0. "(, j) ]



482

375.

376.

5 Esèrcizi

[C.E.: -1<.r<1. asintoti: .r=-1, Ì:1; F(0,0)]

\/l:7

311. y=

.l G !51 "l\6 v5\ |

]C.E.: -l<.r=l asinroto Ì=0. decre\cenre. n l- i,- il ,,\i il l

1..., o=r=, asintoto r=2, -**r". .(1,18, )]
lc.E.: r> r. M(0. 2)l

lc.e., -r=,=r. ,rz(]. s)]

lC.E.: 1=r=3. M(2. 2)l

37t. y=2\Fi-x
379. Ì=3r+4Vt=
3s0. Ì=\t-1+V5;

__4_
2-x

Gralico di funzioni trigonometriche

Gli esercizi dal 381 al 413 ptopotl|o o di studisre il grafico tli funzioni tùgo omeniche, cioè
ot@nu,e o partire dalla funzio e j=se x.
ll prccedimento pet studiare il grafico di quege lunzioni è a alogo a quello seguito finoru con le
segue,ui modifiche :
I) occone teùer conto del fatto che le funzioni ùigonometiche sono periodiche;II) quando si calcolano gli asinroti, occone ico aÌe che non esiste il limite per t-ù della

funzione Y=sen Ì'III) spesso una futzione dall esptessione complicata può diventare più semplice, se ci si ysle
oppotunamente delle fomule trigo omet che. ln pa1icolare è utile tefiere presente che:
A) valendosi delle lormule di addizione del sefio, è possibile esprimere qualunque lu zione

del tipo y=a sen x+b cos x+c ùella foÌna
)=r.set tx.l .rl+c. ,=\-, -U " z=orrr| L,

B) valendosi .lelle formule di duplicazione si può scivere

sp ' x=rll-cot 2x). col )=rtl+cos 2x1. s?n t( cos x-')sen 2x.

Per risolwrc equIzioni e disequazioni, basarsi sullo schema di psg. 672.
Per iùerprctare i srLttti dei calcoli, tenere presente lo schema di pag. 670.

Studbre il grafico delle funzioni proposl€ negll esercizi dal 3El sl 4t3.

381. )=sen.-\5cos r-2
(ln bav al prcc?d nPùt,, A. l [t tzio ? d ? h

tl t=z* 1, iYz

Fig.30
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382. y:5sn 11aar r-'

383. y=1§3gr r1... ,*,

384, 1=591r-...,

Ì=sen .r+!5cos x+1

)=16sen r-cos r-2

):2 cos2 j-4 cos -r

483
lt
[,=v, se" (r+;J-1]

[r=z r.r 1,+]l+zlL \ b/ l
I - / \l
ly=V2 sen lr ;lL\4/l
lt\r
li=, sen (r+ j]+1]
I/,\l
r\6/l

385.

386.

387.
(Pet auere una prima ided del BrqJico, ct si può basarc sul procedimento B, per scrivere ta Ìunzionenella forma t:l+cos I2x) 4costt (fig. 3l). Studiando poi il segno delia fu zione e delte sue
derivste, si ottiene:

y:2 cos )t(cos x -2), y' : -a sen |cos t - 1 ), y" =,r(cos x- | (os * !) *at 1g. szl.

&(0, 2), &(2r, 2) hiniù

a(i""i), a(i-"i)rc*

Fis. 31

388. ],:4 sen'z, 8 sen .r+3

389. Y=,f 5sn: r-1

390. Y:5.nu r-2 ."n,
391. )=4 cos'?x-8 cos x+3

392. ,=-sen'zr 2 sen r+3

393. y=-cos'?r+cos r+1

394. y=sen2 Ì-sen r+l

fner nerioao to,z"]: NE, -r),"8","),. ]

[ner n".ioao tr, "r "Fz,l, N,(0. -1), &G. -1), ...]

[ner rrioao to,2,n: Ne, -t), "É" l. ]
lnel periodo [0.2r]: M(;t,15), N,(0, -1), N,(2.-, -1), ...1

[ner nerioao to, ,"r: NFz, o), ,C",4, 
)

., l
fner neriodo [0.2;l: N(--. -r). Mi{j. i]. M,lsj. il ]

lner nerioao r0,r"r N,(r6,i), 
",(rr,,), ",(r;,1), ",(.;,.)l

Fis. 32
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395. /=sen r+sen r cos .r

396, )=2 sen Ì cos x-2 sen'.r
[,,

5. Eserclzl

"({,--'r), 1

(Applicando il procedimento B, si attivo a scrivere la funzione nella fotmay=ten (2x)+cos (2x)-1, di cui si può tacciarc il yalko con I'oddizione galica (fig. 33).
Si può migliorure il isultato, applicando il prccedimento A, in modo da tc vere la funzione nella

- / -ìfoma y=v2 se l2x +: l- l; vedi fig. 34).t1/

periodo [0,2,!Ì: "(:, =r,r),

Fig. 33 Fig. 94

3n, y=serl *+2!l sen r cos .x-cos:.x+1

398. )=sen'z.r+3 cos?,

399. )=3 cosl r-senl r
200. )=2 sen':r*2\6sen r cos x

rml. y=66s2 r12 a"n , cos r-sen2 l
40.2, y=co* x-2 seII x cos r+scn2 -x

403. y=2 sen (3.t) cos r
(Con le lomule di ptustaferesi la fu zione iliventa y:sen (4x)+§èn (2x), focile da disegnare con
I'addizionè grafica),

4X. Y=2 5s* cot 13r,
(Con le formule di prostalercsi h lunzione dbenta t=sen (4x)-sen (2x), facile da disegnarc con
l'addizione grafica).

1_\aos. y=cos (x+tl-cos tr-;J
(con le lomute di ptosrafercsi h lunzione .tiventa y=-2 sen (+ff). innediara da diseuare).

/-\/-\eoc. y=sen {x-jl-sen {.r- jJ
(con le lomule di prostakrcti lo funzionc dieenta y:1\/3 cos x, imrnediata da dkegnorc).

ll\l
L)-, sen (rr-u+1]

lr=cos (2r)+2]

D=2 cos (2r)+11
lt-\ì
P=2 

sen 12Ì-;)+11
I - / -\l
ly=v2 sen l2r+a]l

ly=1-sen (2x)l

y-Vr'rsr(,+*)-l
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407- v= ll§s!-L' 1-sen x

(Net periodo t0,2nl, C.E.: x+1, , 2costY=;-----,Y= 2( seix-sen x+2)
(1 sen x)3 ; wdi fig. 35).

" ,=f,". au***". ...t

485

3

(3'"") .,",."

,ro*- v= l-sen 'Y

(Nel peiodo [0, 2E], asintoto x=;\ decrescente, ..., discontiluità elimi abile hel punto d'ascissa

,=?.

409. ,=99§i:§§!j' .o§ r+sen r
(Nel periodo [0,2t],

410. v= 4 qs Ì- 2 cos: x+1
(Net peiodo t0, 2El: Mt (X,

411. y= 2 !en: r+l' lsen-r
Na wrioao P,2,1: u,(j,
*(i",-il, ,

412. y=2-s9ÉJ!1

-{r)

(Net peiodo t0,2rl: M1f7r,

ar. r=ffififfi
(Net periodo to, zA, u (1",

-o)u,(j" o)n(X, rr),,,&".r),,,b.-i) ,

*i"ari ,:f "

*) *(", -i) ",É", t ), -, &", -t), -,8",

j) ,,(i" o) u,(i" a). ,,li.vr) r(i""Dl

o)N(;,o) t



486 5, Esèrcizi

Grallco di varie funzioni trascendenti

Gli esercizi dal 414 al 420 propo gono di studiarc il grufico di funzioni esponenziali, cioè di
lunzioni ottenup a paftire dalla Junzione

Y=e''
Il pocedimeuo per studiarc il gtafrco di queste lunzioni è analogo a quello seguito pet le funzioniinazionali con le segueni modifich.:
A) qMndo si calcolaao Eli asintoti, occone ricotdare che

lim e'=+6 e lim e'-0
B) quando si saudia il seeno delle funzioni, occo e ricordare che

e'>0 pet qualunque x,
C) qw do si deitano le vùie funzioni, occo e valùsi anche della regola di derivazione di

funzione cotuposra (vedi schema di pag, 667). Pertanto la deivaziohe può contlwrc a sùiyere
funzioni dall'espressione moko complicata; quando si verifica questo, si tralascia lo studio del
segno della derivoto seconda.

Per risolvère equazio i e disequaziofii, basa6i sullo schema di pag. 672.
Pet interpretare i tbukati ilei calcoli, tenerc presenta lo schema di pag. 670,

Stùdl.r€ [ greflco dcl€ fuzioni propodt€ negti esercizi dsl 414 al 421.

414. y-e','
(Si oniene y'=-2v s-ì, y=2(2f-l)'e-ì, tim e-ì:0, vedi liT. 36).

F;(-#.+") r.(++")n"",

lrs. ,= -!l-' -r+ I

117. y:x'1e-'
!4lt. y=2t

-!

A0. y=2'' 3sn *

tZt- ,=-L' l+e'-'t

Fig. 36

[^,in,ot;, 
*=-l . r< ",1"r,*,, ru(z 1i)]

[asintotor y=oa destra M (1. e- t), F(2, 2e-1) ...]

[asintoto:]=0adestra: fV=O(o, 0), MQ, ae-1), ...'1

lasintoti: ,x=0, ]=1, ]

[C.E.: x>0, N(2. V-2e),...]I - -' .o. r. ,.1p,=v2?-, sen lr_ ;J, )"=_2?



L Studio del g€lico di una lun2ions 447
(Ques.a f nzione è snta gM intrcdotta eog. 51) pet studiarc la crescita di una popolazione: in tal
caso la variabil? 

^ 
mdica il empo e la totrabile y il numero di individui che compone una popola-

zione; le coshnti K, a ed r, generatmente positive, caraxeizzano l.t popolarione esamilata e
possono esserc individuate in base a ileyazioni statistiche.
Siomo ora rn grado ù uacc@e un grafico accurato di questa fu zione: si o errà la cwya logistica,
che era stata solo 1bbozzata a pap. 54.
Si hanno come asinroti otizzontali:
- la rc a d equazione J= K, per tt-+6.
- la rctta d equazione y=0. per t--n.
Si ha poi

"(, ".r"-À/_____- v'=-:::---.le'" - lJ' [1-e"-' ] ll+e'' I
Dal glafico (fig. 37) si traggono delle chiarc indicazioni sull'andame to ài an fenomeno di accrescr
neuo desctitlo dalla curvo logislica:
- la popolazrone tende a rug|un| e il nun"to di K indtvtdut;
- si ha "un'inversione di riàenà" netk crescito, quarulo la popolazione raggiunge it vatore !,che à la metà àel wlore asintotico).

Fig. 37

Gli eselcizi dtl 122 al 127 propo gono di studiare il glafico di lunzio i logaritrniche, cioè di
funzioni ottenute a partirc da a funzione

ll procedimento per studiale il grufico di queste funzioni è a alogo a qrcllo seguito pel le lunzio i
iftazionali con le seguerxi modifiche:
A) quando si calcola il campo di esistenza, occote ricordnre che kt funzione t=ln x è definita per

t>0.
B) quando si calcolafio gli asintoti, occolrc icordarc che

lim ln x:-*. lim tn x:+@
C) quando si dzrivano le varie funzioni, occofte wlersi anche della rcgola di derivazione di

funzione composta (vedi schema dì pag. 667). Petanto la deivszione può condu»e a scrivere
funzioni da 'esprcssione molto complicata; quando si verifica questo, si tlalascin lo studio del
seq o deld deltuatd secoruld.

Pet isolvere equazioni e disequazioni, basatsi sullo schema di pag. 672-
Per interpretare i risultati dei calcoli, tenere prcsente lo schema di pag. 671.
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422. y=\!

e1A. v==!

44. t=x ln x

425. )=lnlr+ln r

426, y=;,-1n 7

427. v=rnl I l' \cos,r/

5. E§€rcizi

Studiare ll $allco delle funzlonl pmposte negli eserclzl dal 422 ,l 427.

lasintori 
x=o . i=0. )'= I -jf'. y'+ zb+1. vedi ris.

Fig. 38

lasintoto r--1, discontinuità eliminabile in .r:0. N(e, e),...]

[aiscontinuira 
eliminabile in.-, ,(+ -])]

[asintoro,=o. 
r(+ +) .(fr fl]

fa,inroto*=o. 
rG -*)]

I / --\ - I
[nel reriodo É.i] asintori x=tj. rv=o(o.otl

,tl

Gli esercìzi dal 428 al 446 propongono di stùdiare il grafico di funzioii in cui co paiano tolai
Il procedimento per studiare il grafico di queste finzioni è analolo a quello seguho finotu; occorre
solo ricordare la defrnizione di valote assoluto e cioè

a, sc risuha a>0
ta t: -a, se tisuha a<0

lzt. y=i(.r-1)3i
tt-l)'. se x>l : veù fig. 3q.

Iùt ha: y=
-(x-l)r, se x<l



9. Sludio d6l gra,ico dl une tunzione

lx-l l4». '

x- 1,
(sì ha: lx-11= ; vedi Jig. 40).

489

-(x-l), se

,>1

t<1

x-1

-(x- 1)

aJr. y=lf-r 
I

(Si ho: y=

a3l. ),=iÌ-t'1
(Si ha: y:

t-l pel x=-1 o xal
-(l-1) per l<x<t).

t-f pet o=x=l

-(x-l) pet x<0 o x>1).

{32.

435.

'(3t.
441,

4.

10. Problemi di massimo e minimo

Gli èsercizi ddl 447 al 526 conducono a risolvere probtrmi di massimo e minimo ttutti ita yai settoiteo ci cd applkativi. Per isolveft quesi probieni. basohdosi sul calcoto diffcrenziatc, si seluesafiprc lo sle'so ptoccdimanlo, chc possiamo schamatizzarc nel modo sepueiie.

Pef calcolùe ll massirno dssolt$o:
l) si trudu.? il probleha in una funzione y=fix), delinita i un intenatto Ia. bt.
2-) si cokolano le o inate I@ e I(b) det punri di oscissa a e bJl si.l?le.rninono i punti M[m,l(n)] di massino rela,ivo della funzione, nel rnodo seguente:
A) si.deteminano i punti sta2ionai. calcotanilo i yaloi m per cui risulta f,(m)=o,E) si vetiJica se i punri sbzionori sono di massimo rchtivo; per questo si han o due abe adve:

1) studiarc il segno di f(x),) yerilicore se isuha f h)<0,
4) §i ttova il matsimo arsoluto, cioè il più grande fta i valon l@), f(a), f(b).

y=\,/il-f,

,=lr-1i
.r+ 1/=E:Ti

v=,'lÈ-r_

ttt. y=lxt-'!l
*r. ,= l'*l I' )x-11
4!tr,. y:\/É=\
rg3. ,=]sen.y +cos.y
afi. y:e'+lt)

4an.

436.

4§.
442.

u5.

y= lx3_:r i

l.r+ I I
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Pet calcolare il ninino $rolulo:
l) si ttuduce il problema in una lutzione y=f(x), delinia ih un i tervollo Ia, bl,
2) si calcolano le ordinate f(a) e f(b) dei punti di oscissa a e b,
3) si determinano i punti Nb, fb)l di minimo relativo de a funzione, nel nodo seguente
A) si determinano i punri stazionai, calcolando i valori n pet cui tisulta |hù=o,B) si yerilica se i punri stazionali sono di minimo relativo; per questo si hakno due alter ative:

I) studiare il segno di f'(t),II) veificarc se tisulta l"(n)>0,
4) si tro\1a il minino assoluto, cioà il piit piccolo fra i wlori f(n), f(a), f(b).
È importanre norare che mohi ptublemi di massimo o minimo possono essere rapidanente risoli
se za talersi del calcolo differcnziale e basandosi sui ptucedimenti esposti tel Comple ento A
(pag.511).

Problemi di geometria piana

,147. Fra tutti i triangoli rettangoli che hanno costante la somma dei cateti. determinare quello di
ipotenusa I minima.
(Indicati con t ed y i cateti si ha è=i+Ì, t+y=s.
Il problema si può rbolvere in trc modi:
I) pet via elementate, vedi Compleme to A;ll) volendo\i della seoiertia alalitica. vedi Conplem?nto A:lll) ndicando d'=2. y=s-x e valendosi del grafico della parubola z=2ì-2sr+§.
Si ottiene che il ttiangolo richiesro è quello isoscele).

rl48, Fra tutti i triangoli rettangoli che hanno l'ipotenusa fissa, determinare quello che ha somma dei
cateti massima.
(Tenerc presenri le considerazioni svohe ell'esercizio 447; si oftiene ancora il trisnSolo isoscele).

tg9. Fra tutti i triangoli rettangoli di ipotenusa fissa. trovare quello di area massima-
(Valgono considerazìoni analoghe a quelle svolte nell esercizio 147; si ottiene ancoru il ntunSolo

450. Fra tuui i triangoli rettangoli di area fissa, lrovare quello di ipot€nusa minima.
(Valgono considerazioni analoghe a que e svolte nell'esercizio 147; si ottiene ancoru il nianqolo

451. Fra tutti i trapezi isosceli circoscritti ad un dato ccrchio (fig. 41)
determrnare quello di area S minima.
(lndicate cofi x ed y le semibasi, si ha S=2t(x+y), tt=i.
Il prcblena si può tisolwrc in due modt
I) per via el?mcuarc, vedi Conplenento A:
tt) e:princndo S=2rlr ' L)? 

'atendo'i det «trcto dillaenzrcte' I x/
Si ottiene che il trapezio ichiesto è il quadruto).

452. Fra.tutti i trapezi isosceli circoscritti ad un dato celchio determinare
mtntmo-
(I ilicate con x ed y le se,lnibasi, si ha p:x+y, xJ=l

prcblema sipuò tisolrere in ne modi:
l) valendo'i d?l pin.ipio di d alita tvedi Complemeno A):
llt p tia eleme tarc. v?di Complemento A:
llt) espim?ndo p-t L e vat?ndoti del calcolo dilfrenrole.

Si ottiene che il trapezio richiesto è il quadrato).

Fig. 41

quello di perimetro 4p
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,153. Fra i trapezi che sono inscritti in un semicerchio di diamelro 2/ ed hanno il diametro come base

maggiore, determinare quello con l'area ,S massima.
(Indicando con 2x la bese minole, si ha S=t+r.]l?-ì- Pet senplilicare i colcoli, si può deter
ninarc il l,ds:imo di )=i'). i ortiene Iareo .r,"-o W' ,= jt.

454. Fra i trapezi che sono inscritti in un semicerchio di diametro 2,. ed hanno il diametro come base
maggiore, determinare quello con il perimetro P massimo.
(Indicando con 2x ta base mino/e, si ha P:2hlt+\/24t-x) l, massimo per x=r.
ln questo caso ci si può anche valere della geometria analitica, indicsndo con y il lato obliquo e
basandosi sulle intersezioni di un fascio di re e e di una parabola).

455. Fra tutti i triangoli isosceli di perimetro 2p costante, determinare quello di area S massima.

(lndicando cott 2x la lunghezza detta base, si ouiere S:*lF-Zpr, no""ima per »=\ - Il rriongolo
rercaro è quetto equilateiot. ' 'r

456. Fra tutti i triangoli isosceli di area S costante, determinare quello di perimetro 2p minimo.
( modo pit:t rupido per lboberc il prcblema è quelo di basa$i sul principb di dualita (vedi
Complemento A) per affemare che, in base ai tisukati dell'esercizio prcceàente, il niangolo equila-
tero risolve il problema. Abrimenti, indicando dì nuovo con 2x h lunghezza delh base, si debbono
esegune calcoti abbastanza complicati).

4S7. Fra tutti i rettangoli inscritti in un cerchio di raggio r, determinare quelìo di area S massima.

(lndicando con 2x uno dei lati, si ha S=4x\F-1, massina per x:J=).
\t2

458. Fra tutti i rettangoli inscritti in un cerchio di raggio r, determinare quello di perimetro P massimo.

(tndica do con 2x uno dei tati, si ha P:&+4!*, ^oxu o pe, x=J-1.
\/2

459. Fra tuttj i triangoli isosceli circoscritti ad un dato semicerchio di raggio /, determinare qllello di
area S minima.

( Iruticaruto con 2x la base del tia Boto, si ha S=r-:, ini,:1(t pet Ft\,E).

d60. Fralutti i triangoli rettangoli circoscritti ad un dato ccrchio di raggio ,'determinare quello di arca

(È it ùiansoto isoscete).

461. Fra tutti i triangoli rettangoli circoscritti ad un dato cerchio di raggio / determinare quello di
perimetro minimo.
(È it ùiangoto isoscele).

462. È dato un triangolo equilatero di lato 1 e la circonferenza ad esso circoscritta. Tagliare la figura
con una retta pàrallelà ad ur tato del tiangolo, in modo che sia massima la differenza D fra il
quadrato della corda intercettata dalla circonferenza ed il quadrato del segmento intercettato dal
triangoÌo.

(Indica do con x la distsnza della reta dal centro e con r il ggio del cerchio, si ha

D:1C21+fi+P); perciò it problemd si può lisolrere basandosi sul grafico della parabola.

''-,'.",^ -' .".,'',. ^"" --|3 'Ricordondo poi che t:Ji, st ouiene che il ndssimo ichiesto si realizza per x= 12r.

463. Data una circonferenza di diametro Ur=2r, sr conduce la corda CD perpendicolare ad,4B e si
considerano i tdangoli seguenti:

- ACD che contiene il centro ed ha area Sr,
- BCD che ha area sr.
Determinare la distanza di CD dal centro. in modo che sia massima la differenza S:Sr-Sr.

tlndkantlo con .x la dLtonza dctla,oftla dal cenrro..t ha S=2t\F= ^ossima 
pe, x-! rt
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464, Data una circonferenza di diametro 7r=2r, si fissa la tangente t alla circonferenza in -4; condufie
una corda MN, paraltela a r, in modo che, proietiando M ed N perpendicolarmente su I, si
oltenga un rettangolo con una delle seguenti caratteristiche:
I) massima diagonale d,II) massima area S,
IIt) massimo perimetro P.

(Si oftiene che i ,nassimi richiesti \ono: d!,=l\,ryr, s,,= j v.r.. p"-2tt2 {i)).

Problemi di geometria solida

,165. lnscrivere in una sfera di raggio R il cilindro di superficie Iaterale S massima.
(Indicando con x il quadruto del taggio del cilindro e con y il quadruto dell'arca S, la funzione di
cui si cerca il massimo è

y:16i')(-;+R'?x) con o=tt=Rt
Perciò il problema si può isolvere, basandosi slt |rufico della parubola (vedi Conplementi A)
Si orÌi?n? ehe te dimetlionr det (ilindrc debbono "rra,, rL " 1r=$p1

v2
2166. lnscrivere in una sfera di raggio R il cilindro di volume y massimo.

(lndicando con x il rogsio di base del cilindro- si ha v=2-,'r{i4, -^",-. O* ,:,1f 1,.
467. Inscrivere in una sfera di raggio À il cilindro di sùperficie totale S massima.

(Indicando con t il raggio di base det citindrc, si ha S=2xì+4 \F= assimo Per
r-----=1/5+Vj

,168. Fra i coni circoscritti ad una sfera di raggio / determinare quello di superficie laterale s minima.

(tndicando con x t'attezza del cono,,i mi,* s:=,(r+,+4), ninina pet x=42+\,ry».

469. Fra i coni circoscritti ad una sfera di raggio / determinare quello di volume y minimo.

(Indicando con x l'atrezza del cono, s, orriene V--!=ì;\, ninimo per t=ht).

4?0. Fra i cilindri inscritti in un cono di diametro2R ed altezza h determinare quello che ha la massima
superficie laterale S.
(Indicando con x il diametro di base e con y l'altezza del cilindrc, si ha S=rxy; basandosi sulla

simrlitudme di oppotnni tiangoti, r*ulta F+ù-y).
Il problema si può risoh,erc in due modi:
l) per via elefientarc, vedi Compleme to A;
II) valendosi del qrufrco della parabola.
Si ottiene che il cilind/o ichiesto ha ahezza fietà di quella del cono).

471. Fra i cilindri inscritti in un cono di diametro 2R ed altezza fi dcterminale quello che ha il massimo

(Indicanalo con x it ruggio di base e con ! t'altezza det citindro' si ottìene v=-*fn-yÌv;
-hmasstmo Per Y:jt.
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472. Ad un cilindro equilatero. che ha raggio di base ùniiario. circoscrivere il cono con la base compla-

ndre a quellr del cilindro e \olume mini_no

ttndicando con \ il rug8io di b.t'? del .ot1o. si orriene V-2':j r: ^a"i.o pe, ,-3;t.

473. È data una semisfera di raggio ,.. Determinare il cono che sia ad essa circoscritto, con la base sul
piano diametrale, ed abbia superficie laterale ,§ minima.

tlndrcando,ott t lalÉzra tl?l tono, ti ottipn? 5 =, --L fii,tin.t pet \=\3t).-r-r
474. Un cono ed un cilindro. che hanno la base in comune, sono inscritti in una sfera di raggio /.

Calcolare a quale distanza dal centro della sfera deve essere la base comune, per otrenere che sia
massima la somma S fra il volume del cilindro ed il triplo del volume del cono.

(Indicando con x la dista za esafiifiata, si oxiene S=n(l-l)(r+x), massima per x=l).
475. Due coni relti sono inscritti in una sfera di ra8gio J, con base comune e disposti da parti opposte.

Calcolare a quale distanza dal centro delìa sfera deve essere la base comune per ottenere che sia
massima la differenzrì y fra i loro volumi.

(Indicando con x la ditanza esaminat't. 'i o,,;"n" v=f 1;-l*. -assino pet x:i?.

416. Fra le piramjdi rette che hanno base quadrata e superficie laterale fissa, determinare quella di
volume massimo.
(Le facce sono trianqoli equilateri).

477. Inscrivere in un tetraedro regolare il prisma triangolare a basi parallele che ha la base sul piano di
bdie del Ierraedro ed iì \olume y massimo.

ttt p sna tlev? averc atrezza uguak aa I dott.ahczza d"t t? acd,ot.
3

478. Fra i tiangoli retlangoli di ipotenusa a, determinare quello che ruotando intorno ad uno dei suoi
caleli gencrJ rl cono dr volume y ma*imo.
(lndicando con r it careto itnono aI quste svt iene Ia r(,ru.iotrc, si onrcne V:! --d xl)x, massino
pa r:+).

V]
479. Fra i rettangoli di perimetro 2p assegnato, determinare quello che, ruotando intono ad uno dei

Iati. genera il cilrndro dr \olume y mas(imo.
(Indicando con x it lato into/no al quale awiene la roÌazione, si otiene V-;(p-x)'zx, fiassimo pet

480. Fra tutti i triangoli isosceli inscritti in un cerchio d; centro O e raggio r, determinare qlrello chc,
ruotando intorflo alla sua base, genera il solido di volume y massimo.

ttndi(ando,on t to diylnza delta ba\e tlol c?nt,o O, ,i o rcnc V=1.,,-ri\'F= mst\imo per
2

481. Calcolare a quale distanza dal centro di un cerchio di raggio / si deve condurre una corda affinché
sia massima ia superficie S generata dalla corda in una rotazione completa intorno al diametro ad
essa parallelo.

(tndica do con x ta dista za esaminata, si ottiene S:4tx{71i, massima pe, r=i)
v2

482. In una circonferenza di centro O e raggio / condurre una corda MN parallela al diametro AB' in
modo che il solido generato dal quadrilàtero OMNB in una rotazione intorno alìa retta '48 abbia
volume mÀssimo.

(Indicando con 2x ta corda MN, si otie € v=Ie-i)(4x+ù. nassimo per x=!).
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483. Fra tutti i lriangoli isosceli di lato a ed altezza variabile determinare quello che genera il solido di
volume y massimo, ruotando intorno ad una retta parallela alla base e passante per il vertice
opposto.

(lndicando con x t'attezza variabile, si ouiene v=7;itEi, massbno per x=r

È daro un triangolo equilatero,4BC con it lato lungo a e si considera un punto M, variabile sul
lato,48. Da M si conduce la parallela al lalo BC, che incontra il lato,,lC in P, e la perpendicolare
al lato BC. che ìncontra BC sresso in O; si fa ruotarc il quadrilarero CPMQ inlorno alla retta ,C.
ottenendo un solido di volume f. Determinare la posizione di M per cui il volume y è massimo.

t/st4ttndra do r. t4B. si olkne v=;-r lu-;, I ."*.. per x=;a).

4E4.

Problemi basati sulla trigonometria

'=l

485. Data una scmicirconfcrenza di diam€tro AB:2t. si, iaccìa una corda ÀC e si considemno i
seguenti puntii

M. medio di AC,
H. proiezione onogonale di M su .48.

Determinare l'angolo 82C=x. in modo che sia massimo il segmento MH.
(Si ottiehe ME=r sen cot )c, massimo pet x-15").

486. Sull'arco A8, quarta parte di una circonferenza di centro O e raggio r. dclerminare un punto P,
in modo che, detto C il punto medio di O,4, il quadrilatero OBPC abbia area mrslima.

ttndrcao Còp=t. ,, on,sa, g=!,iz cos :+\? t). ma\ri,no ,", , -** U),
487. In una semicirconferenza di diametro,aa=2/ si r ccia und corda AD e. detlo C il punto medio

dell'arco BD. si considera il quadrilatero.4BCD. che ha area,S. Determinare l'angolo BAD, in
modo che S risuki massima.

(lndicab RÀD=2x, si ortiene S=l sen 2r(cos 2t+t), massimo per t=3C).

488. ln una circonferenza di raggio r si fissa la corda ,48 che dista j aat cent.o. Considerare nel

maggiore degli archi AA un punto C e prolungare .4C di un segmento CD:,4C; detcrminare per
quale posizione di C è massima l'area S del triangolo CDB.

(hdicab CÀB:\ si ottiene S=$f sen x sen (l2r-x), massimo per t:dn.
,t89. Dato il triangolo rettangolo isoscele ABC con il cateto,4B lungo ll, condurre per il vertice C una

retta ,' non secante il lriangolo e considerare i segmenti di perpendicolare AM e BN condotte su /.
Determinare Ia posizione di / per cui è massimà la somma S=AM+8N.
(bùica,o con x l anSolo che t forma co il cateto AC, si o iene S=alsen r+sen (45'+x)], massimo
pet x=arctg 2).

4m. [n una scmicirconfcrcnza di diametro ,4r=2/ si traccia la corda ,4C che forma con ,48 l'angolo
B,aC:; e si considerano sulla semicirconferenza due punli D ed E, in modo che,4C sia la

bisettrice dell'angolo D.ìE. Determinare I'ampiezza dell'angolo D.AE, in modo che sia massima
l'area s del quadrilatero ,4DCE.

(ndicao DAE=2|, si ha S=;; sen t4x), nas\inu pet x-e).
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491. Inunacirconferenzadiraggio,'sifisscunacordl.48lunga,'V3edaunpunroOva abile su '48
si conduce la corda CD, piipendicolare rd,rA Determrnare la postzrone dr 0 per cui è massimo
il perimetro 2p del quadrilalero ACBD.
(valetdosi opportunamette del teolema della coda, sceglietdo BA.C=t si ha

F rt-t/tt ,o, 1.1-:1. nasimo per rjt.
492. Si considera un punto M, variabile sull'arco ,48, sesta parte di una circonferenza di centro O e

raggio r e si tràccia da M la parallela al raggio OA, fino ad incontrale in N il raggio OB.
Dèierminare la posizione di M, in modo che sia massima l'area del triangolo,4MN.

t DPv" eserc AòM=I).
6

493. Si considera un triangolo isoscele,4BC, con i lati obliqui,4B ed AC lunghi a e l'angolo al verlice
,4 variabile; si tracciano le seguenti semilette:

- la bisettrice dell'angolo 8,4C, che incontra in D la base AB.
- da D la parallela ad AB. che incontra il lato,4C in À,
- da D la parallela ad AC, che incontra il lato 7tB in F.

Calcolare l'ampiezza dell'angolo BrC, in modo che sia massima l'area del quadrilatero ,4EDC'

lDeve essete BAC:;).
494. Sono date due cir.oni"r"nr". "f,. 

lunoo diarrìerri Ao=r ed AB:4/ e sono tangenti iDternamente
in ,4. Condurre una retta per A che incontri la circonferenza minore in M e quella maggiore in N,
formando un quaalrangolò OBNM con le seguenti caratteristiche:

- perimetro P massimo.
- area .t massima.
(Indicando x=BA.M, si otteùgono i vatori x:arctg 3 e x=45").

495. Considerare un punto M variabile su una semrcrrconferenza di drametro A8-:2r, congiungere M
con ,4 e con B è costruire, esternamente al triangolo /BM, 1l qna&ato AMPQ, di lato '4M; si
otterrà un trapezjo rettangolo. Determinare la posizione di ,14, per cui il trapezio,4BPO presenta
le seguenti caratteristichel

perimetro massimo.

(Indicando x:BÀM, si ottengono i valoi ,=l**tr " '=*.'e!)
496. In una semicirconferenza di diametro ,'18=2/ è inscritto il lrianSolo rettangolo "18C, che ha

l'angolo di vertice ,4 ampio 60". Si constdera un punro P variabile sull arlo 8C e si indicano con
,v eia lv te proiezioni di P sulla corda aC e sul prolungamento della curda-'4' Determinare
l'ampiezza d;ll'angolo P,48, in modo che sia massima I'area del rettangolo PMCN'
(si otiene PÀB=2c).

497. È dato un settore circolare,4OB di rasero OA =r ed angolo rl centro e6B:60' ' Nel settore si
inscrive un rettangolo PQMN con la bàie PO sul ragero O,4, il verrice M §ull arco ed il vertice N
sui raggio OB.
EsDnmere le dtmensronr clel reltangolo in funzione dell'angolo '4AM=r ed iDdicare i rettangoli
chè presenrano le seguenti carallerrsliche:

- area massima.
perimetro massimo.

- diagonalc massima.

tsi otnptp rr=30". ' tiktl lt- l). , -t *,rsrtts,t.- l Vtl
498. È dato un quadrante AOB di cerchio e !i protunga. il r.rggro OA di un segmento AC=OA:r''--' É"ii..inr.É sullarco,48 un Punlo M, rn morlo-che si formi il quadrangolo OCI4B di arca

massima.

(lndicando x:MòA, si ottiene x=srctg 2)-
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4D. Si considerano dei triangoli che hanno fissi i lati '48=' e AC=ò e variabile l'angolo BAC=r,e,si'-" 
"à.ir*[i. "rr r"to BC il"relativo quadfato. Indicare la situazione iù cui è massim, la somma delle
aree del t angolo e del quadrato.

r1\(Si o iene ,=arc18 l- .lt.
500. Data una circonfelenza di cenlro O e raggio i'. considerare una corda ÀB e costruire il triangolo

eouilatero ABC. con,l !errice C dalla iàrre oppo'ra di O ri\pcrro ulla rerla A8' Derermrnare
I àmpiezza dell angolo A08. in modo cire 'ia ma*rma l area del quadrildrero 4nB''
(ln(licondo AòB:2x. si ouiene r=15C).

501. Un ouadrato dr lato d ruota ,ntorno ad una retla che appartiene allo stesso piano, passa per un''__ *ai. J . .tt.ma ,l quadrato Determinare l'anSolo r_c'he la retta deve formarè con un lato de'j
quadrato, in modo che_sia massimo il volume y del solido così generalo'
(Si ottie e x:15').

502. Tra i coni circolari retti inscriiti in una sfera di raggio /, determinare quello per cui è massima---' iu."à a"ffr..p"rficie totale. dopo averne trovato l'èapressione in funzione della semiaperturar di
un geneflco cono.

/r +l tz l.(51 otttene \=atcsel I I lt.

Problemi di geometria analitica

503. Data la odrabola d eoua/ione v- r -1, si lrcccid. nel'emipiano rl disopra dell a"c dellè ';§'§\e,*ì.iti i ,,irit.t" àtt"sse d'ette v, che rnconrra la palabol" nei punri M ed rv e \ì indicano con
u;"a rvt ri-rià,iri.rr dr M ed 

^ 
\ulla"e '.lelle .r' Dererminare ld pon/ionc dr ' pcr cui e

m:«imr lareà,§ dcl rettancolo MM'NN"
(Inàicata con y:k l "quorion" 

della rctta t, si può esprinerc S in funzione di k' oxene do

S=2k\/4 k. n(isyma ret k:it.

Tracciare il grafico della parabola d'eqìrazione ,:-Jt'*Z'. calcolando Ie Loordinale del sì'ro

vertice y. Determinare sull'arco Oy un punto P, in modo che sia massima l'area t del triangolo
ovP.
(Osservarc che il triansolo ha il lato OV fisso' per,to S e nt*ima qundo à m^rma l'.ohezza PH'
',;h;;;;ià; òn.'];i;iiii.,ii n r^ii'* i, p' si pù esp'ine'à PH, it1 run'ione ù h' vatendo'
si della lomula pet la i{istanza di un punto da una retùl' Si ottiene

-!.h,+2h-h
, massind pet h:1).

\/2

504.

50s. scnvereleouazronedetlaparaboldchchal'assedr'rmmerri"p'trallelo"llb'edellei''pa*aperer-j. Or. drr. 3l ed e tangente in I alla rerrr d'coua2ione t, -2-r ' 5' TraLcilre unr terra /
n.ìmxàlà ad ,18. che in,:onrii Ia parabolr ner punrl C I D delldrco AB ed tndicare ton ' eD'le
5;;i;;ì;; ;i C; ,.,iìa ,e,,a Ab. Dercrminare rJ po'irione deuJ rerra / prr cui è mds\ima ì.area
àel remn.olo CDD'C .

,to *^i<'n ha P,tuaztonP v--Yt4: la r?tn AB ho cqu't'ione )-:t 2 tndran,con )=t k
ìii,i",'ti,i,iaiii, iliìà"ii,ot,oio,, te cootdina? ù t c D 't p \] o encft ta tunshe'za dt'ìi:: oò: iiia,i,, t, totmuta p?t to d^tud2a lla,tue tette patatleie e la tutghez'za-dt CD C'D'-i"ai1,7 n'iil-"i,'pL; t;-;;'i;,,. fra aue purui. Cot i e"pme t'arcù s m lun'.ione di k'

otonendo S g-!ll':4. .oui-o pe' t'-t, t
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506. Disegnare la parabola d'equazione ]=+rr e determinarne i punti O ed,4 di inrersezione della
curva con la bisettrice del i" e 3" quàdrante. Considerare un punto B! variabile sìlIsegmento O/4 e
condurre da B le parallele aglì assi. fino ad incontrare l arco O,4 di parabola in C e D. Derermi-
nare la posizione di B per cui è massima l'area del triangolo OBC e la posizione di B per cui è
massima I'area del triangolo OBD.
(I dicttt.t con h l'ascissa dì B, si debboùo considerarc i putlti teguenti: B(h. h). Ct\Eh, h).
o ln. !n ). u "**a" oBD ho nt.2 "n mal,ima per h ;. ll r a Bùlo OBC ha atea na,\ina p?r

h= B)-

507. Sulla parabola d equazione v=-+r,+2.r, si considera il punto,4 d'ascissa.r:1; per A si rraccia
la tangente I e la normale r alla ciurva e si calcolano Ie coordinare del punto B. ulreriore interse-
zione di n con Ia parabola. Dcterminare sull arco /B un punto P, in mòdo che, indicare con fed
N le sue proiezioni ortogonali su r e su r. sia massima l'area del reftangolo PNl 7.

rSr otriene .qL: i] ,,--.-12 2 y=- \+ j. B (5: ; t. al?a no*mo P(4 nt).

508. Scrivere l'equazione della ciÌconferenza che ha per diametro il segmento di estremi O(0.0) ed
,4(4, 0). Tracciare una retta r pamllela all'asse delle r che incontri la cjrconferenza in due punti B
e C di ordinata positiva; determinare la posizione della retta r per cui è massima l area S del
tiangolo OBC.
tLa.ico lerenza ha eqnzion" /+):-4-0. t" ,clt n,tue'rc e:-l2t-

s09. Scrivere l'equazione della parabola passante per O(0, 0),,4(5, 0) e B(2, 3); determinare una retta
parallela all'asse delle r. che incontri la parabola in due punti M ed N del 1' quadrante, in modo
da tormare un rnangolo OtrV Llr

rLd oarahota ho "oun,iou",--L,,r.)r, Id ,p a 'ichic,t.t è \='t1 ,

510. Date le curve d equazionc )= 1-/ e t+)r= 1, delerminare una relta parallela all'asse deìle ),. che
le incon.ri nei punti P e O del l' quadrante, in modo che il segmento PO abbia lungnezza

(La rexa deve ave,e equazioni r!1.

511. Data la parabol,r d equazione ):-rr--r+1, condurre per il punro,4(0, 1) la tangenÌe r alla parabo-
la e considerare su / il punto B da cui sj può condurre la tangente 1 alla parabola. perpendicolàre
a r. Nella regione finita di piano delimitata dalla parabola e dalle due tangenti inscrivere il
retlangoìo che ha i lati paraìleli agìj assi cartesiani e l'area massima.

t t ^,t t/S otri?n? Blj. jl. il ftttunqolo,ol wtic n ClS.81.

512. Data la parabola d'equazionc y=3r-r, determinarne i punti ,4 e B d'intersezione con l'asse delle

.r.scriverel'equazionediun'altraparabolachepassiper,4eBedabbiaverticer(+:r) *"
a>0. Nella regione finita di piano delimitata dalle due curve inscrivere il rettangolo di area
massjma e determinare per quale valore di d tale rettangolo divenra quadrato.
(Si ottiene y=aì -3dx, .. )

513. Scrivere l'eqìtazione delìa parabola passante per O(0,0) ed ,4(3,6) cd ivi langenle alla retta
y:g-ir. Nella regione finiia di piano limitata dalla parabola e dalla retta O,4 condurre una rella
r, parallela ad O,4, in modo che. incontrando la parabola nei punti B e C. si formi un trapezio
O,4BC di area massima.
(Si ottiene la panbola t=-ì+5x e ta rctta BC d'equuzione y=2t+2).
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514. Data la parabola d'equazione

517.

t.)=-\_-l+1.
risolvere i s[uenti quesiti:
- tracciare il grafico della curva.
- determinare i punti.4 e I di intenezione della curva con la retta ):2,- determinare le refte, e r', tangenti alla parabola in / e in B.- nella regione finita di piano delimitata ialle due rette e dalla curva. inscrivere il triangolo

isoscele che ha la base parallela all'asse delle Ì e larea massima.

Ill ttiatryolo hd u verticc in p t! . 5 )

\ 4 7lt'
515. Esaminare, in un sislema di assi canesiani opportunamenle scelli, una parabola ed un punto O sul

suo asse di simmetria. Determinare i punti p della parabota che hanno minima distinza die.
Scrivere l'equazione della circonferenta che ha ceniro in O e raggio lungo quanto la distaÉa
minima determinata prima.
lse.l'equa.io e della parubola è y=i e 8@, 1), ta distanza ninima è ottenkta dai punÌi p(- t, t ) e

516. Data la parabola d'equazione )=zr-x'e la re a d equazione )=-jr+3 dererminare i punri p
della parabola che hanno distanza minima dalla terta. Verificare che la tangente nel punto p che
realizza il minimo è parallela alla rerta data_

rsi "ui""" pl!! EL' \a 64/',

Tracciare iì grafico delle seguenti parabole:
l.-y=r' zx. j=--x +2,

e risolvere i seguenti quesit;
- determinare i punti di intersezione delle due curvei
- condurre una rella parallcla all asse delle r, in modo che siano uguali le due corde che la retra

determrni su
- condu[€ una retta parallela all asse delle ]. che incontra le due parabole in M ed N. attraver-

sando la parte di piano tra esse compresa. in modo che il segmenro Mlr' abbia lunghezza
masslma.

(Le rete so o y=t " r1l.J
518. Tracciare il grafico della parabola d'equazione y= 1:13*. Ooro cver determinato il vertice y e i

punlr O ed A di inrerse,/ione con I a<.e delle r.
Risolvere quindi i seSuenri quesiti:
- determinare una rerra che passi per O ed incontri la parabola in M, formando il rriangolo,4O,l4

di area massima;
- determinare una retta parallela all'asse delle Ì. che inconrri la parabola in punli p e g del 1.

quadranle. in modo che il rriangolo,4PO abbia Iorea massima.

(Si ottìene y:Lx, y=!1.

Problemi vari

519. Da un cartone di lato d. si riragliano agli angoli quattro quadrari uguali e si ripiegano le strisce
otlenule, realizzando una scatola senza coperchio. In quale caso la scatola ha volum€ massimo?
(Si trutta di una ge eralizzazionc del prcblema esposto el testo. I/tdicundo con t la lunghezza del
lato del qua(lralo che si ritaglia, si orie e x=t).
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520. Da un cartone tettangolare di lati a e b, si ritagliano agli angoli quattro quadrati uguali e si

ripiegano le strisce ottenute, realizzando una scatola senzt copeichio: In qualè caso la s-catola ha
volume massimo?
(Si tratta di un'ulteiorc ge efilizzazione clel problema esposto el tesrr. Scegliendo x come nel
prcblema prccedente. ,i ho r=o-b-\/d-Ù-ob,6'

521, Su utr cartone quadrato di lato 2a si tracciano le diagonali (fig. 42) e, sulle diagonali, si iDdicano
quattro punti equidistanti dal centro; si coDgìungono quindi questi punti con i punti medi dei lati
più vicini. Si ritaglia poi il caftone lungo queste congiungentiì si ripiegano i lehbi tdangolari, in
modo da costruire urla pLamide. Risolvere i seguenti quesiti:
- determinare i casi in cui si può costruìre la pitamide,
- Ila questi casi determinare quello in cui ìa piramide ha volume y massimo.

(Indicafldo , come in figura, si oxiene V:4(a.l)'.\Eax-d, ^ i^" p* x=14.

Fig. 42

522. Fra i contenitori cilindrici costruiti con una data quartità di materiale (e cioè di superficie totale S
fissa). indjcare queuo di volume y massimo.
(Indicando con x il raggia di base del cilindro e con h la sua altezza, si può ricawre h in funzione
di x, sapenilo che risuba S:2tl+2txh; in defrnitiva .rsutta V(ù=rx-"f ...)

523. Fra i contenitori cilindrici di dato volume % iodicare quello che si può realizzarc con Ia minima
quantia di materiale (e cioè di superficie totale S minima).
(Indicando con x il raggio di base dcl cilindro e co h la sua altezza, si può icararc h i fu zione
di x. sapendo che rilulta V EÌh; in defrnitiva ,irsulta Skt 2tl+y...)

524. Se rr, ,2, 13, Ì4 sono i risultati di 4 misure ugualmente precise di una grandezza che vale r;
verificare che il valore , per cui è minima la somma dei quadrati degli errori è la media aritmetica
delle misure.
(La somtna dei quadlati degli enoi è S=(x-x)'2+...+(x-x)?).
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525.

5. Ess«tzi

Un'indusrria deve trasponare il p€lrolio dal pozzo P all'impianto di lavorazione a nella situazione
illustrala in 69.431 icosri di traspono sono iseguenti:
- via mare 5 milioni ogni 100 chilometd,
- via terra 4 milioni ogni 100 chilometri.
Qual è il percorso che costa meno?
(La frq. 44 mostra alcuni perco$i possibili:
a) l'interc truspoto via rnare (tratto PL in grieio),
b) miniùo percorso PR via arc e il ùauo RL via rerra (in colorc),
c) un "percotso internedia" (in nero), cioè PT via mare e TL via terra.
Fissiamo ora l'attenzione sul percorso (c). Il percorso vaia se cambia la lunghezza del natb RT; si

- se RT=0, si ha il percorco (b),
- se Rf=s, si ha it percorso (a).

p.tcorso (c) ificlude dunque i percorsi (a) e (b) come casi pa icolai; perciò basta esaminarc solo
il percotso k) pet studiare completamenre il prcblema.
Indichiano dulque con x la lunghezza del totto RT (in centi aia di chilometi), tenefldo presente

0=x=5.
I calcoli necessari per valutare il costo C al vatior. di , sono iuniti nella rabella seguente:

percorco (in centinaia di Km)

PT=\6+i-
TL-5-x

s\6+7
t(5-x)
s\0+7+t1s-t1

Si ha duhque
c(')=4 (s-x)+s \/i7

che isuha miniùo pet x=4, lig. 45).

FiS. 43

Fig. 44 Fjg- 45
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1 1. Le derivate
501

fisica

Le derivate per indicare la rapidità di variazione

526. Un proiettile, lancialo con una velocità iniziale ,0 verticale verso l'alto, si muove secondo la Jegger=r0r-4,9f; solvere i seguenti quesiti:
- tracciare il grafico della legge assegnatal

determinare la legge che regola la velocità, al passare del tempo 1e tracciarne il grafico;
- dcterminare la legge che regola l'accelerazione a al passare del tempo / e tracciarne il graficoi
- interpretare i risultati ottenuti dal punto di vista della fisica, fissando in particolare l attenzione

sull'istante in cui , è minima.
527. Un corpo,lanciaro con una veloc,ra iniziale r0 verticale verso il basso, si muove secondo Ia legge

r=y r+4.o/': ri\olvere i ,Eguentr que\ili:
- tracciare il grafico della legge assegnala;
- determinare la legge che regola la velocita , al passare del rempo a e tracciarne il grafico;
- determinare la legge che regola l'accelertzione a al passare del tempo r e tracciarne il graficol
- jnterpretare i risukati oiienuti dal punto di vista delìa fisica.

528. Un corpo si muove secondo la legge s:20r-5rr nell'intervallo di tempo [0, 1]. Risolvere i seg[enti
quesitil
- determinare la velocità media nell'intervallo indicato.
- determinare l'istante nel quale la vclocità istantanca uguaglia la velocità media.
(Tenerc prcsente anche il teorema dzl vator medio).

529. La velocità di una pallina lasciata cadere da una certa altezza nell'aria varia secondo la lcgge
t=A (1-e b ')

dove .4 e ò sono due costanti,
Risolvere i seguenti qucsiti:

tracciare il grafico della ìegge assegnatai
determinare la legge con cui varia l'acceleÉzione a al passare del tempo e tracciarne il graficol
interpretare dal punto di vista fisico i risultari ottenuti.

530. Si esamina un pendolo che si muove percorrendo un piccolo arco di circonferenza con la legge
s:A sen (ot+?), trascurando l attrito dell aria, risolvere i seguenti quesiti:

tracciare il grafico della legge assegnatai
determinare la legge che regola Ia velocità v al passare del tempo r e tracciarne il gratico;
determinare Ia ìegge che regola l'acselerazione a al passare del tempo , e tracciarne il grafico;
interpretare fisicamente i risultati ottenuli, fissando in particolare I'atlenzione sugli istarti in cui
v è masimr, o minima e ,ugli i.ranrr in cui a è masima o mrnima.

Per rendere piìi espressivi i calcoli, si possono assegnare dei valori numerici fissi alle costanti, per
esempio: ,4:4, .:2. q:*.

5.11. Un pendolo in presenzd di aùrilo percorre piccoli archi di circonferenza secondo la ìegge

' Ap " sen f 1 l ,): ri.olvere i seguenri qle,ìri:
- lmcciare il grafico della legge assegnata;
- determinare Ia legge che regola la velocità v al passare del lempo r e tracciarne il grafico;
- determinare la legge che regola l'accelerazione a al passare del tempo I e tracciarne il grafico;
- interpretare i risultati ottenuti dal punto di visia della fisica, fissando in partìcolare I'attenzione

sugliistantiincuivèmassimaominimaesugliistantijncuiaèmassimaominima.
Per rendere più espressivi i calcoli, si possono assegnare dei valori numerici fissi alle costanti, per
esempio: A:4, .=2, t::, k:1.
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532, Una spira di metallo posta in ùn campo magnetico B

nelle condizioni di fig. 46 ruota con velocità angola-
re costante o; determinare la forza elettromotrice
indotta che si rileva ai capi dei dùe contatti stri-
scianti.
(Tenere presenk che in questo catso si ha
@(B)=BS cos (at)' )

s34.

5. Esercizi

533.

Fig. 46

Una spira di metallo è percorca da una corrente variabile nel tempo, che possiamo indicare con
i=r(r); calcolare la forza elettromotrice aùtoindotta che insorge nella spirr.
(Tenerc prcsente che in questo caso si ha @(B)=LL dove L è il co4ficiente di autoinduzione ...)
Riprendere l'esercizio 5 del cap.4 e scrivere la relazione che lega la quantita di caica 4(r) che
attrav€rsa una data sezione di un filo conduttore e l'inlensità di correnle i che circola nel condut-

Le derivate per risolvere problemi di massimo o minimo

535. Un circuito è formato da una pila di forza elettromotrice E e di resistenza interna r, applicata ad
un rcostaÌo capace di fornire una resistenza di valore À compreso fra 0 e 10012. L'intensità di
corrente I che circola nel circuito, la potenza l{ dissipata dal circuito e la tensione y ai capi del
reostato sono regolate dalle seguenti leggi:

È*. v=Ri,
Esaminare i, y, W in funzione delle costanti E ed / e della variabile f; determinare il valore di À
che rende massima ogni funzione,

536. Si hanno a disposizione N pile eleltriche uguali, che si possono dispo[e in vari modi per formare
una batteriai si possono collegare in serie r' pile e poi collegare in paraÌlelo i gruppi ortenuri/r^
(che sono in numero di gJ. Collegando questa batteria ar capi di una resistenza fissa R, si ha

una co[ente i, che varia ai variare di n s€condo Ia legge

i= ENn.
lùR+n'r

dove E ed r sono due costanti caratteristiche delle pile.
Determinare per quale valore di , la batteria da h massima correnÌe.

" lN. R(Si ontene n= Y-'. rd" ti opp-uima con un interc).

537. Un circìrito. in cui sono inseriti in serie un conduttore di resistenza À ed un condensatore di
capacità C, è caÌatterizzato da un coefficiente di autoinduzione L. Ai capi del circuito è collegata
una sorgente di iensione sinusoidale di valore massimo y e pulsazione @; si lrova che, in tal caso,
il circuito è attraversato da una co[ente i. data da

Deteminare il valore di L per cui è massima i, se o, R, C sono costanti.
Determinare il valore di C per cui è massima i, se {r, R, 7- sono costanti.

1si on1"n" 1,:-L. 6=-L1. Cb' LA'

"'.('--à -)'
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538. Nelìa fig. 47 è rappresentata la sezione di un cavo, destinato alla rrasmissione di segnali e caratte-

rizzato daòI=a e OE=ar (con .r>1).
Il numerc ), di segnali che si possono trasmettere lungo il filo in un minuto è regolato dalla legge

kY-- ln.r,

dove k e una cosranle che dipende dalle cara erisli-
che del cavo.
Determinare il valore di .r per cui \i ha il mdssrmo
numero di segnali.

Fig_ 47

539. Verificare che si può ricavare la legge della rifrazione dal principio di Fermat, esposto nel testo.
(In fiq. 48 sono iùdicati i punti A e B, che si rrcvano in due mezzi trasparcnti diyet , e un raq|io
APB che li collega; a e b sono le distanze dei punti dalla superlicie s che separs i due mezzi, x
indiu distonzd HP, con o=x=d. La luce ha nei due mezzi yelocità differcnti, yt e h, pelciò
impiega un tempo tt per percofterc il trutto AP ed un tempo , pet percotere il nsfio PB. Risulta

e il tempo totate di percorrenza a dato aa e4!+!!.
Risuka dunque t=f(x), dove si ha:

. \/F * Vb'+ (d xillxi=-

Calcolando ora le due derivate di questa fwziane si detemina il yalorc di x che rc de il tempo t
minimo. Si trova che deve essete

I x _l d-.x,, \F* ', lb+td-i
Quest'uhima condizione si ùad ce, mediante la nigotìometria (fig. a9), ne d otu legge deua

sen i vl
rtnqzrcne 

-:- 
),

ap:tt a'a'+

HP-=x

FB=\/ b" +td- 4,
kF:o- x

KP

AP BP

Fig.48 Fig. 49



504

12. Esercizi riassuntivi

s42.

5,10. Studiare il grafico della funzione )=r(r-2)r e risolvcre i seguenti quesiti:
- determinare i punli,4. B, C di intersezione con la relta ),=r,

determinare le relte tangenti alla curva condotte dai punti,4, B, C,
determinare i punti.4'. B'. C'. ulteriori intersezioni di ciascuna tangente con la curva,

- verificare che i pund A'. B', C' sono allineati.
(Si ottengono i punti A'(4, 16), B'(2,0), C'(-2, -32)).

541. Date le curve d'equazione
1,5,9 r,sY=it ,t'+ 4 e Y-'Ax'+i

dsolvere i seguenti quesili:
- tracciare il grafico delle due funzioni. determinando le coordinare dei loro punti di inteGczione;- tracciare una retta r parallela all'asse delle }' che intcrsechi ta pnma curva in un punto M e la

sccond:r in un punto N del 1' quadranle; si delermini la posiziòne di / per cui ta èorda MIr' ha
lunghezzà massima;

- indicare con M' ed N' le proiezioni di M ed ù sull'asse delle ) e determinare la posizione di r
per cui è massima I'area del rettangolo MM'N'Iy'.

tst o ic ? la prinLt rena Iequaztone x=)\/2. r:r-iV/5J.
Date la curva p e la retta r d'equazioni

p:y=Ì'-lx+3. /:J':-ir+1.
verificare che esse hanno in comune. oltre al punto ,4(0,3). altri due punti B e C, di cui si
chiedono Ie coordinale.
Determinare la funzione/(,) che esprime la distanza di un punto D dell'arco BC di curva p dalla
retta /. al variare dell'ascissa r dcl punto D.
Verificare che i punti della curva che hanno massima distanza dalla retta r sono i punli di contatto
delle tangenti parallele alla retta /.
(Appli.ando lo lo hula de a dista za punto-rctu al putuo D(t, t1-3t+3) ed alla rcta r, si oiieneIf(r):glat-er....)

543. Determinare i coefficienti della f\tnzione f:al+bx1+c sapendo che:
Ia cìr a passa per,a(1.3),

- la curva ha un 'punto' srazlonario a(V3. t;.
Tracciare il grafico della curva ottenuta.
Scriver€ l equazione della parabola che ha l'asse di simmetria parallelo all'asse delle y, il vertice
Y(0, 4) €d è langcnte alia €urva.
tJi o i?ff Y=\ -6.r:18. )= ,ì r4l

5,14. Fra le funzioni del ripo
'r: or+ + br1 + c (1)

delerminare quella che descrive la curva con un flesso nel punto F(1. -1). dove la tangente I è
parallela alla retta d'equazione y=-8x+3.
Tracciare il grafico della curva otlenuta. indicando le coordinale dei punti di massimo o minimo
relativo ed i flessi.
Determinare le coordinate dell'ulteriore punto P di intcrsezione della tangent€ , con la curva.
Verifi€are che tutte le curve descrilte dalle funzioni del tipo (1) hanno la tangente orizzonlale nel
punto ,4 d ascissa 0.
In quali casi ,4 è un punto di massimo relativo?
ln quali casi .4 è un punto di minimo rclativo?
II punlo,4 può essere in qualchc caso un flesso orizzontale?
(Si o iene y=ra 6i+1,...)
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545. Fra le funzioni del tipo
y:L/+br3+c\1+x Q)

determinare quelìa che descrive la cuNa con un flesso orizzontale nel punto F(-1.0).
Tracciare il grafico della curva ottenuta, indicando le coordinate dei punti di massimo o minimo
relativo ed il secondo flesso F'.
Determinare l'equazione della tangente , alla curva nel punro di flesso F e calcolare le coordinate
dell'ùlteriore punto P di intersezione della tangente I con la cu a.
Verificare che per tutte le curve descritte dalle funzioni del tipo (1) il punto,4 d'ascissa 0 è un
punto di crescenza,
In quali casi le cu e fivolgono in ,4 la concavità verso l'alto?
In quali casi le curve rivolgono jn ,4 la concavità verso il basso?
In quale caso il punto "1 è un flesso?
(Si ottiene y=xa - 3xr + 3; + x, ... )

546. Tracciare il grafico della funzione

., Lx:-Lx+2, \:_L+2
Verificare che i tre flessi della curva sono allineati su una retta /. di cui si chiede l equazione.

(§ olhene riy=+r++, ...)

547. Tracciare 'l grafico delle .eguenlr Iun.,ronr

505

l) y:Lf+z:t+|.
Determinare il punto della prima curva in cui la tangente coincide con l'asintoto obliquo della
seconda curva,
(Si ottiene P(-1, -3)).

tE. Disegnare la curva d'equazione

,,_ 2x

e risolvere i seguenti qùesiti:
determinare Ie coordinate dei punti comuni ad essa e alla sua simmetica rispetto all'asse delle );

- calcolare l'area del quadrilatero convesso, formato daìlc tangenti alle due cune nei punti
comuni d'ascissa non nulla.

(Si o iene O, A(1,2), B( t,2), ...)

549, [racciare rl grdfico della curva d equa,,ione
r1): r+1

Corsiderata poi una retta che passa per P( 1. 1) e ha pendenza m, determinare:

- per quali valori di, ùna delle inlersezioni della retla con Ia curva appartiene al 1" o al 4'
quadrante.
la lunghezza massirna della corda intercettata sulìa retta dalìa curva.
il rapporto (maggiore di 1) fra le aree dei triangolì che le tangenti negli estremi di tale corda
lormano con gli aL\i carlesidnr.

(Si otiene: lunghezzs massima=1, rupporto=17+12!4.

550. Tracciare il grafico della funzione
IY=x+:-

Fra tutte le rette passanti per l'origine determinare quella su cui la curva intercetta il segmento di
lunghezza minima.
(Si ottiene Y=2x).
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551. Tracciare il grafico della funzione

i+4y= -----aa

Determinare i punri della curva che hanno minima distanza da O(0,0).
(l punti hanno ascissa x=!l/g.

5- Esèrci2i

552. Tracciare il gralico della funzione

u= 4xr+l'3r
Considerare poi un punto P sull'arco di curva che appartiene al 1' quadrante e condufie per esso
le parallele agli asintotii queste rette incontrano gli asinroti nei punti ,4 e B. Determlnare la
posizione di P per cui è minima la somma dei segmenti P,4 e PB.

/-É - I

rsi ouiene plP.lt/i L.tJ ) ./

S53. Tracciare il grafico d€lal funzione

v= r-x:
' l-21

Determinare il valore di ,t per cui la retta d'equazione )=k determina sulla cùrva la corda di
lunghezza minima.
(Si ottiene k=3).

554. Fra le curve d equazione
abv:;+ -+ -

si derermini quetta che passa per i punri r[r. ]). O{:. J. nl4. $
Tracciare il giafico dellà curvà onenura. ' o' | 241 \z t)t

IIJt Ol ene v= 

-).

x (x+t) (x+2)

555. Determinare i coelficienli della funzione

,= ax.,+ b, \,+t
sapendo che la curva passa per,4(1, 1), B(0,3), C(3, -3).
Tracciare il glafico della funzione ottenuta.
Determinare la circonferenza tangente alla curva n€i punti di fl€sso.

9-5ì ,,7 t(si otien? Y=:"'::L. r+f -;Y-i-0).
556. Siudiare il grafico della funzione

y=a---
x"

Determinare il valore di a per cui la circonferenza che ha centro nel punto C(0, ,) e passa per i
punti di intersezione della curva con I'asse delle 'l è tangente alla curva.

(Si orriene a=xfr
S57. Un cono ha il vertice nel centro O di una sfera di raggio r, mentre la sua base è la sezione d€lla

sfera con un piano, che dista .r da o.
Esaminare le seguenti funzioni e rappresentarle graficamente:

- il volume y del cono, al variare di l nel dominio [0, r],
- la superficie laterale s del cono, al variare di, nel dominio [0,7ì,
- la superficie totale S, del cono, al variare di.r nel dominio [0, /].
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Verificare che, mentre y(.r) ammette un massimo, di cui si chiede il valore, le altre due Iunzioni
sono sempre decrescenti nel dominio assegnato.

t St ot ?np v t t t -. : a^ È-t'r. Srxr = --r\F-i, S,t x t = =r tF -.1 + I -.1. ... t

558. Fra le curve d'equazione )=4 sen ,+cos':.I si determini quella che ha un flesso nel punto d'ascissa
r=;ri studiare il grafico della cur\a orlenula.
(Si ottiene a=2, ...)

559. Studiare il grafico della lunzione
.,_ 1+sen.r
' sen I

nell'intervallo I0, 2f,].
Utilizzando gli elementi ottenuti, relativi al grafico della funzione data, rappresentare la seguente
funzione:

'tsen.Y

Problemi con discussione grafica

La possibilità di tmcciare il grafico di vaste categorie di funzioni, e in particolare delle funzioni
razionali o trigonometriche fratte, permette di estendere i procedimenti di discussione grìfica dei
problemi'].
Vediamo meglio di che si tratta, basandosi su un esempio: si deve discutere il pÌoblema seguente.

Data una senicirconfercnza di dia etro AB=2r. si t'aLda ]a nn|ente t a a senicrconferenza i
A; si considera sul prolungamento di AB, dalla palte di B, un punto M e si conduce per M la
tsngente t' che toccs la ciconferenza in P ed incotura la reta t ìn Q.
Detetmitlare la posizione di M in modo che risuhi

MP')+P82=k AM)
Discussione-

Ricordiamo prima di tutto che discutere il problema significa determinare i valori di k per cui il
problema è risolubile.
Si procede om nel modo seguente:

- si traccia la figura (fig. 44), che visualizza il problema;
- si sceglie ì'incognita Dr=r, precisandone le limitazioni, in questo caso i>/;
- si traduce il problema in un'equazione parametrica, osservando che risulta

Trp,-,.-.. Àii-,-,. FQ-- eO-,
r(t + Ì\AQ= - dalla .imiliruiline dei rriangol AQL4 e L|OP

e quindi
...-. i (r +r): r (r +r)

In definitiva Ia relazione assegnata dal problema divenia:
. I tì +/)

da cui si ricava
. 1j-2rx+2/1

2 Vedi E. Casrelnuolo. C. Gori Giorgi, D. Valenli, Matematicu nella .eurà.!ot.3, paeq 1t3-125 e TnSonomètria,
pass. 346 369.
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Ora si imposta la discìrssione grafica, interpretando I'equazione ottenuta come se provenisse dal
sistema seguente

I f -lrt+ 2r

IY=*'
Dal punto di vista grafico, la prima equazione rappresenta una curva di cui sappiamo tracciare il
grafico, mentre la seconda equazione rappresenta il fascio di rette parallele all'asse delle ascisse.
Così, per trovare i valori di,lr per cui il problema è risolubile. basta determinare le rette del fascio
che inconlrano Ia curva rn punli d ascissa

t>r.
Tracciamo allora il grafico delìa funzionei si ottiene la curva di fig. 45, di cui solo I'arco a tratto
pieno interessa il problema.

rJli(3+vs),+l m,n,mo

y=1, x=r, ,=-3 asinloli

Dalla figura si ricava subito che:

- per ,(< *l-
. Vsr- per ,.= 

-- p", f]1.*.1

- per t>l

Di$uterc i problemi proposti negli es€rcizi dal 566 al 575.

Daro un quadrato,4ECD di lalo a, determinare sulla semiretta.4E (di orì8ine,4) un punto M tale
che i quaàrrri delle sue Ji.Ianze ddi verlici D e C dbbiano un d.rro rapporlo t Di'cusstone.

tscegltendo Vu-t. si amvu a discukÌe 1= , i-*o - t. ron rrot.r -2ot+2d

le rette del fascio non incontrano la curva nell'arco scelto, perciò il proble_
ma non ha soluziodi valide:

si ha la re$a del fascio tangente la curva nell'arco scelto, perciò il proble_
ma ha due soluzioni valide coincidenti;
le rettc del fascio tagliano la curva in due punti dell'arco, perciò il proble
ma ha dùe soluzioni valide:
si ha l asintoto orizzontale che incontra la cuwa in un Punto, perciò il
problema ha una soluzione valida;
si hanno retle che incontrano la curva in un punto e perciò il problema ha
una soluzione valida.

,*0.
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561. Tagliare una sfera di centro O e raggio / con un piano , in modo tale che la somma delle aree

della calotta maggiore e della supeficie laterale del cono, che è tangente alla sfera ed ha per base
il cerchio sezione, stia in rappotto É con I'area della sezione.

,tndicando .on , ta di!.tlz,t Jt O da z. si ha k ì--.L, )

562. Data.una sfera di centro O e raggio r, condurre un piano secante non passante per il centro ed

- la superficie 51 della calotta maggiore che così si otriene,
la superficie ìaterale S2 del cono avente per base il cerchio sezione otrenuto e le gencratrici
tangenti alla sfera.

Determinaro la distanza del piano secante dal centro O in modo che si abbia S:+kSi=2S, dove S
è la superficie della sfera.

/St ol?n? k- ^ - l ^-, con t,\/ l- 1)<^<r/.

563. Su un piano e sono appoggiati una slera di raggio r ed un cono che ha la base su a, il raggio di
base lungo / e l'altezza lunga 2r. Condurre un piano B, parallelo ad , in modo che la somma delle
aree delle due sezioni valga trr.
Determinare, in particolare, in quali condizioni tale somma è massima.

t.i ha tl m.t,'mo. ttuando la d,,tanz,t tra t ctue piani vab ? n-

564. È dato un cono circolare rerto con il raggio di base lungo / e l'apotema lariabile che si indica con
x; esprimere in funzione della costante ,'e della variabile.r il rapporto ) fra il volunìe del cono ed
il volume della sfera inscritta nel cono e studiare il grafico della funzione ottenuta. Valersi del
grafico ottenuto per discutere i casi che si presentano, quando si vuole determinare.r in modo che
il rapporto ) valga È.

lSi onene Y: Y -L, 1lrtx tt
565. È dato un cono con la base di centro O e raggio r e l'altezza ìrguale al raggio di base. Tracciare a

distanza r dal vertice un piano che sia parallelo alla base ed intercechi il cono; considerarc quindi
un altro cono che ha come base la sezione ottenuta e per vefiice il punto O.
Esprimere in funzione di r e di r il volume y del nuovo cono e studiare il gratìco della funzione

Valersi del grafico ottenuto per discutere i casi che si presentano, quando si vuole determinare x
in modo che il volume Y valga É*.
(Si ottiene v(x)=+ ì 0- x), ...)

566. Dal punto medio O di un segmento,4B lungo 2d si traccia una semiretta che tbrma con Oa un
angolo acuto variabile. Si proietta ortogonalmente il punto B sulla semiretta, otlenendo il punto
B'. Determinare l'angolo BOB'. in modo che risulti

oB'+ BB'.:ka.
(Si arìw a discutere I'equazione sen x+cos x=k, con 0o=x=90', che può atrche esser€ ricondottq
ad u a fu zione ruzionale, valenrlosi delle formule porametriche).

567. In una semicirconferenza con il diametro,4B lungo 2/ si conduce una corda -4C, che forma con
/B ìrn angolo variabile ed una corda CD, lunga quanto il raggio. Determinare l angolo B.aC, ifl
modo che il perimetro del quadrilarero ,4BCD valga k/.
(È opportttno ricordare la relazione fta a goto al centro ed angolo alla circo lerc zd che insistono
sullo stesso arco ed il teorema della corda; valetldosi delle fomule di ptostaferesi, si puo atrirarc a
discutere l'equazione 4 cos 15" se (r-15')+3-k con if<r=60").

568. È dato un triangolo rettangolo con l'ipotenusa BC lunga 24, di cui O è il punto medio; si
cosÌruisce sqlcateto minore.4B il tiangolo equilatero /BP. Determinare l'argolo,4BC, in modo
che risulti ?O-=k.
(Si arriva a cliscutere t'equazione \/i set x+cos t:k,.o 0"=\=g(f,,he puo anclz essere ricon'
doia ad una funzione zio ale, valendosi de e fomule panmeniche).
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569. Un cono ed un cilindro di uguale altezza,r, hanno lo stesso volume. Determinare l angolo di
apertura del cono in modo ctre vatga Jt il rapporto fra la superficie totale del cilindro e la
superficie laterale del cono.
t'i aftiva a discutere I equazione \E sen x+,ot t=k. con f=x<gtr. ---)

570. Un triangolo r€ltangolo ruota intorno all'ipotenusa 8C lunga a. Determinare gli angoli acuti del
triangolo, in modo che la supedicie di rotazione ottenuta abbia l area che vale 2t volte l'area del
triangolo.
(Si aff a a discuterc I'equazione seù x+cos )r=k, con C=1t<90', che può anche essere riconclotta
ad una fu ziohe razionale, valendosi dele fomule parametriche).

571. Sul diametro,4B lungo 2r di una semicirconferenza si è fissato il segmento /H lungo ]l da H si

conduce la retta a, che è perpendicolare ad,4B ed incontra la semicirconferenza in P. Da,4 si
traccia una semiretta che forma con ,48 un angolo variabile ed incontra la retta d in N e I'arco ,4p
in M. Delerminare l'angolo BAM. in modo che MN sia lungo fr.
Come cambia il problema, se si chiede che la semiretta per e incontri I'arco PB di semicirconfe-
rcnza?

tsi arriva a dis.utprc t equazione t,=3 ;ar?ìr' -u sn=,<ea. ...t
572. Un triangolo isoscele /8C ha i lati uguali,4B e AC lunghi a.

Delerminare l'angolo,4BC, in modo che valga ka la somma dell'altezza relativa alla base e del
raggio della circonferenza circoscri$a.

(si aftiva a tìiscuterc teqrazione o='14ia"3;' co,1 c<x<str, ...)
573. È data I'iperbole d'equazione ry:16, che incontra la rella / d equazione l,=-Zr+12 nei punti A e

B. Si considera sull arco ,4B un punto O e si indica con R la sua proiezione sull'asse delle ),.
Determinare Ia posizione di 0, in modo che risulti OR+OR=&.
(Si ouiate k:x+b ...)x

È data I'ip€rbole d'equazione rÌ=12, che inconrra la retta r d equazione y= - ]r+9 nei punti,4
e B. Si considera sulÌ'arco,4B un punto 0 e si indica con À la sua proiezione sull'asse delle x e
con .§ la sua proiezione sull'asse delle ). Determinare la posizione di O, in modo che il rettangolo
OROS abbia perimetro 2,t.

ISi ofietP k x+!2 con 2=x=1)-

574.

575. Data la parabola d equazione J,r=-r. che ha il fuoco nel punto F, considerare un punto M d'ascissa
r. variabile sulì arco di curva che si trova nel l'quadrante, in modo che rìsulti

, =-9-A:. Ffr:
Jrrr+l)(S nrrit ,h\rulek k -- -,...)tlt +1r


