
A. Melodi per risolv€re i problemi d massimo è ninimo sènza valersi dele derivaie

Fru tutti i reiangoli insctiii in wt cerchio determinare quello di perimetro mas-

Possiamo di nuovo riferirci alle figg. 37-39 per dire che
nei due casi limite il perimetro vale 4/, dato che due lati del rettangolo vanno a
sovraPPorsi al diametro,

- il semipe metro del retangolo è

suìta sempre
x'1+Y2=i.

Ora, invece di cercare il massimo di p, si può cercare il massimo di
p':(x+v)';

così, tenendo presenle che sulta
(x + Y1z='z a rz *ut .

si è condotti a cercare il massimo di
P'1=l+z\Y '

Si capisce allora che pr è massimo se è massimo 2.r), e, in definitiva, se è massimo
il prodotto dei due numeri positivi r ed ) che banno somma dei quadrali costante.
In base al risultato stabilito alla fine del problema 8, si ha che tale massimo è
raggiunto, quando risulta i:).

Si alIiva dunque alla seguente conclusione:
fra tutti i rettangoli inscritti in una data circonferenza (cioè fra tutti i rettangoli
con la diagonale fissa) il quadrato ha il perimetro massimo.

Questo risultato si può anche esprimere nella seguenre forma algebrica:
la somma di dùe numeri positivi che hanno costante la somma dei quadrati è
massima quando i numeri sono uguali.
Sj può infine verificare che vaigono i rìsultatj duali dei precedenti e cioè:

- fra tutti i rcttàngoli di perimetro ffsso, il quadrato ha la diagonale minima (cioè
ha il cerchio circoscritto di raggio minimo);

- s€ due numeri positivi hanno somma costante, la somma dei quadrati dei numeri
è minima, quando i numeri sono uguali.
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B. Massimi e minimi per funzioni di due variabili
1. Punti di massimo o rnhino rclaliw per una cutva piana e per u a superficie

Nel Complemento B del cap. 1 sono date alcune idee sulle funzioni a due vaÉabi'
li; in paiicolare si è vislo che ìrna funzione a due variabili

z=fe, y)
si può rappresentare in ì.rn riferimento cartesiano tridimensionale, ottenendo una
superfìcie.

si Dos\ono allora e\lendere ad und.uoerlicie le consrdelaT;oni svoìte d
propo.iro dàlle curve piane..o.'r.i individuanò ru una superlicie der punti che
preientano delle caratteristiche notevoli. In Particolare si ha:

- un punto dr massimo relatiyo, cioè un punto che si tlova "piì) in alto dei punti
vicini" (fig. 40);

- un puntò di minimo rclativo, cioè un punto che si trova "più in basso deì punti
vicini" (fig. 41).

Ma 'i pìrò anche lrovare ur punlo di sella. 'n cui Ia.upertrcie ha il caraLten'lico
andamento illustrato in fig. ,{2.

5. Complementi



526 5. Complemenli

Fìq. 40. P punlo di masdmo relalivo Fig. 41. P punto di minimo relalivo. Fig.42. Pptl o disella.

Vediamo ora se è possibile iDdividuare amliticamente i punti di massimo
o minimo relativo, estende;do le coDsideraziotri svohe a proPoìito dei Punli di
massimo o minimo relativo delle curve piane. Fissiamo in particolare I'attenzione
sui puoti di minimo relativo, seguendo un procedimeDto che si può riPetere. con
qualche owia modifica, per i punli di massimo relativo. Esaminiamo duDque la
6g. 43, dove è rappresentata utra superfrcie d'equazione

z=l\x, y),
che ha un punto di minimo relativo in P[4, A, flo, b)].

Pér utilizzare le Dozioni rclative ai punti di minimo relativo delle curve
piane si può procederc così: si sega Ia superficie con un piano e si esamina la
curva piana ottenuta,
Cominciarno dunque a segare la superEcie con il piano d'equazione

Y=bi
si osserve subito (frg. 44) che la curva ottenuta presenta in P un Punto di minimo
relativo.
Esaminiamo ora I'equazione della curva: dato che I'ordinata / ha il valore costan-
te D, si otEeùe

z=I@' b).
Si tratta dutrque di uDa funzione di un'unica variabile {x) a cui Possiamo applicare
tutte le nozioni note relative alle derivate. ln Particolare si può ricordare che. se
una qlrva d'equazioDe

,="tu)
presenta nel punto P d'ascissa a un punto di minimo relatlvo, si ha:

r'(a)=o e /(a)>0. o)

Fio 44. S€zionando con il piano v=ò §l otti€ne una
cùva che ha in P un punlo di minimo .6lalrvo

Fig. 4:!. z=(x, y) ha in P un minìmo relativo



B. Massimi e minimi per tunzion di due variabili

Per applicare queste nozioni alla situazione attualmente esaminata, calcoliamo la
derivata della funzione

z=f(x, b)
rispetto alla vaiabile r; questa derivata, che si indica con

èz èl.z' oppure *- o anche 5;.
è data da

. .. le+h, b\ f(x, b)?'=l's l,
Così, dato che il punto P di ascissa a è un punto di minimo relativo per la curva,
si avrà necessariàmente

z:(a)=0'
Si può poi ripetere l'opemzione di derivazione: si ottiene la derivata seconda,
indicata con

e si trova che, nel punto P d'ascissa 4, risulta certamente
z:t(a)>o.

Considerazioni analoghe si possono ripetere segando la superficie con il piano
d'equazione

Così si ottiene (fig. 45) un'altra curva piana d'equazione
z=fla, v\.

con un minimo relativo in corrispondenza al valore ,=ò
Porremo allora calcolare Ia derivara della (unzione

rispetto alla variabile ]; questa derivata si indica con
ò? ò[zi oppure - oanchedl d)

ed è data da

. .. fla. y+h)-l(o, y)
h

Anche in questo caso si può ripetere I'op€razione di derivazione ottenendo la
derivata seconda che indicheremo con

così, dato che in corrispondenza al valore},=b si ha un minimo relativo, lisulterà
certamente

z't(b):o e z1l(à)>0.
Si conclude dunque che
§ PIa, b,Jla, b)l è un pùnto di minimo relativo per una superlicie d'€qunione
z=l(i, J), fisultà necessariamente

zi@)=zl$)=o e 4b\>0, *b)>0. (2)
Le derivate che abbiamo esaminato si chiamano anche deriv.te parziali della
Iunzione a due variabili z:/(,r, Ì); in particolare

zi=+ e Ia deri\ata parziale prima rispetto ad r.

z:-+ è ld derivara parziale prima nspellu ad ).
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or--- -- -- ---------
Fig. 45. Sezionando con il piano x=a si
oltiene una curva che ha in Pun punlo di
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Sembrd dunque di dver ri\ollo romplelamenre il proDlema JellJ rrcerca der punti
di maccimo o mrnimo relatrvo per una lun/ione d due varrabili: sdpnidmo inldllr
che le condizioni (2) rono anihe sulricienrr per inditidudre i Punri di-m'nrmo
relalivo di una cuiva piana: ci a§pettidmo dunque cle Ie conLli/ionr-f2ì \iano
ruxicienli Der indi\idu;re i punri di minimo Ieldri!o di una 'uper(icre' Ma \edre-
mo nel pros:imo paragrd{o ihe non è co.l: le condr/roni (2rnon §ono §utficienli in
generalè per individu,re ipuntt di minimo Ieldri!o dr un" \uperlicie.

2. Ala iceru, di condkioni suffrcienti pet individuaru i punti di ninino relatiro di

Nel paragrafo precedente abbiamo visto che. se una supe-rficie d'equazione
z=l(i:,» ha un minimo relativo in un punto ffa,t.l(a.b)1. valgono sempre

z',(a)= z:t(b)=o e zi(a)>0, zi(6)>0

Per scoprire che queste condizionr
non sono pero suflicienti per rndi!iJuare un
punto di mrnimo reldrivo. cominctamo ad
e\amirare Ia \uPerlicie r,rppre.enlald in lig
46. l, .',nèrfic,e è 'imile ad una semic{èra
appoggraio in Ot0. 0. 0J \ul piano.ry: ma. rn
co,ri'pondenza al punto O..i lro!a un.olllle_c,n,le" che \cende lolto il oiano .rt rn und
direzione diversa da quelÌa dèll asse z.

Fiq. 46

F chiaro che. in t3l caso. il punlo O non e un punro di minimo relali\o'
Derche ci sono dei Dunti della .uperficie che sono \ icini d O. ma si rrovdno nru rn
basso" rtsoetto ad O. Eppure, 'e si §ega que\ta supedrcre con i Pidni d equaz'one
r-0 e y=O tligg 47 e 4Rì. 'i orlengono due curve che hJnno rn O un nunto di
minimo relativo e. dunque, risulla

Queste condizioni necessarie erano legate al fatto che le duc curve piane ottenute
segando la superficie con i piani i-; e l=b avevano in P un punto di mìnimo
relativo.

2(0)=:«0):0 e z1(0)>0, zlr(0)>0.
È chirro Dero che sr Dotrebhe capire qual è la 'iLuarione 'egando ld \uperlicie con
il Diano determinalo dall s*e ,lelle r e dalla rerra che corrrsponde dl 'cxnaìetto-'
(ri;. lq): rn tal ca\o.i olliene Lome \e/ione urd curvd che ron hd cerlo In o ur
punn) di nrìninlo.

Fig. 47 Fig.48 Fig.49



B, Massmi è minimi per lunzion di due varabli

Si capisce allora che, per poler scoprire se la superficie ha ìn O un punto
di minimo relativo, non ci si può lìmìrare ad esaminare due sole sezioni piane,
bisogna invece esaminare infinite sezioni: tutte quelle che si ottengono segando la
superficie con gli infiniti piani passanti per l'asse delle :.
Sembra dunque di poter asserire che la condizione sufficiente per dire se la
superficie ha un punto di minimo in O è la seguente: tulte le curve ottenute
sezionando la superficie con i piani passanti per l'asse delle ? debbono avere in O
un punto di minimo relativo.

Per esaminare meglio questa condizìone. applichiamola a due superfici
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paraboloide rotondo d'equazione ?=rr+yr (fig- 50).
paraboloide a sella d'equazione z:ry (fig. 51).

Fig. 50. Paraboloide rotondo d equaziane z=x2+y2. Fig. 51

Corninciamo con I esaminare il paraboioide rotondo nel punto O.
Studiamo dunque le sezioni di questa superfici€ con i piani che passano per l'asse
delle z ed hanno equazionerl,:,r-r.
Le sezioni ottenute hanno l'equazionc data da

che sono state già descritte nel Compìemento B del cap. 1:

l_z_.r:+v: lt_t:+m:r' e intrne1,:,,,', 1,=.,
Si ottiene così, in ogni piano d'equazione )=mr,
una parabola che ha (fig. s2);
- iì vertice in O.
- la concavità rivoha verso l alto, dalo che risulta
sempre 1+m1>0.
Si conclude che lutte le curve hanno in O un punto
di ninimo relativo e percicì O è un punto di mini-
mo relativo anche per la superficie.

.l ::rI+,?:)xl

Fig 521 vedi Complemenro B del cap l
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Esaminiamo ora il paraboloide a sella nel punto O, segando quesla suPerficie con
i piani d'equazione y:m)r; le curve sezione hanno l'equazione data da

e infine !z=nÌ
Ir =,,*.

Si ottiene così, in ogni piano d'equazione y:rnr, una parabola che ha (fig. 53):
- il verlice in O.
- la concavità rivolta verso l'alto, se è dato m>0,
- la concavità rivolta verso il basso. se è dato m<0.
Si conclude che alcune sezioni hanno in O un punto di minimo relativo e altre
hanno in O un punto di massimo relativo; perciò O non può essere né di massimo
né di minimo relativo per la superficie. Questo concorda con l'andamento noto
della superficie. che ha in O un punto di sella.

Fig. 53

Questi due esempi conducono ad individuare trc situazioni possibili per
un punlo P di una superficie:

- P è un punto di minimo relativo, se rutte le curve sezione con tutti i piani
d'equazione )=mr hanno in P un minimo relativol

- P è un punto di massimo relativo, se turte lc curve sezione con tulri i piani
d.eqt:azione y=nt hanno in P un massimo relativo;

- P è un punto sella, se, fra lc curve sezione con i piani d'equazione )=rat,
alcune hanno in P un minimo relativo. altre hanno in P un massimo relativo.

Vedremo però nel paragrafo successivo che qu€ste conclusioni, apparenlemente
chiare e definitive, non hanno validità generale.

3. Un esempio "cttico": la funzìone di Peano

Il matematico Giuseppc Peano ha presentato, nel 1884, un esempio di supcrficie
che metle in crisi le conclusioni esposte nel paragrafo precedente: si tratta della
superficie che ha l'equazione seguente

z=(J1- t)(v'-u).
La superficie passa per I'origine O e possiamo dunque esaminarne il comporta_
mento in O. studiando le sezioni della superficie con i piani d'equazione ,=mr. Si
ottengono le curve che hanno l'equazione data da

I z=tr:- t)(y:-L). oss,a Iz={n '.rr-rX,':r] 2r)1v--, \v=.,
In concluiionc, su ogni piano d'equazione y:mr, si ha una curva d'€quazione

z:mt \1 -1m2}J +2lr1

Ir:*y ossia Jz=x nLr
ly=,i, [y=.,



B. l\ilassimi e minimi per tunzioni di due va abiti

Sr tralla dr una cuna del 4 ordine e. per srudiarne rl comporramenlo in O.
occorre vdìersi delle denrale. Si orriene in pdrticolare

z' =1m|x3 9m1xr+4x e z"=12max1 78m'x+4;
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risulta dunque, per qualunque valore di ,1.
z'(0)=0 e z"(0)>0

Si trova così che tutte le cìrrve hanno in O un minimo relativo e perciò si dovreb-
be concludere che O è un punto di minimo relativo anche per ia superfìcie.

tppure, e\aminando la <upenicie da un dltro Dunlo di virra. \r \coore
che O non e afldrro un punto dr minimo reldrivo. fcco'come sr puu rdgiona;e
Si sega Ia .uperticie con il piano.r), d equa,/ione r=0 e ,r erJmina io cu,t à orrenu-
ta, che ha lequazione dara da

61- t)(y'1-2x)=o .

È facile scoprire che la cuffa è composta dalle parabole seguenti (fìg. 54)
),, r=0, ossia )'?=.r,yr-2r=0, ossia ]'1=2x

,i-r':--"'"'-

Fig.54

Per capire come si comporta la superficie nell'intorno di O, si può allora procede-
re così: si sceglie una coppia di valori (r, ],) nella zona del piano rÌ compresa fra
le due parabole (in colore in fig. 55) e si determina il corrispondente punro ,P
sulla superficie di Peano.
Ora, la zona indicata è carafterizzata dalle disuguaglianze seguenti

x<v- <)t

" drnqu" ,i ottiana un cortispondente valore di
dato che nell'espressione

z:(Y1 x)lY.-zx)
i due fattori al secondo membro assumono segno
discorde.
Si trovano così infiniti punti che sono vicini ad O,
ma si trovano al disotto del piano .ry; dunque O
non può essere un punto di minimo relativol

I nsullali analirici ollenuri sr po5:ono in-
terpretare intuitivamente pensando ad una superfi-
cie che presenta, in corrispondenza della zona fra
le due parabole, una "grinza"; ma questa "piega" è
disposta in modo tale che non può essere scoperta
tagliando la superficie con i piani per I'asse delle z.

Questo esempio mostra le sottigliezze che
può pre.enrare lo .rudio delle lun/ioni u Jue varia-
bili, sottisliezze che esigono uno spirito d'indagine
acuto e pronto a non adagiarsi su risultati che sem,
brano evidenti-

:. che è certamente negativo,

Fig.55


