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3 Conlinùità 6 calcolo d€i ,imili

Fenomeni continui e discontinui
Nei due capitoli precedenti abbiamo presentato vari esempi di funzioni
continue e discontinue, basandoci sempre su considerazioni di carattere
grafico.
Si è detto, per esempio, che la funzione

/=sen r'
rappresentata in fig. l, è continua in tutti i suoi punti, dato che se ne può
tracciare il grafico senza alzate la matita dal foglio.
Invece, la funzione

mppresentata in fig. 2, presenta una discontinuità in cor spondenza all'a-
scissa 0, dato che. mentre si traccia il grafico. "si è cosffetti ad alzare la
matita dal foglio" per passare da sinistra a destra del valore 0.

Fig.2

.,_1

Fig. I

Si sono anche effettuate sui due tipi di funzioni alcune operazioni
elementari (addizione, moltiplicazione,...); negli csempi trattati si verifi-
cava che la somma di due funzioni continue era ancora una funzione
continua. Fermiamoci su questa prop età, che sembra evidente e semprc
vera. e riportiamo un esempio storico. che fa riflettere.

Ai primi del 1800 gli studi di J. Fourier'e di altri fisico-matema-
tici hanno condotto a scoprire delle inaspettate contraddizioni che si veri-
ficano componendo più funzioni continue; si è stati allora forzali a studia-
re più attentamente il concetto di continuita, che è diventato uno dei piir
importanti argomenti di ricerca matematica del XIX secolo.

' Ioscph Foùricr (1768.1830) è lamoso p.r i sùoi§tùdi lisico_narcnrarici§ulla nropa8dio



3. Coiiinuilà s calco o dei limlti

' Uno dei problemi proposti da Fourier è lo studio il movimento
deÌle corde vibranti; questo probleùa conduce a tracciare il grafico di
funzioni che si ottengono sommando sjnusoidi di diverso periodo (fig.3).

Fiq. 3

Le curve che si ottengono non sono più sinusoidaÌi, ma sono
ancora continue. Osserviamo ora la fig. 4, dove è presentata la somma di
15 funzioni sinusoidali; si intuisce come, continuando a sommare sinusoidi
di frequenza opportuna, si possono ottenere funzioni sempre più vicine a
quella di fig. 5. Ma la curva di fig. 5 non è certamente continua!
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Fig. 4 Fig.5

Si capisce che la contraddizione è dovuta al fatto che per ottene-
re la cu a di fig. 5, dobbiamo immaginare di sommare infinite sinusoidi,
mentre finora si erano ottenute fuùzioni continue sommando un numero,
anche grande, ma lidto di funzioni continue.

È interessante notare che la funzione di fig. 5 non è certo un'in-
venzione dei matematici puri, ma ha assunto notevole importanza nelÌa
tecnica: si tratta della così detta "onda quadra" uo segnale elettrico cosi
nitido e facilmente riconoscibile da essere largamente impìegato nella
taratura di strumenti elettronici (oscilloscopi. registratori, apparecchi mu-
sicali,...).

L'argomento di questo capitolo - la continuità - flon è dunque
banale e presenta numerose applicazioni nei più vari settori.

r= {- r,
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2. Definizione di funzione continua

Allo scoDo di chiarire la rlistinzione fra funzioni conlinue e disconlinue'
n.iìoilr.irrr. ad una precisa delinizione. lissiamo l'attenzione sulle due
[rir'i ai,"gnu," nelle ligg. r: e 7: la prima è il gralico della funzione

y=(a_2)r,
e Ia seconda è il grafico di

. -., (* 2)
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Fig 6
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Éig- 7

La differenza fta le due culve non è molto appariscente, eppure
tr.urva di-lip- j presenta una discontinuità nel punlo A(2' 0)' menlle la
curva di fie. 6 è continua in quel punto. Dal punlo di visla grallco -sl puo
dire che. D-er lracciare la cuna di fig 7. occorre alTare la malita dal logllo

",irJ" .ii*onttu il punlo ,4, menire in lig b si passa artraverso '4 senza
interruzioni. Ma è chìaro che la scoperta di discontinuita non puÒ essere
affidata solo all'esame di un grafico!



3. Conlinuità e calcolo dei limitì

Le tabelle delle figg. 6 e 7 conducono a descrivere in modo piil preciso la
differenza fra le due funzioni di.egnatc.
La tabella di fig. 6, conducc a scoprire che pet la funzione

v:(x-2)1,
fisulta che:
1) l,S/Gl:0.
2) il numero 2 fa parte del campo di esistenza della funzione.
3\ fl2\=(2-2),=0.

Si ottengono così tre condizioni che esprimono in forma sintetica e goro-
sa l'idea suggerita dal grafico: si disegna la curva con un un tmtto conti-
nuo perché, quando si assegnano alla x valori sempre più vicini a 2. si
ottengono conispondenti valori di }, sempre pìù vicini a/(2)=0 e, inoltre,
il punto ,4(2, 0) fa parte della curva.

Ora è facile seguire lo stesso metodo per desc vere analitica-
mente la discontinuità nel punto,4(2,0) di fig. 7.

Basandosi sulla tabella di fig. 7, si trova che pcr Ia funzione
- G-2\)=(Ì-2): 

-risulta:
t) 1,Ig /G)=0,
2') il numero 2 non fa parte del campo di esistenza. perciò non è possibile

calcolare /(2).

È proprio la condizione (2') che costringe a 'saltare" il punto ,4(2,0),
quando si disegna la curva.

Le considerazioni precedenti possono esscre facilmente genera-
Iizzate e conducono a cogliere il significato della seguente definìzione di
funzione continua.

Si dice che una fuMione J{r) è continùa in un pùnto d'ascissa r=a se e
solo se sono verificale le segu€nli condizioni:

t) fy"nJlr)=r,
2) il valore r:a fa parte del campo di esistenza della funzione,
3) f(a)=t.

Esaminiamo meglio la deiinizione riprendendo il coocetto di limite (cap.
2, paragrafi 5 e 6). Si capiscc che:

la condizione (1) descrive il comportamento della funzione, quando si
assegnano ad 'r valori vicinissimi ad a (a escluso):

- Ie condizioni (2) e (3), invece, fissano l'attenzione sul comportamento
della funzione quando si asscgna ad x proprio il valore a, affermando
che si può calcolare /(d) e che risulta /(d)=1.

Le condizioni ora elencate possono anche essere sintetizzate nel modo
seguente:
si dice che una fùnzione è continua se è verilicate la condizione

l'lgft)=1.(.t).
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86 3. Conlinuila e calcolo dei limili

In questo modo resta sottinteso che il numero 4 fa parte del dominio della
funzione e che si può calcolarefla); ma la definizione di funzione continua
in un punto viene sintetizzata nella sola condizione

|tg.r(r){a),
Ecco infi[e, una semplice estensione della precedente definizione.
si dice che una funzione è continua in un rntervallo se e solo se è continùa
h tutti i punti deI'i ervallo considerato.
In base a questa definizione è facile verificare che fisultano continue su
tutto l'asse reale le due funzioni (figg. 8 e 9)

y=k e y=).,
Meno immediata risulta la dimostrazione rigorosa della continuita su tutto
I'asse rcale delle seguenti funzioni:

y=sen Ì, )=d.
Le relative dimostrazioni sono schematizzate negli esercizi, e sono per ora
sostituite dall'osservaz ione dei grafici "senza inte[uzioni" rappresentati
nelle figg. l0 e 11.

Fig. I Fig. I

Fig. 10 Fig. 11



3. Conrinuita e cacoto dei timiti

3. Casi di discontinuità
La definizione di funzione continua in un punto permette anche di elenca-
re in modo chiaro i possibili casi di discontinuità. Si ragiona così:

- si fìssa l'attenzione sulle condizioni che debbono essere ve ficate per-
ché la funzione sia continua in un punto e cioè
t) 171;r@)=r;
2) il valore v _a fa parLe del campo di esislenza della lunzione;
3) lk):t;

- si determinano i casi in cui viene a mancare almeno una delle condizioni
elencate.

Ecco dunque i casi possibili.

. Manca la condizione (1)
Questo può awenire in due situazioni:
a) si ha lim /(r)=Ò;

in tal caso si ha una discontinuita infinita, come quella che presenta la
funzione di fig. 12 in cordspondenza all'ascissa 3.

b) noo esiste hn1/tx)=r. perche il limire desrro e diverso da quello sini-
stro-
Si ha così un punto di salto come il punto d'ascissa 1 della fig. 13.

Fig- 12 Fig. 13

. Manca la condizion€ (2)
Il valore d non fa dunque parte del campo d'esistenza della funzione. In
tal caso manca anche la condizione (3) perché non è possibile calcolare
/(a). Siamo in un caso come quello presentato in fig. 14.

a7



oo
. Manca la sola condizione (3)
Questo vuol dire che risulta /(rÌ)+1. Si tratta di un caso poco frequente,
che si può incontrare, "invcntando funzioni come quella presentata in
fig. 15, dove si nota una discontinuità in co ispondenza all'ascissa x= 1.

In questi ultimi due casi si dice chc la discontinuità è climinabile,
dato che è possibile modificare la dcfinizione della funzione in modo da
ottenere una funzione continùa.

3. Conrinuiià 6 calcolo dsi limitì

,=2 rcn la pù16 de €mpo diesisro^2a

n corispondaiza del'asc asa

Fig. 14

n corispo^dènza d6ll asc63.

Fig. 15

4, Dalla continuità al calcolo di limiti. Limiti di funzioni elementari

Fino ad ora abbiamo fatto largo uso del concetto di limite; non abbiamo
però mai detto come si calcola il limite di una funzione. Affronteremo ora
questo argomento. che è stato suddiviso in diversi paragrafi, individuando
tre tipi di limiti da calcolarc:
I) Limiti di funzioni elementari. in cui Ia continuità ha un ruolo fonda-

mentale (ergomcnlo lraltaio in queslo pcragrafo).
ll) Limiti chc si otlengono a partirc dai limiti dcllc funTioni elemcnlari.

valendosi di apposite regole (argomento sviluppato nel paragrafo 5).
Ill) Le forme indetcrminate. ossia i limiti che non si riescono calcolare

con le regole esposte prima (argomenlo svolto nei paragrafi 6 e 7).
Occupiamoci dunque dei limilidellc lunzionr elemcnlali. riprendendo una
definizione presenlala ncl paragrafo precedenle:
Se una funzione è continua in un Punto d'ascissa r=4, allora nsulta

lim/(x)=l(a).

IT.J'-



3. Conlinuita e calcolo dei limiri

Se dunque si deve calcolare il limite di una funzione in un punto d'ascissa
-r:4, in cui la funzione è continua, basta sostituire ad jr il numero d: il
valorc f(a) ottenuto fomisce anche il risultato del limite cercato.

Ecco qualche esempio, relativo a funzioni di cui si è verificata la
continuità nel capitolo precedente (figg. 16-19):

lir;r 2-2. tlm-x=V'3. lim.en x=sen :;=0,
._ V§

Fig. 17 Fig 18

89

Fig. 19

Fissiamo ora l'attenzione sui limiti di alcune funzioni elementa , che pos-
sono essere considerate come "mattoni" per costruire molte funzioni che
conosciamo: si rrarta delle seguenti lunlioni:

y=k, y=-t, y=sen r, y=e'.
Dato che si tratta di funzioni continue in tutti i pùnti del loro insieme di
definizione (l'insieme dei numeri reali), dsulta senz'altro (Ii,Eg.20-23):

lim k=k, lim.y=a, lim sen.r=sen a, lim e'=e',
dove a indica un qùalunque numero reale.

Ijn'osseNazione importante:
il metodo ora seguito per determinare il limite di una funzione (sostituire il
numero d al posto di.y e calcolare J(a)) vale solo se
- il simbolo a indica un numero finito,
- la funzione è continua nel punto d'ascissa a.

llm ì =!/3



90 3 conlinuità e calcolo dei limili

Nol1 è possibile dunque seguire lo stesso metodo nelle situazioni seguenti:

1) Si vuole calcolare il limite per x che tende ad un numerc finito a, in cui
la funzione è discon nua.

Ecco un esempio:
.. l

Sappiamo che la funzione considerata è di-
scontinua nel punto d'ascissa -r=0 (fig- 24) e,
dunque, non è pos5ibile sostrtuire ad x il valo_
re 0 per calcolare rl risullalo del limile.

2) Si vuole calcolare il limte di una funzione

Ecco un esempio:
lim e'.

È chiaro che, in questo caso. non avlebbe al-
cun significato sostituire ad r il simbolo +@.

Fig 24

Si rlesce tulta!ta a de(erminare it limite per -r_.! di que<te lunzioni
elemenlan. non certo _sostituendo ! ad r". ma valendoci di due ltpi di
considerazioni:
- considerazioni intuitive, basate sui grafici delle funzioni (vedi cap 2,

paragrafo 2);
- iigoòse dimostrazioni, basate sulla definizione di limite (vedi esercizi)'
Si arriva comunque ai risultati seguenli:

lim t=/< . lim È=/r,

Iim ,=+6 . Iim.t=--,
lim ?'=+- , lim s'=0,
lim sen.l e lim senx non e§istono.

5. L'algebra dei limiti
In ouesto Darasralo sono sviluppate le regole londamentali Per calcoldre i

limiìi di lJrte ie lunzioni che ii'possono òilenere a parlire da quelle ele-
mentari, valendosi dell'algebra d;lle funzioni esposta nel cap l'.Per ren-
dere la irattazione più seàptice l'argomento è diviso in tre parti:
A) algebra dei limiti finiti,
B) algebra dei ìimiti infiniti,
C) forme indeterminate.

A) Algebra dei limiti finiti
F\aminiamo un primo ca)o: calcotare il limile di unJ lunTione che è la
somma di due funzioni elementari.
Ecco qualche esemPio:

Iim lx+e'). lim (x+4), lim (.\+'en x)'
,-l



3. Conlinuila e cacoo dèi llmili

Per capire meglio di che cosa si tratta, cominciamo con lo studiare da un
punto di vista intuitivo il p mo limite proposto, basandoci sui grafici e
sulle tabelle di fig. 25.

Sappiamo che per la funzione continue
Y:x e Y=e'

sulta
lim x=0 e

Così, per valutare
linl (x+ e')

si è condotti a considerare la funzione
Y=x+e'

dove ad -r si sostituiscono valori sempre più vicini a 0 e si
corispondenti valori di y. Si capisce che si ottengono valori
più vicini a (0+1), che è la somma dei due limiti noti.

91

calcolano i
di Ì sempre
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Fig.25

Queste considerazioni possono essere facilmente generalizzate e Permet-
tono di cogliere il significato del segùente teotema:
se sono dad

lim/(.x)=l e lim g(Ì)=m,

risulta

lrl! L(r)+c(x)l=r+m.
Le considerazioni grafico-intuitive sviluppate p ma possono ora essere
convalidate da una dimostrazioDe rigorosa.

La dimostrazione del teorema è basata sulla definizione di limite, che è
esposta nel cap. 2, paragrafo 7, e che ora dchiamiamo: il simbolo

1,13/G)=/,
signilica che, Iis5alo comunque un inlorno,/(l). si può Irovare un inlorno
1(;, tale che y=/(r, appartiene ad /(1) quando.r varia in I(a).

Cominciamo col mettere in evidenza quello che sappiamo (cioè
f ipotesi) e quello che dobbiamo dimostrare (cioè la tesi).

con ed m liniti,
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Ipotesi:
si sa che

lg /G)=r

si dimostra che

ly;n Lflr)+c(,)l:r+-.
Dimostrazione.
Per dimostrare il teorema occore verificare che la tesi segue necessariamente
dallipotesi.
In base a a delinirione di limile la lesi consi§le in quesro:
scelto un qualunque inlorno /(l-m). si può trovare un intorno 1(a). lale che.
quando .r raria in 1(ar. )=l/(x) l8(.r)l varia nell intorno /0-m).
Indichiamo dunque con E il raggio delf intorno ,1(/+m) scelto e verifichiamo ch€
f ipot€si permette di determinare I'intorno ,f(d) richiesto dalla tesi. Si può proce_

dere cod. Sr sceglie I inlorno /(1t di raggio j e. in ba.e all iporesi. si tro\a l in-

torno l(a), tale che, se, varia in 4(d), ],=/(.x) varia in 1(l), cioè risulta (fig. 26):

, - 1.srtl<rr l. (,)t" I
Analogamente, si sceglie l'intorno Ì(n) di raggio; e si trova l'intorno 1,(a), tale

che, se.x vada in 1da), y=e(i) cade in (rr), ossia risulta (fig. 27)

--;<s@)<,n+;.

Fig- 27

3 Conlinuià e cal@lo d6i limili

lim s(r)-m.

(2\

È chiaro che gli inrorni /r(a) e / (d) sono in generdle di!ersi: se indichiamo-allora
con /u) l intoìno dr raggio minore..i ha chè. quando.r raria rn /(,). le relazioni
(l) e Ie (2) ralgono àitemporaneamente. Addizionando membro a membro
queste due disùguaglianze. si ha:

f +ml -,<Lf(r) +8(Ì)l<lr+ml+ s.

Quesr'ulrima condiTione as\icu,a che. quando.r varia in /(a). ,-Lrl.r) ' 8( r)l varia
pioprio nell inLorno /ll-m) di raggio; scelto all iniTrol la dimoslrazione è cosl

' Un osserva/ione importante: la dimoslrazione vale se a indica un nume-
ro finito. o anche iÌ simbolo à, purché I ed m indichino due numeri finiti'

t+Z

1



3, Conlinuila è caloolo dai limiti

Io conclusione, a partire da considerMioni di tipo gafico-i[tuitivo o con-
ducendo una dgorosa dimostraziooe, si arriva a stabilire la regola seguen-
te: per calcolare ll limite di una somma di funzioni, basta sommare i sitrgoli
linrid.

In modo analogo si riesce a stabilire il procedimento per calcola-
re il limite del plodotto di due funzioni, del reciproco di una funzione e,
infine, del quoziente di due funzioni,
Le regole ottenute si possono riassumere nel modo seguente:

se §ono dati
limflr)=/ s llm g1:c1=1n' con / ed ,, Ilnltl,

risulta
(r) lhn L^.r) +s(r)l =,/+ m,
(2) lim L(Ì)g(.r)l=1.In,

t3r lim !=1. purché sia n+0,-. gtx)
fix\ t(4ì lim --: =-- nurché sia n+0' ,4 C\x) ,rr'

Si [ota subito che rimane nella regola (3) un caso critico da trattare:
quando risulla rn:o, ossia

|§ e(r)=o
In questo caso infatti non si può ottenere il

.. 1lrm......:-
"-. 8(.r)

tl
calcolando il quoziente -j-. dato che non si può eseguire I'operazione;,

Una situazione analoga si rova anche nella regola (4): il limite
del quoziente di due funzioni non è quoziente dei limiti quando il denomi-
natore tende a 0.

Fissiamo ora I'attenzione su questi casi particolarmeflte impor-
tanti, esaminando da un punto di vista $aIico-intuitivo l'esempio se-
guente:

dato lim x'=0. calcolare lim I,-0 i .O Xz

Ricordiamo prima di tutto quanto è stato gia detto nel cap. 2:
con il simbolo

--Ilrm-
nor si intende assegnare ad r esaltamente il valore 0.

Si intende invece esaminare Ia funzione
1

per studiare l'andamento dir, quando si assegnano ad Ì valori sempre piir
vicini a 0-
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-0,5

3. ConlinuiÈ e É1610 d6i limiti

È facile cosi awicinarsi intuitivamente al risultato det limite con-
siderato, basandosi sulla fig. 28: i reciproci di Dumed vicini a zero sono
flumeri grandi in valore assoluto; perciò dsulta

.. Illm -:ò

1=o
0,25

#=,*
100
4

1
0,2s

0,01

0

0,01
o.25

Fig. 2A

Queste considerazioni possono essere facilmente generalizzate e conduco-
no a stabilire la seguente regola:

se è dato lim g(-r)=0, risulta llmA=6,-" PO)
Il procedimento grafico-intuitivo sviluppato prima può ora essere convali-
dato da una dimosffazione gorosa, basata sulle definizioni di limite espo-
ste nel cap, 2, paralJlafi 3 e 6.

Cominciamo col mettere in evidenza I'ipotesi e la tesi del teorema:

Ipot si:

I'g 8(,)=0,
ossia, scelto comunque un intomo ?(0), di raggio 6 piccolo a piacere, si può
s€mpre trovare un intorno /(a), tale che, se.r varia in (a), allora r=g(Ì) varia in
/(0), cioè risulta:

g(r) <"
T.si:

tim-!=-.'-" clx)
ossia, scelto un numero M>0, grande a piacere, si può sempre trovare un intomo
(a), tale che, se .r varia in 1(a), risuha

-]-ruBG)

DimosEzzioD..
È facile ora verificare che dall'iporesi ségue necessariamente la tesi: scegliamo un
nùmero s, positivo e molto piccolo e troviamo, in base all'ipotesi, I'intorno (a)
per cui risulta

ls(*)l<,;

)



3. Continuila e calcolo dei imlli

così, qùando r varia in 1(a), risulta anche
1-!

s(.r.) - E'

dove ora.!, reciproco di un numero molto piccolo, è un valore molto graode, che

possiamo indicare con M.
Troviamo cosr che. nellinrorno /(a). ri.ulra

l---,ugf.r.r

con M grande a piacere e questo garantisce proprio che isulta
ti-!:-'-'8(r)

In conclusione, si è dimostrato gorosamente che vale { il limite del
reciproco di una funzione che tende a 0.
Questo sultato ha un'immediata conseguenza sul calcolo di limiti di quo-
zienti con il denominatore che tende a 0: per calcolare limiti del tipo

f(t\lim- con lim s(.r)=0,-, gtx,
ci si può durre a calcolare

l .. 1llm /{) ) _:__- con llm - ='8(.r) -- 8(r)
Si è dunque condotti a studiare l'algebra dei limiti infioiti.

B) Algebra dei limiti infìniti
Si tratta di determinare delle regole per il calcolo di limiti, quando si
presentano situazioni di questo tipo: si deve calcolare

r f(rl
lim l/.r) rg{y)1. o lim Ifxr B(.()1. o lil'l s1r1. " Ì,t r,

e almeno una delle due funzioni tende all'infinito per -r-'a-
Ecco due esempi.

I ì Calcolare li. I I, -" 1. 5aDendo che risulta lrm { - - e lim e'- I'' --.'-'- . .. \r2 I ,-t x2

2) Calcolare Im 1, sapendo che sulta lim Ì3:Ò

In questi casi non si possono certo calcolare i limiti sommando o dividen-
do iì numero l con il simbolo ,, perché tali operazioni non hanno signifi-
cato. Ci si può invece basare, come nella parte A), su due tipi di procedi-
mento:
- considerazioni di tipo grafico, basate sulla nozione intuitiva di limitel;
- rigorose dimostrazioni basate sulla definizione di limite'1.

Per avere un'idea di come si procede, esaminiamo il secondo esempio,
cominciando a sviluppare le considerazioni di tipo grafico-intuitivo

I Vedi anche c!p. 2. paraCiali 2 . 5.
1 vedi anche cap. 2. paragrali 3 e 6.
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In fig. 29 sono rappresentate le fullzioni

,ly=x' e y=-;
x'

Le figure permettono di ricordare facilmente che il simbolo
lim x3=*

ha il signilicato seguenle: quando si assegnano ad x valori sempre piu
grandi in modulo y=Ì'assume valori \empre Piu grandi in modulo.
Ma allora, quando .i sostitìriscono ad .r numeri semple piu grandi in

valore assoluto, y= I, a..ume valori sempre piil \icini :r (ì. dato che si

tratta dei reciproci di nume molto grandi.

fr=o,oa
rooOa=o,oot

-fr= o.oe

-ro*1=-o'oo'

Fig. 29

Queste considetazioni Possono essere facilmente generalizzate e conduco-

3. Continuilà e calcolo déi limiii

1

10

-5
10

125

1000

-125

-1000

no a stabilire la seguente regola:

dato lim 8(r)=6, risulta

Il raqionamento gralico-intuiLivo seguito
una -dimostrazioni rigorosa. basata sulle

;;- --L =6,-a glx)
p ma può essere convalidato da
definizioni di limite.

Cominciamo col mettere in evidenza l'ipotesi e la tesi del teolema:

Ipotesi:

lIl s(xl:-,
ossia. scelto un numero M>0, grande a piacerc, si può sempre trovare un intomo
1(a), tale che, se -r varia in 1(a), risulta

s(,)l>M.



3. Conlinuiià e calcolo dei imili

T€si:

lim L:0
'-, 8(.r)

ossia, scelto comunque un intorno 1(0), di raggio E piccolo a piacere, si può
sempre lrovare un inlorno /(a). rale che. se x taria in /(a). allora -,1.-, varia in
(0;. cioe risulra: slu

Dimostrazione.

È facile veificare che dall'ipotesi segue necessariamente Ia tesi: scegliamo un
numero M! positivo e molto gmnde e troviamo, in base all'ipotesi, l'intorno (a)
per cui risulta

8@) >M;
così, quando , varia in 1(a), risulta pure

l1
EGj].M.

d.". -" -].. reciproco di un numero mollo grande. e un talore molto piccolo.M'
che possiamo indicare con E.

Troviamo così che. nell'intorno 1(a), risulta
t_

c(r)
con é piccolo a piacere e questo garantisce proprio che dsulta

1;. -L=g.'-, s(x)
In modo analogo si arriva a stabilire le regole riassunte nella labella seguente

Nella tabella si nota subito il simbolo ?, che segnala alcune situazioni in
cui il calcolo dei limiti presenta Pa icolari difficoÌta; è proprio di queste
situazioni che ci occuperemo oÉ.

I
EGJT

lin t/(,, lim tr(r)l im t ')+s(x)l lln t ix)s(r)l 6- -1- .-. c(r)
É0 0 0

1
0 0 0

0

0

0

0
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C) Forme indeterminate
Nella tabella precedente abbiamo indicato delle situazioni in cui il calcolo
di limiti presénta particolari difficolta; le situazioni sono le seguenti:

f(x)lim!-,-,8(r)
lyi t/{r)stx)ì ,

Ir11 Lf(x) +s(.r)J .

1)

2)

3)

dati lim /(Ì)= @

dati lim /(x)=0
dati lim /(r)=+o

Vediamo meglio di che
caso 1).
Sono dati

lim i2=+@

e si debbono calcolare

lim ! e

La fig. 30 con le relative

Iim !=+m

lim g(r)=*, si deve calcolare

lim g(x)=o, si deve calcolare

lim g(x):-o, si deve calcolare

si trarta. esaminando qualche esempio relalivo al

e lim i=+@
i seguenti limìti

lrm --.

tabelle suggerisce

e [m +=0.

10
100

1000
J

100
10.000

10di
10

100
1000

1

.L

0,1
0,001
0,001
I
0

*

Fig. 30

La lipura susserisce inohle la seguenle osservazione: se.r ++ @ ya(sume
,alori sempÉ-più grandi. sia quàndo si percorre la parabola (d equazione
v=x'/t. sia ouando si percorre la rella (d equazione / -r). ma y cresce plu
iapidimenrè se si peicone la parabola {si ha una -lalita piu ripida"l
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Così. risulta:

lim 2*'?= + o

si trova che sulta

llm ___- =l et_+- f

perché il numeratore cresce più rapidamente del de-
nominatore e il quoziente si awia al risultato Ò "det-
tato dal numeratore".
Si trova invece:

tlm 4 =o

perché si ha un quoziente reciproco del precedente.
Se poi sono dati (fig. 31)

e lim "x'z= + @

lrm:-;=;
Anche iD questi casi le figurc suggeriscono un'interpretazione intuitiva dei
risultati: quando r-+-, numeratore e denominatore crescono in modo
analogo e perciò il quoziente tende ad un limite finito.

Gli esempi preseltati mostrano un fatto inaspettato: quando si
considera il limite del quoziente di due funzioni che tendono entrambe ad
é, non si ottiene sempre un ben determinato risultator si puo otlenere é.
0, oppure un numero /. a seconda del tipo di tunzioni considerate.

Per questa ragione si dice che il limite del quoziente di due

funzìoni che tendono ad 6 è una forma indeterminata del tipo 9.

Considerazioni del tutto analoghe si possono sviluppare anche
nei casi (2) e (3); si ha dunque che:

- il limite del prodotto di una funzione che teDde a 0 per una che tende ad
infinito dà luogo ad una forma indeterminata del tipo 0 @;

- il limite della differenza di due funzioni che tendono a +d dà luogo ad
una forma indeterminata del tiPo @ Ò.

Si trova poi un'altra forma indeterminata calcolando il quoziente di due

funzioni che tendono a 0: è la forma indet€rminata del tino $.
Infatti, un limite del tipo

f/l\
tim *, con tim /(x)=0 e lim g(.r)=0, - g\t)

si può sempre scriverc nella forma seguente
., -.. 1lrm I{.xì 

-.Rlx )
con lim /(.x)=0 e

.. 1

"-,8(x)
Quest'ultimo limite è una forma indeterminata; deve dunque essele una
forma indeterminata anche il limite da cui siamo partiti.

Si arriva così ad individuare quattro tipi di limiti che si presenta-
no come forme indeterminate:

- la forma del tipo ;,
o- la forma del tipo ;,

- la forma del tipo 0 @,

- la forma del tipo 6-@'

Fig.31
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In questi casi non ci si può più valere dell'algebra dei limiti prcsentata
nelle parti A) e B); occorre invece ricorrere ad appositi metodi.

Alcuni di questi metodi, validi solo in alcuni casi particolari, si
trovano nei paragrafi 6 e 7, mcntre il metodo piil generale per trattare le
forme indeterminate, che si basa sulle derivate. è presentato ncl cap. 4
paragrafo 8.

6. Risoluzione di forme indeterminate: qualche caso semplice
Nel paragrafo prccedente abbiamo indicato delle situazioni in cui non si

escono a trovare delle regole per calcolare il risultato del limite; si tratta
dei casi segì.renti:

t(rla) sono dati lim /(.r)= ! e lim 6(r)=r e si deve calcolare lim --:
si ha la forma indeterminata del tipo -.' ftxtb) §ono dati l,I lÌrl =0 " lim g(xr 0 e si de\e calcolare lim -:si ha la forma indeterminats oer rino $. 

ì-a òt t '

c) sono dati 1,* lrl=- e lim g(x)=o s si deve calcolare lim [/(-r)S(x)];
si ha la forma indeterminaaa del tipo 0 -.

d) sono dati lim/(r)=+@ e lim g(x)=1- c si deve calcolare
lim [/(r)-s(r)ì:
si ha la forma indeterminata del tipo o-o.

vedremo ora come in alcuni casi particolari si riesca a calcolare il
risultato del limite anche in queste situazioni di indeterminazione.

1) Qualche caso pa icolare della forma a-a.
Cominciamo a lavorare sul seguente esempio numerico: si deve calcolare

lim (.xr-.rr).

Ecco come si può procedere. Si scrive il polinomio assegnato mettendo
in evidenza la potenza di r di grado più elevato; si ha:

/ r\
x,_x:=xr. lt _ ìl\ .r_/

Così ci si riduce a calcolare il limite di un prodotto di funzioni che non si
presenta più sotto una forma indeterminata: si ha:

a .+t/*
tim (r).lt-;l=-

In modo analogo si procede per calcolare il limite per r+o di un qualun_
que polinomio; si hai

.\an+.t.It... -d,,t'-r'{ -.' , .;t...-iil I
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In definitiva si ottiene:
lim (ao+arx+.,.+o"./)=@

2) Sualche caso particolate delta formo 9.
Cominciamo ancora una volta con alcuni esempi numerici: si debbono
calcolare i seguenti limiti:

... ):x3+Ì -4xal Um-.5Ì'+3
r'l llm--/ r-F 6f +8xr
. -- 5r4 + xt+ 2Cl lrm-,

Si può
mento

ripetere sia per il numeratore che per il denominatore il procedi-
seguito prima:

b)

ossta

ossla

.. 2.f +x2-4xllm-=@

,-,6_r,+8.r,

-. 5Ì1+x2+2 5llm--=-.-- 2r"-x z

t.lt*\*1V'-
c) rlm --!-7j{=}," lz- ,1-- ^\ x-t z

È chiaro che si può procedere in modo analogo per calcolare il limite per
x+@ di un qualunque quoziente di polinomir; così si ottiene:

@- se è dato ,r>rna"+a.x+,..+a-{ ./lim 

-=z-0. 

se è dalo 2<rr,-'ro+rr.r+...+à.l- \d+. se è dato ,t=m.
b^

SrDUoo"!e dre che r calcolr {oìrinon.ono \alidi\e huìrd r 0: rutrd\r". qud dosi
rdl@la il lim,re der r-«. i puo t,a:cu,dre la po's,Drlrra .he r c+umd proprio il \alore 0'
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-0,1
-0,01

0
0,01
0,1

0,95
0,9s5
non esisle
1,005
1,05

Fig. 32

3) Un caso particolare della forma ihdeteminata
Si vuole calcolare il seguente limiter

ot-1lim:---:.
Esaminiamo prima di tutto la situazione da un punto di vista grafico-intui-
tivo: si osserva che le due funzioni y=e'-1 e ,=r, rappresentate in
fig. 32,'decrescono in modo analogo intomo all'origine O(0,0)"; d'altra
parte la tabella presentata nella stessa figura suggerisce che risulta:

5r19!-L:1.
Vediamo ora come si può dimostrare in modo più goroso che il dsultato
del limite assegnato vale proprio 1.

Occorre innanzitutlo ricordare le seguenti nozioni:
l) la defrnizione del numero , e cioè2

/ r\,
lim i1+:l,_* \ nt

2) la definizione di logaritmo naturaler, che conduce a scnvere

Per arrivare al risuhato, si dcorre quindi ad un artificio: si scrive la variabile r
nella forma seguente

,:ln /r+1ì\ n,
occorre allora tener presente che risulta

perciò, per ottenere r+0, si deve considerare 1+0, ossia n+Ò.

I n .islliaro di querro limil. viene udlialo nel ..P. 4. Pa.agrafo 5., Vedi Complemcnd del ..p. l.
3 V.di cap, I, parasrali 6 B . c.

0aet ipo i.
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Con l artificio indicato. il quoziente diventa:

e r-e''.Ìl-r- t

' rn lr+1J ,.rn /r+-LJ\ nl \ ,rr
Basta ora ricordare una proprierà dei logaritmi per arrivare a scrivere il quozienre
nella forma piir opportuna; la proprietà è la seguente:

P'ln a=ln (aP)
Così, invece di calcolare il limite assegnato, si arriva a caicolare:

.ll_ltm 

- 

=-=l' ln ll +-LJ" In e

\x/
In questo modo abbiamo dimostrato rigorosamente che risulta:

1-4J=1.
È immediaro o.servare chc i mcrodi presentati \algono 5olo in pochi casr
particolari.
Nel prossimo paragrafo parleremo di un teoiema che indica un procedi-
mento di piil ampia poItata: tuttavia anche questo ieorema si esce ad
applicare solo in particolarì condizioni.
Il metodo più generale per ffattare le forme indeterminate richiede l'uso
delÌe derivate e perciò è presentato nel cap. 4, paragrafo 6.

7. Teorema del confronto. Qualche applicazione
Presentiamo in questo paragrafo un teorema che vìene spesso utilizzato
nel calcolo di limiti; il teorema può essere enunciato nel modo seguente:

Teorema del confronto
Se tre funzioni J=ft), t=g(x\, J=h(x) §oddisfano le seguenti condizioni:I) per qualunque.I variabile in un intorno 1(a) risulta

flr)<g(x)<à(r),
II) lim /(x)=lim À(Ì)=/,
si ha allora

l'19 rt'l=r.
OsseÌviamo subito che il teorema. chiamato
anche "dei due carabinieri , ha un immediato
significato intuitivo: la funzione y=8(,r) nelle
vicinanze tlell a.crs:a x-a rimane imprigrona.
ta" fta due funzioni che tendono allo stesso
limite l, e perciò dovrà tendere anch'essa allo
stesso limite I (fig. 33).

Vediamo ora come si svolge la dimo'
strazìone di questo teorema.

Fig.33
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Cominciamo col fissare l'attenzione su ciò che è noto (ipotesi) e ciò che si vuole
dimostrare (tesi).

Ipolesi.
I) per qrlalunque r variabile ir un intorno (d) risulta ,(r)<g(-r)=ft(r),n) ùm /(r)=lim l,(r)=/;

Tesl..

l4 e(r)=r'

Dimostrszione.

Per dimostrare il teorema ci si basa sulla definizione di limite. verificando che
dalle rpotesi deriva la seguenLe condizione: scello un intorno 1(l), si può trovare
un inlomo (a) in modo che 8(Ì) appa eÌga a I(l). scxvaria in I(r-). Si sce8lie
dunque un inrorno 1(/) di raggio € e si rrovano. basandosi sulla parte ll) dell'iio-
tesi. i seguenti inlomi (figg. 34 e 35):

l'inromo lr(a) tale che. se .r varia in tla).lx) appaniene a 1(1). cioè risulta
l-e<f(x)<l+É, (1)

- l'intorno 7,(a) tale che, se x varia in 1,(a), t (x) appartiene a (/), ossia si ha
l-€<h(t)4+É. (2)

Fig. 34 Fig. 35

Si indica poi con I(a) il più piccolo fta i due intorni precedentemente detetminati;
è chiaro che, quando, varia in (a), risultano conremporaneamenle verificatc Ie
disuguaglianze (1) e (2), insieme alla parte I) dell'ipotesi; si ha dunque:

I r<IG)=E@)sh(,)<t +é, ossia l-r<g(x)<l+e
La dimoslra/ione è cosi completara. dato che. in base alla definizione di limhe, la
disuguaglianz, ollenura garantisce proprio che risulta

Y\q?)=t
Il teoÌema del conftonto risulta molto utile nel calcolo di limiti; spesso
infatti non si riesce a calcolare direttame[te il limite di una funzioney=g(r), ma è possibile trovare due funzioni di conhonto, y:flr) e
t=h(x\, di cui è facile calcolare il limite.
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Un esempio è fomito dal limite seguente:

Cominciamo con l'esaminare la situazione da un punto di vista grafico-
intuitivo: si osserva che Ìe due funzioni y=sen x e y=r, rappresentate in
fig. 36, "decrescono in modo analogo intorno all'origine O(0,0); d'altra
parte la tabella presentata nella figura suggerisce che sulta:

-0,1
-0,01

0
0,01
0,1

0,9s8
0,99998

0,99998
0,998

Fig. 36

Valutiamo ora qu€sto limite in modo più dgoroso, ralendoci del teorema del
confronto; per duesto occorre trovare due funzioni che soddisfino le seguenti
condizioni:

lr 'imnripionrno la tunzione v- "_ =. ouando.r varid in un inlorno di 0.

II) tendono allo stesso limite per r+0.
Una prima idea viene suggerita dalla fig. 37: l'arco,4P rimane "stretto" fra la
semic_orda P.Il e il segmenio di tangente,4f, mentre il punto P percote l'arco
.48. Se poi si ricordà la delinizione delle funzioni circolari )=senx e ]=tgx
(fis. 38), si ha che:

Ì indica la lunghezza dell'arco AP,
sen .r indica I'ordinata del punto P,
tg Ì indica I'ordinata del puùto f.

/_\
Perciò. quando.{ varia nell intervallo lO. 'r]. risutta: sen.r<r<lgx.

Fig.37
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A partire da queste disuguaglianze si procede nel modo segrente.

- Si riene presente la relaTione tondamentale ig .:t- q e si scrive:

cos ,
- Si dividono tutti i membd per sen r, ottenendor:

l< r <---L.se[ r cos -r
Si ricavano le disuguaglianze che legano i reciproci di ogni membm:; così si ha

.or."<!"n'<1, nell intervallo 0<.r<+..xl
- Si liene presente che le stesse disuguaglianze sono valide anche nell inlervallo

l-*,01, dato che nsuha (fig. .19)\z I
sen (-r) - sen r sen,rco§(-,Ì)=co(I . * = , = ,

Si arriva così a rìconoscere si hanno Ie seguenti condizioni (fig. 40):

lt co.r<'en{<I nell inrorno /lO) dr raggio ir=.

3. Conlinuirà è calcolo dei limiti

III lim cos Ì=lim 1=1.

G ( x)=ascissa di P'

sen ( x)=oldinala di P'

, Te.ere presenle che sen r è Positivo quando r varia nell'ii1e*,11. (0, l)
2 Tetrere preÉnli le note propletà delle disu8uagliaue: da a<r si r;cna 1>j: aa a>a

.11

Fig.39 Fig. zlo

Il teorema del conftonto garantisce dunque che sulta:
_- sen .r -

A Dartire da ouesro risultalo. ci può calcolare iL limite di altre forme
indàterminate, ìn cui intervengono le funzioni circolari: ecco un esempio.
che prenderemo nel capitolo successivo:

.. I -cos rlrm 

-
Ìr0 x
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Si trarta di una lorma indererminara del tipo fi. che si ricscc a risolvere
basandosi sui sultati precedenti e su una nota formula di trigonometda:

sen2 -t+cosz,r=1,
da cui si ricava

,e1: ,= | -s652 1=( I _cos .t)( I +cos r).
Si procede così: si riscrive la funzione assegnata io altra forma moltipli-
candone il numeratore ed il denominatore per (l+cos.r). Si ottiener:
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l-cos:y (1+cos 'r) sen-.t

Così, invece

lim

E, dato che

r (l+cos x) -t.(l+cos,r)
di calcolare il limite assegnato, si calcola il limite:

sen2.r
r.(1+cos -t)
risulta

-- / \/cenv\llm {sen Il[-/',., \_./ \!<
si ha anche t0 ì.

lim l-cos x _0
.t

1
2

L Teoremi sulle funzioni continue
In questo paragrafo sono prescntati alcuni leoremi sullc funzioni continue.
Si tratta di teoremi che richiedono talvolta sottili dimostrazioni, anche se
sono facili da scoprire quando ci si basa su considerazioni geometriche.
Il paragrafo è diviso in due parti. Nella parte A sono presentati dei teore,
mi che permettono di scoprire se una funzione è continua: nella parte B
sono esposte delle proprietà valide per tutte le funzioni continue.

A) Teoremi per verificare la co[tinuità di ùna funzione
All'inizio di questo capitolo (paragrafo 2) è stata indicata la condizione
per riconoscere se una funzione è continua:
una funzione r=/(.r) è continùa in un punto d'ascissa Ì=4 se si verifica che

I'I! "(r)=J(d).
Si è anche visto come questa condizione permetta di riconoscere che sono
continue su tutto I'asse reale le segucnti funzioni elementari:

Y=k, Y=x. Y=sen x. Y=è.
Ora, componendo oppo unamente queste funzioni, se ne possono co-
struire molte altrc. tcco qualche esempio:

/=x+*. ,=sen x+t, ... (somme di funzioni continue)
)=f.I , y=.r sen n , ... (prodotti di funzioni continue)

k .._ I

| È cniaro chc l op€ra2ionc ora eseAuna perde signilic.to se risuh.
l+cosr=o, Gsia cost= I- cioù r,..

Ma- dato ch. dobhiamo .alcol,re il limne dell-esprcssione per r-{r. posi,oo lrascurare il c.so che
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Di queste funzioni non si riesce a tracciare facilmenle ilgrafico, tuttavia si
può scoprire rapidamente se si tratta di funzioni continue; basta valersi dei
teoremi seguenti:

date due funzioni ,=J(.t) e J:g(x), continue ln un punto d'ascissa x=a,
risulta[o continue Dello stesso punto adche le segùentl funzionit

3. Conlinuilà è .aldlÒ dèi liniri

È facile continuare quest'elenco: si possono aggiungere Ie funzioni che si
ottengono ripetendo le varie operazioni piùL volte o combinando operazio-
ni diverse. Così si può arrivare a scrivere funziooi dall'cspressione analiti-
ca molto complicata, come, per esempio, le seguenti:

4x3-xl+5x-4 e'. sen Ìoppure y=-
2.xt + x2+3

I) J=J(.r)+e(r,
II) ,=/(.t)g(.t),

IID )= #, pùrché risulai g(a)+O,

ry ,=#, purché risulti 8(a)+0.

Questi
bra dei

teoremi sono un'immediata conseguenza di quelli rclativi all'alge-
limiti. Per rendersene conto ba$a dimostrare il 1" teorema.

L'ipotesi è che le due funzioni y=/(Ì) e )=g(r) siano continue per.r=a. cioè

liml(r)=l(a) e Irj" c(r=8(a)'
La tesi è che sia continua la funzione )=flx)+s(x) per i=a, cioè risultii

lim I r) +s(r)l=l(a) +c(a).

La dimostrazione è molto facile: dall'ipotesi segue immedialamente la tesi, dato
che per ottenere il limite di una somma di funzioni si calcola la somma dei limiti.

Quesd teoremi perm€ttono di verificarc la continuità di un gran numero di fun-
zioni; ecco qualche €sempio particolarmento significativo.

- A partire dalla funzione y=i, applicando piùl volte il teorema relativo alla
moltiplicazione di funzioni continue, si verifica che sono continue lutte le fun-
zioni del tipo y:-r".

- ,Applicando i teoremi relalivi alì'addizione e alla moltiplicazione di funzioni
continue, a partire dalle funzioni ):ft e )=r', si verifica che sono continui i
polinomi, cioè le funzioni del tipo

t =ar+ otx + arl+... + a,r".

- Applicando ad una coppia di polinomi il t€orema relativo alla divisione di
funzioni continue. si verifica che sono continue tutte le funzioni razionali fraate.
cioò tuni iquoTienri di due polinomi del ripo

q+atx+a2i+...+a.f
Y= k+bé+b2Ì+-jb,t'

purché si escludano i valori di i che r€ndono nullo il denominatore.



1093. Continuila e calco o dei limili

B) Proprietà delle funzioni continue

Teorema di Bolzano' (sui valori intermedi)
È data una funzione y:flr) continua in un intervallo chiuso [4, ,] e si
Iissano, all'interno delt'intervallo, dùe valori r'ed t (con /<s) tali che
lr)+J(s). Si verilica allora che nell'inteNallo [/, §] la funzione J=fl.r) assu-
me lutli i valori compresi fra lìr) e /ìs).

I a proprieta e.pressa dal teorema è evidente. se si fa riferimenlo
al grafico délla funziond (lig. 4l): la cuna passa dal punto Rlr. f(/)] al
punto S[s, /(s)] senza salti né "fori"; perciò la funzione deve assumere
tutti i valori compresi fra /(r) e /(s).

Tralasciàmo la dimostrazione di questo teolema, perché è lunga
e laboriosa.

Fig.41

Teorerra dell'esistenza degli zeri
È data una funzione y=flx), continua in un intervalto chiuso [4, A]. Sapen-
do che /(a) ed /(r) hanno segno opposto, è s€mpre possibile trovare almeno
un valore c dell'intervallo (4, ,) tale che risulti /(c)=0.

Dal Dunto di visla srafico {lis 42) il leorema è e!idente: la cur\a
raccorda sen; interruzioniìl punto À[d. /ìa)1. situato dl disopra dell as\e
delle ,, con À[r, /(A)], posto-al disottb dell'asse delle ,Y; è chiaro che la
cuna dovrà tasliare l'atie delle r in un punto C(r- 0).

Del rÉro, questo teorema e un'immediala conseguenTa del leo_
rema Drecedenlei basta considerare r' o e s= b: se la tunzione deve assu-
mere iutri i valori compresi lra un numero posrtivo {per esempio f')) ed
uno negativo f(A)) dovrà anche assumere il valore 0.

Éis- 42

I Bprnhard Bol/"no (l /81_1848r erd un ra(erdo'e Doemo' 'he mLqle e mona Praga lrn
dash inin del 1800 { rer conto ddlt.iSenza di dimolrÙonr nSorof ner 

'ampo, 
oerr m45ì (

cÒ;duse rmNrld nr i r«rhe §jr lmirie 'ulla. onrinJna. arche te ' nsullarr ma'emarrcr oa ruì rassu u
ru,ono 'omile ,mente rra.n,dù ddr 'uor (on emPoran(i'



Una funzione continua in un intervallo chiuso [4, ,] ammette sempre alme'
no un massimo e un minimo assoluto.

Tralasciamo la dimostrazione di questo teorema che è lunga e
piuttosto artiliciosa e ci limiliamo ad illuslrame lenuncialo con qualche
èonsiderazione di carattere grafico.

Proviamo dunque à costruire il grafico di qualche funzione che
soddisfi l'ipotesi: deve tiattarsi di una funzione continua in un intervallo
chiuso [a. b]. oerciò il sralico deve essere un arco di cuna che raccorda
s"nru sàlri o inrerruzioii i due punti ALa. flatl e Blb.llbll.

Vediamo qualche grafico che si può ollenere se. per esempio.
risulta

f(o)>f(b).
1) la curva può essere costituita da un atco sempre decrescente (fig. 43);

così la funzione ha come massimo assolulo /(a) e come minimo assolu-
to f(b).2) la irirva decresce a partire da A; ma la funzione raggiunge il valore' minimo m+/(A) (fig. 44) e poi cresce fino a raggiungere /(à).

110
Teorema di weierstrass' (sui valori estremi)

Fig. 43

3. Conlinuìlà e Élcolo dsi limili

Fig. 44

3)

4)

r Karl weieistras (1815-1897), uno dei piùr eninenli maleoatici d.l semlo soso' v§s

"o 
i,*e,t i, cii^",ii: i t'i ìi deve,6; l'alto, à "mstruzione dgorosa" d€u'analisì rna fare

appello a.onsiderazioni geomet.iche

la curva può essere crescente a partire da,a (fig. a5). In tal caso non
può però'crescere indefinitamentè, perché deve poi raggiungele il pun-
io Rl che ha un'ordinata minore. Dòvrà allora verificarsi che la funzio-
ne cresce fino ad un valore massimo M e poi decresce. Per la curva di
fig. 45 si ha, poi, che /(b) rappresenta il minimo assoluto. cioè il piil
niccolo valore che la Iunzione assume nell inlervallo
i, 

"uruu 
oro "rr"r. ..escente a patlrre da,4; ma la funzione. dopo aver

raggiuntò it valore massimo M. raggunge il mlntmo l?1+./lb) (lig 46)



Si capisce che, anche nel caso in cui risulti /(a)</(r), si trcva sempre che
la funzione deve avere un massimo assoluto (che è il piìr grande dei valori
di /(:v)) ed un minimo assoluto (che è il piir piccolo dei valori di /(x)).
I valori massimo e minimo assoluti della furìzione prendono anche il nome
di valori eslremi.

Un'osservazione importante: nel teotema di weierstrass l'ipotesi
che I'inte allo considerato sia chiuso è essenziale. Le figg. 47 e 48 mo-
stlano appunto due esempi di funzioni continue che non hanno massimo e
minimo aisoluti: in fig. 47 è rappresentata una funzione continua conside-
rata in un intervallo aperto, mentre in fig. 48 è lapPresentata una funzione
esaminata in un intelvaÌlo illimitato.

3. ConlinLrita e calcolo dei limili

Fiq. 45

Fiò 47 Le lùnzbrre v= 1 e esamrnala nell'inlervallo

O<x<2. L'interuallo è limilato, ma aperto a sinistra (0
non fa parle dell intervallo): la funzione non ha massi'

'11'1

Fig. 46

Fig. 48. La funzione y=é 'è esaminata nell'iniervallo
r>0. L'intervallo è illimitalo a destra. La ,unzione non
raggiunge il minimo assoluto.


