
I
Complementi

A. Cambiamenti di riferimento: traslazioni
e rotazioni d'assi

In questo cap. 1 e nei relativi Esercizi sono spesso intervenute le trasformazioni
del piano; in particolare le traslazioni hanno corsentito di studiare facilmente
fùnzioni che avevano u['espressione apparentemente complicat6. Nelle figg. 1 e 2
riportiamo due esempi di questi risultati. Vediamo ora come stùdiare le traslazio-
Di da due punti di vista differenti.

Fìs. 1 Fì9. 2

1. Un punto di vista dinamico: le trastormazioni

È il punto di vista segùito nel testo: un piano cartesiano Or) trasla nella direzione
degli assi, mentre un dferimenlo O'x'y'. disegnalo su un Piano fisso. perme(e di
confrontare le varie situazioni che si presenlano (tig 3). Si esamina così la se'
luente situazione: il piano Ory subiscè una tmslalone chc Porta I'oriSine O ad
àssunere le coordinaie O(p. q)i un punto P(.x.,) si Porta nel Punto P' che ha
neÌ lif€rimento O'r',', le coordinate seguenti

v'=v+q.
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2. Un punto dl vista statico: i cambiamenti di rilerimento
È disegnato sul piano un dferimento Orl; successivamente si disegna un altro
lif.elimefio O't'y' corl gli assi paralleli ai pr€cedenti e I'origine nel punto
o'(-p, -q) $e. 4).

In questo modo ogni punto del piano può essere individuato in due
modi:
- con le coordinate (r, /), se riferito al "vecchio" riferimento,
- con le coordinate (r', )'). se rif€rito al "nuovo" riferimento.
È facile vedficare che le coordinate sono legate dalle relazioni segueoti;

t) lr'=v+'q It) l
lJ (l) esprimono Ie _nuove" coordinate a pÀrtire dalle _vecchie". mentre le (lt)
risolvono il problema inverso.

Fig. g Fig. 4

Si osserva subilo che le relazioni (I) sono identiche a quelle trovate
prima; i due diverci modi di procedere portano dunque a risultati uguali.

Proviamo ora ad impadronirci meglio dei cambiamenti di rifcrimento,
esaminando un'altra situazione.

3. Botazioni d'assi
Cominciamo ad esaminare un caso panicolare che permetterà di arivare facil-
menre a risultati più genelafi. In fig.5 è disegnato il rilerimenlo O.rJ,, dove
abbiamo indicalo il punto P(3.4). Ruotiamo ora il riferimento di un angolo z in
senso antiorario; si otterra un nùovo riferimento Or'r'.

x =DF=W+W
y'=AD=d RD

Fis. 5



A. Cambiamenli di lerift6nlo: lraslazioni e rola2ioni d'assi

Determiniamo le coordinate .r' e r' del punto P nel nuovo fe mento.
Le nuove coordinate sono

t'=OC=DP e y'=OD=Cp.
Si ha quindi, p€r l'ascissa .r':

DF= DH-+EF,

DE=ÈE=OB sen d=4 set e
In definitiva risulta

r'=3 cos ,+4 §eD a.
Si ha poi, per I'ordinata Ì';

oD=o7-7D

EP=BP as u=3 cos a.

òR=dE cos a=4 cos e
In conclusione

e RD=BE=EP xn a=3 s.a a.

,'=4 co6 a-3 §en t.
Dunque. ruotando il riferimento di un angolo r. Ie coordinate del punto P, che
erano x=3 e y=y', divenlano

r':3 cos a+4 sel c
J'=4 co§ d-3 3en ,.

È chiaro che lo stesso procedimento si può seguire a partire da un qualùnque
altro punto P; si arriva dunque alla seguente conclusione: ruotardo il riferimento
di un atrgolo a, le coordinate di un punto P, che erano.Ì ed /, diventano

.r'=r co6 c+, sen 6 O)
J'=J aDs 4--r selr c-

Ir formule pcr il passaggio inverso si dcavano risolvendo le (1) dspetto ad.l ed y.
Si ha:

x:.r' cos a-)'sen a (2)
,=r' cos c+i, sen a.

Le (1) e (2) prendono anche il nome di fomùle per la rct ztune d'ssl.
Vediamo ora un'applicazione di queste formule di rotazione. Consideriamo la
funzione

.l
e tracciamone il graJico (fig. 6): si ottiene
asintoti-

Operiamo una rotazione d'assi di a5' (fig. 7) e vediamo come cambia
l'equazione di questa curva: basta valeEi delle equazioni (2), con§derando
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un'iperbole equilatera rife ta agli
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Dato che risulta

cos 45"=sen 45'=

si ha: .l I
\11 v)

,l 1y=y.-_=.tx,---=v2 v7
Si sostituìscono ora queste espressioni ad .r ed ) nell'eqù^zione assegnaia, che
conviene scrivere nella forma

Si ottiene
t.1lx ---=-Y\V2

ossia

1!,

'L,-L*,'!=,\ V2 ',/21

1\
y2l

,, ] , 1x'r-v"r=t
e infine

x,r_y,,=2.
La formula ottenuta descrive la curva di fig. 8: è owiamente la stessa ipeibole
equilatera considerata all'inLio; ora però ha come asrototi le rette d'equazione

È immediato osservare che formula e grafico non descrivono più una funzione.
I-a stessa curva può essere tuttavia descritta dalle dùe funzioni seguenti (fi88. 9 e
l0):

y'-tG"-z e Y'=-tQrn

Fig. 8 Fig. I Fig. l0


