
5
Equazioni e disequazionr
goniometriche

1. Equazioni e disequazioni goniometriche nella reafta
2. La funzione y=arcsen x
3. ll concetto di funzione. Funzione inversa
4. Le funzioni y=arccos x e y=arclgx
5. Equazioni del tipo senx:m, cos x=m,lgx:m
6. Equazionideltipo sen a{x+g)= m, crlsta,(x+g)=m, lga4x+g)=m
7. Un:interpretazione grafica delle equazioni deltipo gen (4x+g)=m
8. Equazioni del tipo asenx+bcosx=c
9. Equazioni deltipo asen2x+Òsen xcos x+ccos2x=d

10. Disequaz ioni goniometriche



122 5. Equazion s dis€quazioni goniomel.iche

1. Equazioni e disequazioni goniometriche nella realtà

Iniziamo questo capitolo riflettendo su due situazjoni che condu-
cono a studiarc equazioni e discquazioni goniomctriche; si tratla di
situazioni che si piesentano abbastanza spesso nclla rcaltà di oggi.

A) Per accordare una chitarra. il chitarrista pizzica due corde
contemporancamente c ascolta con attenzione (Fig. t).

Se percepisce un suono limpido. vuol dire che la chitarra è ben
accordatai lo strumento. invece, dcvc essere accordalo quando si awerte
una particolare sensazionc di suono vibrato e sgradevole.

Come si spiega quest'effctto sonoro?
Ricordiamo prima di tulto che, per accordarc la chitarra. si

procede così: si premono duc cordc sulla tastiera in modo che producano
Ia stcssa nota. ad esempio si preme l ultima corda (la più grossa) al 5'
tasto c si lascia libera la penultima corda. Queste corde danno la stessa
nota solo se lo strumento ò ben accordatoi sc non lo è. le due corde danno
suoni di frequcnza un po' diversa. che creano un effttto di vibrato. di
"miagolio".

Vediamo meglio di che si tratta esaminando un caso numerico: i
due suoni hanno frequenza di ,{40 c 4,{2 cicli al secondo.

In prima approssimazione. possiamo descivcre i due suoni con
leggi del tipo

d=r sen ot.
dove si ha

con / che rapprcscnta là frcquenza del suono (p. 84).
Esaminando il caso semplice in cui risulta

si arriva a descrivere i due suoni con le duc funzioni seguenti:
dt=senoi. con .ùt=2i:441)

d2=scnozt, con cù=2L442.

Fig. 1
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Nel nostro orecchio i due suoni si sovrappongono. dando luogo ad
suono descritto dalla legge

d=sen o1r+sen.rrt.
Basandoci sulle formule di prostaferesi (p. 117). possiamo riscrivere
legge (1) nella forma:

d = 2 c os (?:;: 
) 

t. se 
" 1"" ? l,

in cùi risulta:
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2;442-2;440

=2;441.
2

2;442*2t440

Si ha così la legge:
d=2 cos (2t,t\ .sen (2r M7t) .
Ora possiamo vedere questa funzione come un caso particolare

della legge
d= r sen r,rl.

purché consideriamo
2 cos (2;t)=r
2;441= a»

In questo modo riusciamo ad individuare chiaramente Ie caratte,
ristiche deÌ suono ottenuto:

- la frequenza è di 441 cicli al secondo,

- l'ampiezza massima r cambia al passare del tempo e va a con una
legge sinusoidale, che ha Ia frequenza di solo I ciclo al secondo (Fig.2).

La formula e la figura spiegano le caratteristiche del suono: è
una nota molto vicina al 1a (441 invece di 440 cicli al secondo), ma
l'intensità varia lentamente dal massimo al minimo e di nuovo al massimo
in 1 secondo. Questa variazione produce I'effetto di "miagolio"; lo stru-
mento è ben accordato quando il "miagolio" scompare.

Ma, ci si chiede, in quali istanti l'intensità / del suono si annulla?
E in quali istanti il suono ha un'intensità r uguale a quclla dei suoni
componenti?
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Siamo così condotti ad esaminare la legge
r:2cos2;:t.

per scoprire per quali valori di I risulta
2. cos2;t=0

oppure
2.cos2it= l.

cioè dobbiamo dsolvere delle equazioni goniometiche, in cui I'incognita
èr.

B) L'argomento di cui ora ci occuperemo è la cosiddetta teo a
dei bioritmi. Si tratta di una teoria discutibile. che cerca di descrivere in
una forma matematica semplice ùna realtà complessa e sfuggente come
I'umore di una persona.

La Fig. 3 mostra i bio tmi di una pcrsona disegnati dal calcolato-
re. Che cosa indicano queste curve e come sono disegnate?I bioritmi esprimono in termini matematici un'osservazione ab-
bastanza comune: una stcssa persona durante alcuni giorni è euforica ed
attiva e durante alt giorni è depressa e pigra. Qualche volta si conoscono
imolivi di un malessere o di un malumore. ma spesso i_giorni negativi"
sembrano Senza spiegazione.

La teoria dei bioritmi spiega queste situazioni soslenendo che
ogni persona ha dei cicli che iniziano al momento della nascita ed influcn-
zano lo stato fisico. emotivo ed intellettuale. Il ciclo fisico è lungo 23
giorni. il ciclo emotivo è lungo 28 giomi e il ciclo intellettuale dura 33
grornl.

Alcuni esperti di bioritmi visualizzano questi cicli con tre sinusoi-
di che hanno tre pcriodi f differenri (23 giorni, 28 giorni e 33 giorni) e la
stessa ampiezza massima r. Così, misurando il tempo a in giorni, il ciclo
fisico sarà desc tto dalla funzione

)=rsen 3.1 r. rappresentata in Fig. 4.' zt
il ciclo emotivo sarà descritlo dalla funzione

v=rsen 1l r. rappresentata in Fig. 5.'24
e il ciclo intellettuale sarà descritto dalla funzione

y=/sen;+r. rappresenlata in Fig. 6.- lt

Fig. 3, ll calcolatore ha disggnato lrc sinusoidi che rappresenlano I andamenlo del ciclo
fisico, di qu€llo emolivo e di quello inte leiluale.
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Le sinusoidi delle Figg.4.5.6 descrivono dunque icicli di un-a

Dersona a Dartire dal siomo ili cui è nata,.. e dovrebbero Permettere di
tonoscern" lo siato fi;ico, emotivo o intellettuale in qualunque mese o
noto 

rn questi casi ha panicolare interesse deteminare. Per esempio.
in quali gior;i laltività fi;ica è positiva". in quali è "negativa e quali
sonò i giorni in cui l'attività è nulla.

Questo porta a studiale come vatia il segno della funzione

y=rsentt,
determinando per quali valori di t risùlta

rsenÉt>0.
o

rseofir<0.
Siamo dunque condotti a risolvere delle disequazioni Soniometriche,



126 5. Equauionie disequazionisoniometichè

Per determinare, poi, i giomi in cui l'attività y è nulla, siamo
condotti a solvere ùn'equazione goniometrica del tipo

rsenrr=u.
Abbiamo così esaminato delle situazioni che ci possono condurre

a solvere equazioni e disequazioni goniomet che, nelle pagine seguenti
vedremo come dsolvere problemi di questo tipo.

2. La tunzione y-arcsen x

In questo capitolo dovremo spesso determinare una grandezza
incognita a partire da un'altra, che, invece, è [ota. Ne abbiamo già visto
degli esempi nel paragrafo precedente, come, per citame di nuovo uno,
trovare il valore di , per cuì la funzione

r=cos2iit
assume il valore

In tutti questi casi non ha, owiamente, importanza la scelta delle
lettere con cui indichiamo ciò che è noto e ciò che vogliamo ricavare; ad
esempio, avremmo potuto indicare il tempo t incognito con.t (pensando ai
secondi), invece che con r, e al posto di / avremmo potuto sc vere una
oualunoue altra letlera dell'alfabeto.' ' Comjnciamo ad esaminale una situazione particolarmenle §em_
plice. La funzione

) =sen_Ì
pone due diffeÌenti tipi di problemi:

1) è data Ia lùnghezza r dell'arco e vogliamo ricavaie il valore ]
del seno dell'arco; questo problema ha sempre una ben determinata
soluziolle, dato che ad ogni valore di x corrisponde un solo valore di Y;

2) è dato il valore y del seno dell'arco, per esempio y=0,5, e
vogliamo determinare la lunghezza r dell'arco, vogliamo cioè determinare
il valore di .x per cui risulta

senr=0.5.
Per risolvere il problema 2) ci si basa sul grafico di

-y=senr,
rappresentato in Fig. 7. Dalla figìrra risulta che al valore

Y-0'5
corrisoondono inliniti valori di x' Ad analoghe considerazioni st è condoll' dall e\ame grahco di
equazioni come

senx= -0,5,
rappresentata in Fig. 8, oppure

senÌ=1.
rappresentata in Fig. 9.

Se, invece, proviamo ad esaminare I'equazione
senx=2.

rappresentata in Fig. 10, ci rendiamo conto che non esistono valori di,
corispondenti al valore y=2.
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Fiq. 7

Fig.8

Fig. 9

Fig. 10
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Fig- 12Fig. 11

Risulta ora chiaro che quando è dato un valole y del seno
dell'arco r, si possono presentare i seguenti casi:

1) y>1 oppure y<-1
e non esistono corrispondenti valori di ,;

2) -1.=y<1
ed esistono infiniti valori di ,.

Ma. ci si chiede. Derche quesla situazione si presenta solo oral
Quando, nel Cap. I. si considerava il seno solo per angoli acuÙ

(O.r.j). ri trovava. tramite il calcolatore. un solo angolo in corri-

soondenla ad un dalo valore del seno. Lra suflicienle impostare il valore
y d"l t.no e premere i tasti N EN] per ollenere il corrispondente
valore dell'angolo.

La Fig. 11 suggerisce la rispo§ta: se conside amo solo I'alco OB
di sinusoide, aà un valòre di ) corisponde un solo valore di,

Ed-ora, come risponàe il caÉolatore se cerchiamo, per esempio,
il valore di ,, per cui

senr=-0.5 ?

Proviamo a premere i tasti segueflti:

EN tr E FtrtrII]MìtsiM;
otteniamo

-30'.
Scegliamo, poi, aìtri valori negativi di ); otteremo sempre un solo valole
di r. purché si scelga

-1<y<0.
Ci rendiamo così conto del fatto che il calcolatore si basa su un

solo arco di sinusoide (Fig. 12), caratterizzato da

-90'<ts90",
o, in radianti

_i!<-<t2-^- 2

ln questo modo- ad ogni valore di) {compreso tra - I e I I colrisPonde un
solo valore di x." ---òr".tu .""tta di limitarsi a considerare l'arco AB di qinusoide (in
Fig. 12) nìn è un'invenzione dei costrutto di calcolatori E invece un
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Fig. 13
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Fig. 14

accordo riconosciuto da tutti i matematici; si è convenuto di invertire la
funzione

Y=§en''
considerando solo, compreso fra -* e 4 (owero ha -90'e 90).'22

Nulla avrebbe impedito di accordaÌsi in modo diverso, p€r
esempio scegliendo la x nell'intervallo compreso fra j e;r (Fig. f3).

Sarebbe stata, invece, inaccettabile la scelta dell'intervallo com-
preso fra 0 e z, perché un valore di y avrebbe individuato due valod di ,
(Fig. ta).

Accettando la scelta iniziale, possiamo concludere nel modo
seguente. Pe. poler invertire la funzione

)=sen'x
è necessado che:
1) y sia compreso fra -1 e I, ossia

- 1sy<1

,e[-1,1ì;l
2) fra tutti i valori di .y, corrispondenti ad una ) assegnata, si scelga quello
compreso rra -, e r. cloe

_ tl <-<!2-^- 2'
ossia

.re l- *. i-:1.I t z)
In questo modo si può otterere una funzione che ad ogni valore y del
segno di r la corrispondenre un solo valore di.r. Ouesta funzione prcnde
il nome di arcoseno.

Questo nome, arcoseno, è un'abbreviazione della frase «l'arco il
cui seno è...» e ricorda, appunto, il problema da solverer è dato il seno
di un arco e si wole Eovare l'ampiezza di quest'arco.

'n simbolo [-1,1] indica I'intervallo d.i numcri reali comprcsi fra -1 e l,
estremi inclusi, c il simbolo € si legge "appartien€ a".
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Pe! quello che abbiamo detto all'ioizio del para$afo, possiamo
scegliere come vogliamo le lettere con cui indichiamo I'arco e il suo seno;
ad esempio:

scegliendo scnveremo

itlco:t
seno:/ r=aIC§€ny

arco :,
seno: d

dtco iy
seno:,

In Fig. 15 abbiamo rapprcsentato il grafrco di y=arcsenx.

Fig. 15. Sl tratta doll'arco 748 di sinu§oids,
rappresèntato in Fig. 12, che ha subilo una
simm€t a dspeno ala retta y=x Questa
simmetria scambia inratli la y con la x. ta'
slomando

3. ll concetto di funzione. Funzione inversa
Scelte, convenzioni e limitazioni ci hanno pelmesso, nel paragra-

fo precedente, di definire l'inversa della funzione seno. Ma, ce ne
rendiamo conto, resta una certa perplessita: non è la matematica il regno
delle dimostrazioni figorose, dove nulla è lasciato alla nostra sceha?

In questo pangrafo rifletteremo su questo problema e giungere-
mo a delle conclusioni inaspettate,

Osserviamo, innanzitutto, che la funzione arcoseno sembra di-
velsa dalle funzioni sin qui incontrate. scrivendo, per esempio,

y=mx+n

y:s€nt
y= af + ba3 + cx2 + dx+e

penliamo che la r possa assumere qualulque valore reale: 0, 1, 1032, ft,
-\/2,...
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Invece, quando scriviamo
.y=arcsenx (x è il seno ey è I'arco),

dobbiamo scegliere .x compreso fra -1 e 1, alt menti non possiamo
trovare il corrispondente valore di ,.

Del resto questa limitazione nella scelta dei valori di r non
rappresenta un caso eccezionale, prop o dell'arcoseno; si verifica anche
per altre funzioni, Ecco due esempi:
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Se scegliamo la J maggiore di I o minore di -1, il radicando 1-r2 risulta
negativo e la radice quadrata di un numero negativo non dà risultato
reale- Perciò, se vogliamo ottenere ). dobbiamo scegliere (Fig. 16)

-lsr<1 owero rl€[-1,1]
proprio come per l'arcoseno.

Fig. 16

,r .---L._' / senr
In questo caso la, può assumere qualunque valore. ma dobbiamo far
attenzione ad escludere i numen che annullano il denominatore senx:

Anche ora, quindi, c'è una restrizione sui valori da assegnare alla r (Fig.
11).

1) y=\fr=F.

-74 Fig. 17

Ecco, infine un caso singolare. La funzione
:) y=r,&+V-r.
Ora otteniamo la ) solo per,r=0. Infatti, se x è positivo. la seconda radice
non dà un risultato reale, mentre, se.x è negativo, non dà sultato reale la
prima Édice.

Si capisce così che le funzioni definite per ogni valore di .r sono
un'eccezione: in generaÌe. una funzione ha significato solo se , assume
certi valori. L'insieme dei valori di x per cui la funzione è definita è detto
dofii io della funzione. Così ìl dominio della funziooe

J=arcosenx è l'intervallo [ 1,1];
il dominio della funzione

y=\fr= è ancora l'intervallo [-1, l];
il dominio della funzione

l è t'insie-e dei numeri reali p vato dei multipli di ;;
sen I

infine il dominio di
y=15+fi è il solo valore 0,
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Conside amo ora una funzione del tutto dive$a dalle preceden-
ri. che si presenta in biologia. È noto che la riproduzione dei balteri
avviene pei scissione: un baìterio si divide in due. due in quatlro' - e

càsi riu.'Netta labella seguenle \ediamo a sinistra il numero ' di scissioni
awenute. a destra il cor-rispondente numero ) di batte

È chiaro che si ha:
y=2' (1)

Anche ouesla e una lunzione, ma ora x e ] assumono solo talori interi' In
nanicolare la i ouò assumere solo i valori 0, l. 2. . .. percio il dominio
della funzione è l'insieme dei numeri interi positrvi

Ma la stessa scrittura (1) può avere altri significati:

- Duò raDDresenlare il flusso v di neulroni in un reallore nucleare a]
iariare'àel tempo i e. in taicaso..r assume valori reali posilivil

- può descrivere i'intela curva esponenziale, quando la.r ptlò assumere
tutti i valori reali.

Si caDisce cost che la sola formula (l) non chiarisce da §ola Tulto
ciò che voeliamo dire sulla tunzione.

Aialogamenre. quando scriviamo
y=senl

non risulta chiaro se intendiamo determinare il seno solo di angoli acuti,
solo di ansoli ampj fino a 360o, ..

Si e.ce 'da quesl ambigulla con un alione chiarificalrice' che
nrecisa il concetto di funzione.' Fino ad ora ave\amo indicato con il termine lunzione una ìegge
che Ia corrisDondere ad un valore di x ll \alore di y Ma lo abbiamo
,.,oena visto.'dobbiamo speciticare tn qlrale insieme puo essere scello x:
irii;cniamo con /4 que\lo insieme. che ai chiama dominio della lunzione

Per essere piu chiari. sarà opponuno specilicare anche l'insieme
cui apparriene y: numeri interi. reali... Questo insieme è detto codominio
della iunzione, e lo indicheremo con la letlera B

Possiamo ora formulare in modo piu preoso la frase 'la [unzione
è una leope che fa corrisDondere ad un valore diÌ il valore di /_ t intatti
cr,iàrà if;E. prim, ai pariare rJix e di y. dobbiamo aver scello il dominio '4
e il codominio B, cui ) ed }, appartengono.
Ecco allora la nuova definizione:

dato un insieme,4. detto dominio,
dalo un in\ieme B, detto codominio.
una funzione è una legge che associa ad o8ni elemento di -4 Ùn
ur?ica elemento di B.

In questa definizione sono sclitte in corsivo le parole chiave:

- la funzione deve esistere per ogni valole di x nel dominio '4;

- "a 
onniiitor" di .r scelto'in 4ieve corrispondere un §olo valore di y

in B]cioè, come si dice. la lunzione deve essere 'flivoc4'
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Si osserva, basandosi su questa definizionc. che due funzioni
sono uguali solo se:

l) hanno lo stesso dominio,4.
2) hanno lo stesso codominio B;
3) ad ogni elemento .r di ,4 fanno corrispondere Io stesso ele-

mento y di ,.
Alla luce di questa definizionc, possiamo riesaminare il procedi-

mento seguito per invertire la funzione seno. lniziamo col definire in
modo preciso la funzione seno. Abbiamo che:

- il dominio ,4 è l'insiemc dei numeri Ìeali.
- il codominio, è I'intervauo [-l,lì:
- Ia funzionc che fa corrispondere ad ogni valorc x dell'arco il corispon-

dente valore y del seno, è scritta nclla forma:
Y=§en t'

È chiaro dal grafico (Fig. 18) che questa funzione non è invertibile, pcrché
ad un valore di y in B corispondono infiniti valori di r in,4.
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Fig. 19

Per avere una funzionc invertibile. dobbiamo sccgliere un domi-
nio più ristretto. Definiamo perciò una nuova Iunzione, che chiameremo
Seno con la S maiuscola pcr distinguerla dalla precedcnte.

Ecco Ia dcfinizione:

- il domrnio ,a c l inrcrvallo I 'i, 11.I t tl
- il codominio B è lintervallo I l,ll.
- la funzione associa ad ogni valore.r in / il corrispondcntc valore del

§eno ed è scrilta nella forma:
Y=Senx'
Questa nuova funzio[e è invertibile, perché ad ogni ] corrispon'

dente un solo valore di r (Fig. 19).
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Perciò è possibile definire la sua inversa nel modo seguente:

- il dominio è linsiemc B, cioè l'intervallo [-1.1];

-il codominio è linlicme a, cioè linrervallo [ '.'. il:I 2 tl
- la funzione fa corrispondere, ad ogni elemento,y del suo dominio B, il

valore y in 1. determinando ), come l'arco il cui seno vale x.
Questa Iunzione dovrebbe essere scritta nella forma:
)=arcSenr,

ma si scrive:

Ì:arcsen r
perché così è ormai l'uso. È però importante sottolineare che I'arcoseno
non è l'inversa della funzione seno; è. invecc. l'inversa di un'altra funzio-
ne, più "ristretta". chc abbiamo chiamato Seno.

4. Le funzioni l/ arccos x e y arctg x

Ripetiamo ora le considerazioni svolte nei paragrafi precedenti
per esaminare un problema analogo: dato il valore ) dcl coseno dcll'arco
(pcr esempio )=0.5), determinarc l'arco -r. detcrminare cioè iì valore di r,
tale che

cosir=0.5.
Si osse a che la funzione di cui abbiamo tracciato il grafico in

Fig. 20 è definita nel modo segucnte:

- il dominio è l insieme dei numeri reali.
- il codominio è l'intervauo [-l.l],
- la funzione associa ad ogni valore Ì dell'arco. iÌ corrispondente valore

del coseno. ed è scrittr nella forma:
Y=cos 'r'
Questa funzione non è invertibile, perché ad un valore di )

corrispondono infiniti valori di r. Perciò si definisce una nuova funzione
che sia, invece. invertibile; il grafico di Fig. 2l suggerisce come scegliere il
dominio ,4 di questa nuova funzione. che, per chiarezza, possiamo
chiamare Coseno.

Così si definisce che:

- il dominio,4 è l'intervallo [0.;j.
- il codominio a è l'intervallo [- 1.11,
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Fiq.21

- la funzione associa, ad ogni valore r in,4, il corrispondente valorc,
del coseno ed è scritta nella forma:

,=Cos.t'
Questa nuova funzione è invertibile. perché ad ogni valore di y

corrisponde un solo valore di x (Fig.22).
Perciò è immediato definire la sua inveEa nel modo seguente:

- il dominio è l'insieme 8, cioè I'intervallo [-1,1],
- il codominio è I'insieme ,4, cioè l'intervallo [0,;],
- la funzione fa corrispondere, ad ogni elemento, del suo dominio 8, il

valore y nell'insieme ,4. determinaDdo, come I'afco iI cui coseno vale
,. ossia come I'arcoco§eno di '.

Questa funzione dovrebbe essere scritta nella forma:
/- arccos.t,

ma si scrive usualmente nella forma:
)=arccos.,

In Fig. 23 abbiamo tracciato il grafico di questa funzione,
Ed è proprio su questa funzione che si basa il calcolatore.

Premendo. per esempio. la sequenza di lasti.

Bn tr E FFlliFvì1c65.
per determinare l'arco ) il cui coseno vale -0,5, si ottiene, in gradi (Fig
24):

120'.

Fig. 2
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Fig. 25

Infine, esaminiamo il seguente problema: determinare l'arco'I
tale che sulti, per esempio:

tg.x= 1.

Si osse a p ma di tutto che la tulzione, di cui abbiamo disegnato il
grafico in Fig. 25, è definita nel modo seguente:

- il dominio è l'insieme dei numeri reali, da cui, però, dobbiamo
escludere i multipli dispari di ';. cioè:

3 ;;3 5,") )"'r"
- il codomint è fi;ie;eii tut-ti i numeri reali,

- la funzione associa ad ogni valore r dell'arco il cor spondente valore
della tangente ed è sc tta nella forma:

y=tgx
Anche questa funzione non è invertibile, perché ad ogni valore

di y corrispondono infiniti valori di r; tuttavia è immediato definire una
nuova funzione, che sia, invece, invertibile (Fig. 26).

Si definisce che:
il dominio,4 è l inrervallo [ ]. {).\ z tt

- il codominio B è l'insieme dei numeri reaÌi,

- la funzione fa cor spondenre ad ogni elemento x di A il corrisponden-
te valore della tangente e può essere espressa nella forma:

Y='lYc'

' con iì imboro (- i . ,2 ) 
.r rndkd linre,vaìlo dei numen compreri rrd

e j, estremi cctlsi.

5. Equazioni e disoquazioni goniomelricho
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Fig' 26

Questa lunzione è invertibile, perché ad ogni valore di ) cori§ponde un
solo valore di x (Fig. 26); possiamo dunque definire la sua inversa nel
modo seguente:

- iI dominio è f insieme B, cioè I'insieme dei numeri reali,

- il codominio è I insieme a. croe trntervatlo i-f . ll,\ z tl
- la funzione fa corrispondere ad ogni elemento .x del suo dominio B, il

valore di y nell'insieme,4, determinando y come l'alco la cui tangente
vale x, cioè come arcotangente di x.

Questa funzione dovrebbe essere espressa nella foùna:
Y= arcTg t,

ma si scrive usualmente:
Y=arclgx.

In Fig. 27 abbiamo tracciato il grafico di quest'ultima funzione.

Fig. 27
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preme la sequenza di tasti

trlTLlltrvllTAIil.
per determinare l arco y, la cui tangente vale -1, sioltìene, in gradi (Fig.
28)l

-45'.

Fis. 2A

5. Equazioni e disequazioni goniomèlriche

È su questa funzione che si basa il calcolatore. Infatti, quando si

È da tener presente che le funzioni
/=arcsenÌ.,=arccos.r. /=arctgx,

sono a vohe indicate nel modo seguente

,=sen rx. y=cos r.r, ,=tg I,r.

Quest'ultimo modo di sc vere può offrire qualche difficoltà di lettura:
siamo abituati infatti a considerare

sen:r=(senr)rì
così viene spontanco leggere

a"n_, r=1."n*1 '= I

Proprio per evitare tali ambiguità in questo volume abbiamo preferito
usare i simboli arcoseno, arcocoseno. arcotangente.

5. Equazioni del lipo sen x = m, cos x- m. tg x: m
Abbiamo ora tulti gli etementi per risolvere le equazioni che più

frequentemente si presentan; nelle applicazioni. Cominciamo dai casi piir
semplici, per arivÀre gradualmente a trattare i casi Piir elaborati.

\i l(,Ìrn/i.rr.,,,ì
Esaminiamo prima di tutto un esempio numericoi l'equazione

senÌ=0.5.
Con questa scrittura abitualmente si esprime il prohlema scguente: dala la
funzidne y=senx (che ha per dominio linsieme dei reali). determinare
ftrari gli archi Ì il cui seno vale 0,5.- Come abbiamo osseryato nel paragrafo 2, sono infiniti gli archi
,, che hanno seno uguale a 0,5; tuttavia' esaminando la Fig 29, in cui
a6biamo tracciato il grafico di ,=senx, è immediato rendersi conto che i
valori di ,x cercati sono disposti con regolarità sull'asse delle Ì.



Le nozioni relative agli angoli associati (vedi p.
38) permetrono. poi. di capire meqlio quesra regolariia
(Fig. 30): i due angoli AOP e AOQ, che hanno seno
uguale a 0,5, hanno ampiezza

30" e 180"-30'=150'.
Dunque, oella Fig. 29, , e -r' sono le misure in radianti
degli angoli di 30' e 18f-3tr e quindi ,isulta:

,=4 e r'=---4.oo
Ma la funzione y=senx è periodica con periodo 2z;:
quindi risulterà

senr=0.5
anche in cordspondenza ai seguenti valori di .r:

5. Equarbni è dÉ€quaz ioni goùiorioùi,le

'06
x\=;- 2+2.2i=5;- +'66

In conclusione, tutti i valori di .Y per i quali risulta
senx=0,5

sono espressi nella forma seguente;

x,=4 +2kd e xi.=---4+2kr'o_o
ossia

x,=2ktl1 e xl=t2k+l\E- A.'-. --' 6 - -- '-' "',' 6',
Misurando gli angoli in gradi. scriveremo. invece:

r*=30'*k360' e ri = 180o- 30o + k360'
ossia

).k=2k180' +30" e ri=(2/<+1)180'-30'.
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Fig.30

'ò
x.=f;+2.2^-

(r)

(2)
È importante osseryare che fra rutti gli angoli, iodicati relle

formule (l) o (2). uno soltanto (.r= i o x=30') può essere determinato
con I'uso del calcolatore, dato che risulta:

arcsen 0.5= 46
o, anche,

arcsen 0.5 = 30o.

Fig. 29

v

/7-< )<(o
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I'equazione
wnr=m. con -l<m=l,

si prccede così:
._ si determina e=arcsenm.
- si scrivono tutte le soluzioni nella forma

tr=2kr).e e x'L=(2k+l)r-z
(dove ,t può assumere tutti i valori interi).
Se, invece, risulta:

m<-1 o m>L
I'equazione non ha soluzioni.

li) Equarione cos.r:rr
Per dsolverc l'equazione

cos.t=tt?, con - t<tn <1,

5. Equazioni e dissquaz iona ooniomÉlich€

Possiamo ora generalizzare il procedimento seguito. Pea risolvere

possiamo seguire un procedimento analogo a quello appena visto (Fig.
31): si trova un valore u che soddisfa l'equazione calcolando

c:atccosm.
Ma, se a è una soluzione, anche

c+zt, a+41i,...
sono soluzioni, dato che la funzione

y=cosl
è periodica con peiodo 2;, Sc vercmo dunque:

)ck=d+2kn'

Flg. 31

FE. 32
Sappiamo inoltre (Fig. 32)

2x-a hanno lo stesso coseoo; perciò
infinite soluzioni seguenti:

xi=2n- a+2n=41:- d
xi=2n- a+4ì=6n- L

che gli angoli a e
abbiamo ancora le

Si tratta di soluzioni che possiamo scnvere nella forma:
xL=2kt;- a'

Riassumendo, I'equaz ione
cos.t=m, con -1=rn =1,



5. Equazloni e disequazioni goniomeficho 141

ha infinite soluzioni date da:
xk=2k\r+a e ).L=2kn-d,

dove k può assumere qualunque valole intero e risulta:
d:alcaosm.

Se, invece, risulta:
m<-1 o m>1,,

l'eqùazione noIr ha soluzioni.

C) Equazione tgx=,r,
Osservando la Fig. 33 si capisce che una soluzione dell'equazione

tgx:m
è data da:

d=aIctgm.
Ma, poichd la funzione langente è periodica di periodo t. ci sono inlinili
valori x la cui langente vale m. Questi valori sono:

Possiamo dunque riunire tutte le soluzioni dell'equazione tg,:m nell'uni-
ca formula segueflte:

)tk= c.+ kn,
dove t può assumere qualunqùe valore intero e risulta:

d=arctgm,

/ ""r/

Fig.33
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Riassumendo, ecco le equazioni che sappiamo risolvere e le
relative soluzioni:

equa.aone soluzioni

con -1<mz1

I xtZkr+a
1 xL=ek+l)r-c
J xr=2k,t+ z
I xL=2ktt- z

6. Equazioni del tipo sen to(x- t)=m, cos,.o(x*?):m,
tg o(x+ 71:6

tgt:m d,=arctEm

Esaminiamo prima di tutto un caso Dumedco. L'equazione:
sen2(x+60)=0,5.

Dato che sappiamo solvere eqùazioni del tipo
(1)

sent:m,
viene in mente di ricoDdulsi al caso già studiato, introducendo una luova
ilcognita z, legata aIIa J dalla relMione:

z=2(x+6tr).
Irr questo modo l'equazione (1) diventa:

senz:0,5,
che come abbiamo visto nel paragrafo precedente, ha le soluzioni

zt=3r+2k18tr e zi=l50'+2kl8tr,
con 30"=arcsen0,5.

Calcoliamo ora i valori di , a partire da quelli di z. Dalla
relazione

z=2(x+60")
si ricava:

4z=x16o"z
ossia:

,=!r-6tr.
2.

Si trovano dunque Ie soluzioni -4 e zi dell'equazione (l) assegnata,
svolgendo i seguenti calcoli:

Ia) xk=;z*-6ry
ossia:

, r= | 1w + zt tw)-6tr:15"+k180'-6r
e infine:

,tr=-45'+t18f;

valore di a
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bì ;l=12i.-60e' ^ 2^
ossia:

,i= j ltso'+znso1 -6tr=75'+&180"-6ff
e infine:

,i=15"+k180'.

Si conclude che l'equazione
§en 2(r+ 6f) =0,5

ha le soluzioni:
,*=-45"+t18ff e ri=15"+&1800.

Il prccedimento che abbiamo seguito ha caratterc ge[erale e può
ess€re ripetuto sempre quando si deve dsolveae un'equazione del tipo:

senr;(r+g)=n, con -1<h1=1.
Ecco come si procede.

I) Si introduce ùra nuova idcogrita z legata alla , dalla relazione:
z=,4x+E);

si dduce così I'equazione assegnata alla foltrla:
senz=m.

II) Si risolve I'equazione
Eenz=m,

otteneodo le soluzioni:
Zt:2kt*a e zL=Qk+1)7r-d,

con
,.-atcsen ù,

III) Dalla relazione
z=lx+q)

si ricava:
Ix= az-Q

e quindi:
,*:*ro-q e x'r= L ri-r.

Sostituendo i valori di z, che sono stati calcolati nel punto Il, si trovano le
soluzioni:

,o:L12*r*r1- q e xL= Ll2k+l)È dl- p.^ a'
se, invece, è dato:

m>l o m<-1,
l'equzione non ha soluzione.

Possiamo ripetere qùesti ragionamenii per le equazioni
@so\x+?)=m, can -1< <1,

o anche
tga(x+ 9\=m.
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Si trovano così le soluzioni che portiamo nella tabella seguente,
insieme a quelle viste pima.

equazione solùzioni valorc di d

*n @{x+ ?):m

cos a(t+ q):m

In:Llx"+ò-e
Iri=Lgzr*u*-o1-o

te.,{x+ù=m d.=atctgm

7. Un'interpretazione grafica delle equazioni del tipo
sen a(x+ ?): m

La risoluzione delle equazioni studiate Ilel paragrafo precedente
può esserc visualizzata, basandosi sul glalico della sinusoide e sùlle
trasformazioni del piano. Vediamo, in pa icolare, qualche esempio nu-
merlco.

1) Consideriamo da un punto di vista grafico I'equazione

sen Jx* * l=0,5;\ J,I
risolvere quest'eqùazione significa determinarc le ascisse dei punti di
intersezioae della curva

/ -\r=sen(r+fJ o)
con la retta d'equazione

y:0'5'
Per Eacciare il grafrco della clrva (1), ba§ta traslare la sinusoide

/:sen_x
lungo lasse delle x di { ve$o sinistra (Fig. 34).'5

La Fig. 35 sugge sce ora un'immediata considerazione gtafica: si
osserva che la rctta

.y=0,5
iocontra la sinusoide

Y:sen'
nei punti .4, B, C, ..., di cui possiamo trovare le coordinate, risolvendo
I'equazione

ser.r=0,5;

,o: L12k* 11- 9

xi: Llzt<o- a'1- 9

,o:!1ko+oy-9
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,=*"(,-;-)

Fig 34

quando si trasla la sinùsoide di f verso sinistra, anche i punti di intersezio-

ne vengono raslati, e, così, troviamo ,4', B', C', invece di A, B, C,
Perciò le soluzioni dell'equazione

'"n h+ 4ì=o.s (2)T J,I
sono le soluzioni della

sen.r=0,5

rraslate di j verso sinistra e. cioè. diminuite di j.
È chiaro dunque che le soluzioni della (2) sonoi

,r=li+zk-)-3 . *i=("- Z,*4-3.
2) InterEetiamo ora dal punto di vista glafico I'equazione

sen2t=O,5,
tracciando il grafico della curva

y=set2x
e della retta d'equazione

Y=0'5'
Per ftacciare il grafico della curva (3), basta operare sulla

sinusoide

Y=s€n'r
una contrazione lungo l'asse delle, in modo da dimezzare le ascisse (vedi
p. 90). Si ottiene la Fig. 36.

(3)
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(4)

Fig.36

Fig. 37

Anche quesra \olla e una ligLrra - la Fig. 31 - a suggerire
un'osservazione: ia rena d'equazione

/=0'5
incontra la sinusoide nei punli A. B. C. . : quando operiamo la contrazio-
ne lungo l'asse delle x. dimezzano anche le àscisse dei punti di intersezio-
ne. Perciò le soluzioni dell'equazione

sen2r=0.5
sono le soluzioni dell'equazione

senr=0,5
divise per 2.' Le soluzioni dell equalione (4) sono perciò le seguenti:

x,= i|-t, e x;=';' n-k'1'
3) Interpretiamo infine dal punto di vista grafico l'equazione

sen2lx+*l=0,5\ J/
che abbiamo risolto nel paragrafo prccedente.

Bisognera tacciale il grafico della curva

v=sen 2lx+- I" \ 3l
e della retta

):0'5'

6)
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FiS. 38

Fig. 39

Per tacciare il grafico della curva (5), si opeÉno sulla sinusoide
y=senÌ

le seguenti trasformaz iooi:

- una contrarzione lungo l'asse delle x, che dimezza le ascisse,

- una traslazione lungo lo stesso asse di f verso sinistra.

Si ottiene il grafico di Fig. 38.
La Fig. 39 fa capire che le ascisse dei punti di inteEeziole della

retta con la sinusoide vengono dimezzate e diminuite di j. Ouando la

sinusoide viene contratta e traslata. Dunque Ie soluzioni di

senz/x+ l\ =0.5\ J,I
sono:

,-- !(z*z*,)-i, -i,=l(--X+z*)-;.
Ritroviamo così, con un procedimento di tipo geometrico, le stesse
soluzioni che aveyamo lrovato ptr via algebrica.

Le considerazioni ora svoltg si possono ripetere per tutte Ie
eqùazioni del tipo

sen @<x+ ?)=m,
tenendo presente che, a partire dalla siflusoide

,=sen.r'

147
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si disegna:

- la cu a d'equazione
y=sen (r+ ?),

operando lungo l'asse delle, una traslazione di g vemo sinistra;

- la curva d'equazione
)=sen ot,

operando lungo I'asse delle x un'affinità, che divide le ascisse per .r;

- la curva d'eqÌrazione
y:sen a.r(r*g), (6)

operando un'affinità seguita da una traslazione.
Le soluzioni dell'equazione (6) sono le intersezioni della cufla

disegnata con la retta

8. Equazioni deltipo asen x+bcos x:c
Per risolvere le equazioni del tipo

4sen-x+b cos;=c (1)
riprendiamo un risultato esposto a p. 110.

Basandosi sulle formule di addizione, si era trovato che un'e-
spressione del tipo

a senx+, cosr.
cioè un polinomio di 1'grado, omogeneo nelle variabili sen.Ì e cosr, si
poteva esprimere nella forma:

rsen (Ì+ p).
Questa osservazione permette di trasfotmate l'equazione (1)

nell'equazione:
t sea (x + e)= c,

ossia ,csen (.r+9,= ;

così ci si duce ad un tipo di equazione che sappiamo dsolvere.
Resta tuttavia un problema insoluto: come determinare / e I in

modo che sulti
asenr+à cosr=/sen (Ì+?) ?

Esaminiamo prima di tutto un caso nume co: l'equMione

V3senr+cosr=1.
Cerchiamo di esprimere il binomio

!3 sen x + cos ;t
nella forma:

rsen (r+?).
In base alle formule di addizione si ha:

/§en (r+9):rcos gsenr+rsen ?cos'i
dobbiamo perciò, determinare / e ? in modo che sulti:

16sen,t+cosr=rcos gseni+/sen 9cos"t
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(2)
(3)

Queste due condizioni permettono di determinare / e ?, purché si
dcordino anche le due relazioni fondamentali:

5. Equazioni a dis6qua2ioni goniom€lthhe

È chiaro che l'uguaglianza richiesta si verifica solo se risulta:

lrcosz=t/3
I rsen p=1.

sell,
cos? "'
sen2 9+cos2 7=1

(4)

(5)

La relazione (4) suggerisce di dividere membro a membro le due relazioni
(2) e (3); si ha:

rsen? _
/cos ?

cioè:

da cui
P sen2 ?+ 12 cos2 ?=7 +3

P (se12 ?+cos2 ?)=4
e infine

Abbiamo così scritto le dùe condiziooi in forma piùr §emplice:

1

v3

ItE?=fi
La relazione (5) suggerisce di elevare al quadrato e poi sommale membro
a membro le (2) e (3). Si ottiene:

(rsen 9)'?+(rco§ ?)2= l'?+(\'3)'

ossla

I"r=
Ln=0.

È facile ora determinare / e ?, ma bisogna tener presente che le operazio-
ni svolte sulle condizioni (2) e (3) possono aver introdotto delle soluzioni
estranee. Tuttavia è immediato velificare che i valori

-tr=t/4=2. ?=arctg-+=:'.VJ 6
soddisfano le condizioni iniziali.

Possiamo concludere che risulta:

\/3 §en r+cos-r=2 sen l.r+ + l.' \ o/
Così l'equazione assegnata

V3 sen r +cos x= 1

si trasforma nella:

2senl,r++ l=1\ Ò/

*,(,+f,)=0,s,
che sappiamo risolvere.

1

ossm
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Il procedimento ora esposto si può seguire in tutti i
assegnata un'equazione del tipo

4 senx+b cosÌ=c.
Per solvere quest'equazione la scriviamo nella forma:

rsen (Ì+?)=c.
Dobbiamo dunque cercare / e ? in modo che risulti:

/sen (Ì+?)=a senx+b cos,

5. Equazioni o diseluaioni goniomeùiche

casi in cui sia

/cos g senl+,"sen ?cosr=4 senÌ+a cosi.
Osserviamo che l'uguaglianza si verifica se risulta:

I rcosa=a
I r sen p=bl

tenendo presenti le due relazioni fondameltali (4) e (5), queste due
condiziod si possono scnvere nella forma seguente:

I t\ena b I b, . Itsr=-\ rcos ? a croe 1 -' d

t(rsenoJ2-(rcos?)2-a2-b2 l12-a2lb2.
Si ottengono cosÌ le due condizioni:

th
I rg9=-1u
I r2=a2+b2

da cui possiamo cavare:

I t=ur"rnL1',
i
I t=\/a2+b2.

Si conclude che I'equazione
a senÌ+b cosr:c

si trasforma nella
/sen(-Y+?)=c,

purché si scelga

7=1/az+F e

In questo modo siamo

sen (.r+ ?): q

che è del tipo già noto.

.= ^tctpL.
condotti a solvere I'equazione

9. Equazioni del tipo asen2 x+ bsen xcos x+ ccosz x: d
Ci occuperemo ora di equazioni che hanno come primo membro

un polinomio di 2' grado omogeneo nelle variabili senx e cos r.
Per risol!ere quesle equazioni. ricordiamo un'os5ervaTione espo_

sta a p. 114: le formule di duplicMione permettono di trasformare
espressioni di 2'grado in sen, e cosr in espressioni di 1'grado in sen2x e
cos2r.



ossra

5. Equazioni 6 diseqLrazioni goniomet chè 151

Ci baseremo perciò sulle formule di dùplicazio[e, che ora riscri-
viamo nella forma seguente:

senrx= i (1-cos2r)

cos,r=i (1+cos2.r)

s€n .r cos -x= i sen 2.t.

Cominciamo ancora una volta studiando un esempio numerico:
l'equazione

cos2.r+2!Ssenrcosr-sen2r=1.
[.e formule di duplicazione conducono a riscrivere quest'equazione nella
forma seguente:

t(t +cosx\-z.t/1' ]-senzr-j tr - cos2x)= t

V3 sen 2r*cos 2r= I .

Ci si rende conto che il p mo membto è diveltato un'espressio-
De del iipo:

a sen2x+ b cos2Ja ,

che possiamo scdvere (vedi p. 150) nella forma:
rcen(Lt+?),

dove
r=:IFTF

" ,="r"rrè,
Nel nostro caso si ha:

F\/ill=2

Risulta dunque:

V3 sen zr+cos zr =2 sen (zx+ f).
ln definitiva, abbiamo trasformato l'equazione

cos2r+2V3senrcos.r-sen2x=1
nella

z..n/z*+41=r.I O,l
ossia

..r lz*+ 4'\ =0.s.( o,t
ScliveDdo quest'ultima equazione nella forma

sen2lx+4ì=0.5.\ tzl
riconosciamo che si tratta di un'equazione del tipo

sen o(.r+ ?) = m,
che sappiamo dsolvere (vedi paragrafo 6).

?=*dc+=;
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È immediato ora seguire lo stesso procedimento per risoÌvere
qualunque equazione del tipo:

a sen2l+A sen, cosr+ccosr,r:d.
Si procede così:

I) si trasforma il primo membro dell'equazione, basandosi sulle
formule di duplicazione;

II) si trasforma ancora l'espressione ottenuta valendosi delle
formule di addizione.
Si ariva così a scrivere l'equazìone nella forma:

sen(Lx+ c)=m
ossia:

/ t\
sen r lr+i]:,?,.

che è del tipo già risolto a p. 144.

1 0. Disequazioni goniometriche

Studieremo ora come va a il segno di alcune funzioni goniome-
t che, che più comunemente si ìncontrano nelle applicazioni. Consideria-
mo tre tipi di funzioni che abbiamo già incontrato nelÌo studio delle
equazioni. Ci baseremo perciò sulle nozioni introdotte nei paragrafi
piecedenti e, in particolare, sulle considerazioni grafiche svolte nel para-
grafo 7 (p. 144).

,\) Sc,jno di funzi{mi dtl tipoj.:at"n* '6
Cominciamo con un esempio numerico: studiare il segno della

funzione
Y=2 sen.I- 1.

Tracciamo prìma di tutto ìl grafìco della funzione assegnata, basandoci sul
grafico di

l:senl'
rappresentato in Fig. 40 e operando le seguenti ffasformazioni:

uno stiramento lungo l'asse delle y, che raddoppia le ordinate (vedi p.
88); si ottiele la curva:

) =2 sen:r'
rappresentata ù Fig. 41;

- una traslazione lungo l'asse delle ) di 1 verso il basso, che sottÌae 1 a
tutte le ordinate (vedi p. 118); otteniamo in Fig. 42 il grafico della
funzione assegnata.

Osservando la Fig. 43, si individuano subito gli archi (in nero)
sopra l'asse delle x. gli archi (in colore) sotto Ì'asse delÌe r e i punti di
intersezione con l'asse delle Ì.

È chiaro che i punti di intersezione cor l'asse delle x hanno
Ì'ordinata I=0, hanno, invece, ordinata -y>0 i pùnti dclla culva che si
trovano sopra l'asse delle x e hanno ordinata )<0 i punti della curva che sl
trovano sotto l'asse delle .r.

Si capisce così come il grafico disegnato in Fig. 43 permetta di
studiare facilmente il segno della funzìone

v=2senr- 1.
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Fig. 40

Fig. 41

Fig. 42

Fig. 43
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ossla

Uo'ultima osservazione: siccome la funzione è periodica di perio-
do 2fl', bastera studiarne il segno in un periodo, per esempio nell'interyallo
[0,22]. In Fig. ,14 abbiamo riportato il grafico della fuuione limitato a
questo interyallo.

Rimangono ora da calcolare le ascisse dei punti di intersezione
della curva coD l'asse delle .t. Queste ascisse si trcvano risolve[do
l'equazione

2 sen r- 1=0

sen.t=0,5
che, nell'intervallo [0,2;], ha le soluzioni (vedi p. 139):

;5666
Si ha dunque:

/=0, cioè 2senÌ-l=0 per *=à. r'=;n,
)>0. cioè 2sen,r-l>0 nett inrervallo (1. Ir)\o o ,i

y<0, cioè 2sen,r-1<0 nesli intervalli (r,€),(*. ,r)
Si usa spesso visualizzarc qùesti risultati con uno schema come qùello di
Fig.45.

Si conclude così che, per studiare il segno di una funzione, basta
conosceme il grafico e i pùnti di intersezione con I'asse delle r.

o5

Fig. 45. si dis€gna una lirì€a cor inua sollo i valod di , a drl cordsPondono valori f>0,
una lin6a trattoggiala sotlo i valod di x Per c1ri isulla y<0, 6 si indicano con un pallino i
valori di x psl cui y=0.
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Il plocedimento che abbiamo seguito è dunque valido pe! tutte le
tunzioni del tipo

y=asenr+b. (1)
In generale si procede nel modo segùente:

I) si tnccia il gafico della tunzione (1), a partire dalla sinusoide
d'equazione

Y=sen.t'
operando un'affinità ed una traslazione lùngo l'asse delle y;

II) si risolve l'equazione
4§enr+A:0,

cioè
hsenr=_7i

III) si solvono le disequazioni
asenÌ+A>0

e

asenr+a<0,
osservando gli archi di curva che si trovano sopra o sotto I'asse delle.x.

È chiaro che un procedimento analogo può essere seguito per
studiarc il segno di funzioni del tipo

Y=4 cost+A
oppure

Y:atEx+b.

lì, \rgno di lì'n/ir)ni (lrl lipo r .r\enr ,(o§-r .
Esaminiamo pdma di tutto un esempio numerico: la funzione

y=\6senl+cost-1.
Abbiamo gia incontrato a p. 148 lespressione

V3 sen'I+cos.r
ed abbiamo visto che risulta:

V3 sen r+cosx=2 sen (r+ ;).
Si potrà quindi scrivere la funzione data nella forma

v:2senl-r+4ì-t.' \ o,l
Per tracciarne il grafico, ci basiamo sempre sul grafico della sinusoide

Y=sent
lappresentato in Fig. 46 ed operiamo le seguenti trasformazioni:

- lungo l'asse delle y uno stiramento che raddoppia le ordinate ed una
tBslazione di -l; così si ottiene la curva d'equazione

Y=2 senr-1,
rappresentata in Fig. 47;
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FrS. 46

Fq. 47
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- lungo.l'asse delle , una fiaslazione di f, verso sinistra; così si ottietre
proprio la cuwa d'equazione

r=zsen(,+f,)-r,
lapPre,seotsta i! Fig. ,{}.

Si tratta aDche in questo calo di una shusoide con pedodo 2z;
basta quildi studiare il segno della funzione in un peliodo, per esempio
!e[ intervalo [0,2t].
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Determiniamo ora i punti di intersezione della curya con l'asse
delle ,, isolvendo l'equazione

z.un lr+ 4\ - t =0.\ 6,l
ossia:

senl-t+4\=0.5.\ ò/
Nell'intervallo [0,22'] si hanno le soluzioni seguenti (vedi p. 1,U):

X==-:=Ubtr
x'=4 r-).=4 zooJ
x,=fr+zr-[=zr.

Concludeùdo, risulta:

y=0. cioè zse"(x+f) r=o pet x=0. x=tr. x=2r

v>0. cioè zser,/r+4ì-r>o nell'intervallo /0- ?r.ì\ o/ I J /

,<0, cioè zs""(-t+f)-r<o ner|interalo (]-, z;).
Questi dsultati sono visualizzati Dello schema di Fig. 49.

2oa*
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Fil. 49

I procedimenti seguiti hanno carattere generale e valgono per
qualunque funzione del tipo:

y=4 sen r+A cosÌ+c. (2)
L studio del segno di queste funziori si baserà dunque sui seguenti passi:
I) scdvele la funzione nella foma

y=rsen(r+?)+c, (3)
ssrr v=laza$z e g:arctg!:

II) disegnare il grafico della funzione (3);
III) risolvere l'equazione

/sen (r+?)+c=0,
cioè

sen(r+al=-9:t'
IV) risolvere le disequazioni

r sen (, + 9) +c>0
e

/sen (r+p)+c<0,
osservando gli archi di grafico che si trovano sopra o sotto I'asse delle l.
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( r Sesnr) (l; i,Ì, /r{ari,lf ì liDo r--( (eor.r-/r \erì r'cos.r' . (o\r.r'- r/

Cominciamo aocora una volta con ùn esempio numerico: studiamo il
segno della funzione

,= cos2, + 2V3 sen Ì cos ,- sen2 r- 1 .

Abbiamo già incontrato a p- l5l I'espressione

cos2r+2!3sen.x cosr-sen2r
ed abbiamo visto che, valendosi delle formule di duplicazione, si ha:

cos?x+216sen x cosx-,.n,r=z r.n z (r+ É).
Potremo così esprimere la funzione assegnata nella forma

)=2sen2(x+ÉJ-1.
Tiacciamo il grafico di questa fùEione a partire dal grafico della sinusoide

':sen''disegrata in Fig. 50, operando le segùenti trasfomazioni:

- lurtgo l'asse delle y, uno stimmento che raddoppia le ordinate ed una
traslazione di -1;

- lungo l'asse delle x una contrazione che dimezza le ascisse ed una
traslazione di -*.t2

Si ottiene così il grafico di Fig. 51. Si tratta di una sinusoide di
periodo -; basta quindi studiare il segno della funzione in un periodo, per
esempio nell'intervallo [0,r-.].

Fis. 50

Fig. 51
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Determiniamo iofine i punti di i[tersezione della cuIva con I'asse
delle ,, ,isolvendo l'equazione:

zsen z (r+f )-r:0,
ossia:

*"2(,+f)=0,s,
che ha, nell'intervallo [0,4], Ie soluzioni seguenti (vedi p. 144):

,:s, x':!, 4=tl
Possiamo dunque concludere che risulta:

r=0, cioè zser2(x+S)-t=o pet t=0, x:!' x=tr

,>0, cioè ZserrZ(tc+$)->O nelt'intervarro (0, f )

)<0, cioè zse,z(,+$)-«o nett'interatto ({, a).

Ouesti risultati sorro anche visualizzati nello schema di Fig 52'

Fig. 52

ll procedimenlo ora illustrato puÒ essere seguilo per sludiare il
segno di qualunque funzione del tipo:

)=, sen2x+ b sen ,r cos r+c co§2 r+d. (4)

In questi casi si procede nel modo seguente:

I) si scrive la funzione nella forma:
y:rset2(x*e)+d; (5)

II) si traccia il grafico della tunzione (5);
IIi) si solve l'equazione:

r sen2(x + p) + d--0 ,

ossia:

sen2lx+?)=-1;
IV) si risolvono Ie disequazioni:

r sen2(x + E)+ d>0

r sen2(x+ ?)<0 ,

osseNando gli archi di cufla che si tovano §opra o §otto l'asse delle .I'


