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1. Alla ricerca di relazioni fra lati ed angoli di un triangolo
rettangolo

La t gonometria è nata e si è sviluppata soprattutto per dsolvere
problemi. Vediamo subilo qualche esempio.

I) L'interesse per I'astronomia è molto antico e ovunque presen_
te nella stòria: Greci, Indiani, Arabi, Cinesi, popoli delì'America in epoca
precolombiana furono affascinati dalle stelÌe, dal Sole, dalla Luna e ne
studiarono i movimenti. E proprio questo interesse condusse a risolvere
tanti problemi; ecco un esempio classico, che sale al greco Aiistarco di
Samo (III secolo a.C.):

oQuando la Luna si presenta come una perkttd mezzalunL,
I'angolo fra le viuali del Sole e della Luna è inferiorc ad n angolo retto
pet un trcntesimo di quadrunrc: quanto è piu lonrano clalla Terra il Sole
nspetto alla Luna?" (Fig. l).

Flg. 1

a

ll problema così descritlo e da\vero di dilllcile comprensione.
soDrattutto Derché al temDo di Aristarco non cera un uso si§lemalico
deila misura'degli angoli in gradi. Ouesla suddi\i(ione del cerchio in 360
gradi (Fig. 2) sernbraìnvece àià nota all'astronomo greco Ipparco-di Nìcea
Ilt .ecolò a.C.t che, probabilmente, aveva pre\o lidea. come i Babilone'
si, dal ciclo delle staÈioni di 360 grorni. Ouesla suddi!isione (i lro\" poi
nelle opere cli Tolomr'eo d Alessaidria {ll tecolo d.C ) che. riprendendo
fu.o Babilonese, suddi\ise il grado in 6U pdrt?s mtnulo? prtmae- e
ciascuna di oueste in 60 -Danes minuae secundae "

Ed è da quesre espressioni la(ine che i lradutlori hanno deri\alo
le nostre espressioni "p mo" e "secondo".
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Fig. 2

L=Luna
S=Sole
T=1effa

Fig.3

Usando la misuÌa degli angoli in gradi, il "quadrante" di Aristal-
co equivale ad un angoto di 90 gradi (Fig. 2) e un trentesimo di quadrante
sarà ùn angolo ampio:

90':30=3".
Perciò l'angolo ildicato da Aristarco (un quadiante meno un trentesimo)
risulta ampio:

90"-3':87'.
Il oroblema Duò ouindi essere schematizlalo dalla Fig. 3: nel lriangolo
LIS si cono.ce Ianeoto LiS=S;'e si vuole calcolare il rappolto lra la
distanza Terra-Luna-(cioè il cateto ZO e la dislanza Tera-Sole (I'ipote-
nusa fS).

Ma quale relazione lega langolo LIS al rapporlo ;;:' \on
10 sappiamo ancora! ma lo vedremo nelle pagine seguenti.

ll) Lungo e laticoso e stalo il cammino che ha portalo a descri-
\ere con leggi m;tematiche la rifrazione che subisce la luce. passando.da
un mezzo t;;palente ad un altro. II1 Fig 4 è stato fotografato il cammino
della luce che Dassa dall arìa al vetro.

Si noia (Fig. 5) che raggio incidente 4. raggio rifratlo b. e

normale , si trovàn; suilo stesso piano, ma dall'esperienza sulta che
I'angolo d'incidenza i e l'angolo di iifrazione / sono disuguali



14 1. Tiangoli rexangoli 6lunzioni iigonomet che

C'è una legge matematica che lega i ed r? L'esperienza mostra
che, all'aumentare di i, aumenta anche r ed è spontaneo pensare che ci sia
una proporzionatità diretta ha i ed /. Così pensarono gli scienziati
medioevali, e così pensò anche il grande Keplero, feimando Ìa sua
attenzione su valod piccoli di i.

Invece, osseNando la tabella seguente, è immediato verifìcare
che il valore del rapporto ' non si mantiene costante. Perciò i ed r non

sono direttamente propoEionali.

Ma allora, quale relazione lega l'angolo d'incidenza all'angolo di
rifrazione?

Solo nel XVII secolo si è trovata la formulazione co etta della
Iegge della rifrazione. Sembra che questa legge sia stata trovata per la
pdma volta nel 1621 dall'olandese Willebord Snell, che però non pubblicò
i suoi risultati. Fu successivamente formulata in modo strettamente empi-
rico da Isaac Voss e, finalmente, fu pubblicala da Cartesio.

È facile spiegare la legge di Snell arutando§i con un cerchio
graduato, come in Fig. 6.

Misurando le semicorde AB e CD rclalive a diverse ampiezze di i
e di r, si osserva che, nel passaggio della luce dall'aria al vetlo, risulta
sempre:

4L-t <cD -'''
Si scopre così che le semicorde,4B e CD sono direttamente proporzionali

1,8

1,9

Fiq.6
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Ma questa leggc non è ancora del tutlo soddisfaccnte, perché
non lega gli angoli i ed r. ma lc relativc semicorde ed obbliga a se irsi
sempre di un cerchio graduato. Eppure, osse ando i due triangoli
rcltangoli ABO e CDO della Fig. 6. si capisce che la lunghezza dei cateti
,4IJ e CD dipende solo dagli angoli i ed r, dato che le ipotenuse sono
uguali.

Dunque. anche fra i ed r ci deve essere una relazionei per
trovare questa relazione. dobbiamo esaminare triangoli con la stessa
ipotcnusa c scoprirc comc un cateto è lcgato all'angolo opposto. Questo
probìema somiglia a quello di Aristarco; lo stùdieremo nelle pagine
seguenti.

III) Ecco. infinc, un problema accuratamente studiato da India-
ni c Arabi fin dal X secolo: la lunghezza deile ombre alvariare dell'altezza
dcl sole. Si era notato (Fig. 7) che l'ombra di un paletto conficcato
orizzontalmente su una parete vcticalc variava al variare dell'altezza del
sole. Questo fenomeno fu studiato per trovare l'angolo di elevazione del
sole a partire dalla lunghezza dell'ombra. La Fig. E schematizza la
situazione studiala c Ia capire che. ancora una volta, entrano in gioco
relazioni fra lati cd angoli di un triangolo rettangolo.

15

AB = paleflo
AC= omùàB = angolo d'elevazione d6l Sole

Fig- 7 
Fig 8

Tre esempi. dunque. di natura apparentemente diversa: distanze
astronomiche, rifrazione dclla luce. ombre..- ma in tutti conosciamo lo
stesso problema geometrico: scoprire in che modo sono legati i lati e gli
angoli di un triangolo rcttangolo.

2. Seno, coseno e tangente di particolari angoli acuti

Cominciamo ad esaminare dci particolan triangoli rettangoli, già
noti dalla geomctria eìementare.
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A) Triangoli rettangoli con un angolo di 30'
La Fig. 9 rapprese^nta il triaagolo rettangolo OAB con I'ipotenu-

sa O/ Iunga 2 e l'angolo O di 30".

Fig.9

Fig. 10

Siamo capaci di scoprire la lunghezza del lato ,48? Osserviamo
che, se l'angolo in D è di 30', quello in,4 è di 60', e 3ff è proprio la meta
di 60P. Allora possiamo pensare che OAB sia la metà di un tdangolo
equilatero (Fig. 10); perciò risulta:

as:.9!-=1.
2

Ricordando poi il teorema di Pitagora, è facile calcolare la
lunghezza di OB; sulta:

o82=22_12=3
e quindi

oB=\/1.
Dunque, siamo riusciti a trovare i lati di un triangolo rettangolo

con ùn angolo di 3ff e I'ipotenusa lunga 2.
Possiamo generalizzare questo risultato? Ecco, riflettiamo che

l'osservazione risolutoria è stata che 30'è la rietà di 6ff; dunque,
un'osse azione relativa solo all'angolo. non allipotenusa. E allora chiaro
che possiamo dpeterc il ragionamento per altd triangoli rettangoli, purché
abbiano un angolo di 30'.

.«
\'5 Fig. 11



171. Tiangoli rctlangoli e runziori ligonomet che

Anzj. possiamo costruire infiniti lriangoli di queslo tipo nel
modo seAuente: disegnamo un angolo di l0'. indichiamo su uno dei suoi
lati tanti-punli A. A'. A"... edaquesli conduciamo le perpendicolari AB.
A'B', A'8" all'altro lalo (Fig. ll).

Otteniamo tanti iriàngoli rcttangoli, tutti con un angolo di 30'e
simili fta loro perché hanno gli angoli uguali. Si ha dunque:

A'B':AB =L.OA' OA 2'
oB' : oB :\/a .OA' OA
A'B' _ AB _ 1os - oB-fi'

Queste formule valgono pet tutti i triangoli rettangoli con un angolo di
3ff; conviene riscrivirle Àettendo meglio in evidenza I'angolo di 3ff:

1

2

cateto adiaceflte all'angolo di 30'

B) Triangoli rettangoli con un angolo di 45"

1

La Fig. 12 rappresenta il triangolo rettangolo O,4B che ha un
angolo di 45' e un cateto lungo 1.- Owiamente, anche l'altro angolo acuto è di 45' e, quindi, il
triangolo e la metà del quadralo di lato-li dunque l ipotenusa OA è Iunga
lD. Perciò è immediato lrovare i lati di un lriangolo retlangolo con un
anpolo di 45' e un cateto lungo I Anzi. come abbiamo fatto prima'
poiremo pensare a tuttj i triangoli simili a queslo (Fig l3). Si ha:

cateto opposto all'angolo di 30'
ipotenusa

cateto adiacente all'angolo di 30'
ipotenusa

cat9l9 ipposlg jl!q!g9l9 qt!o'

A'B' AB _ I
oA' - oA-@'
oB' :oB _ 1OA' OA \/D'
A'B' AB -,'og - oB-''

Fig. 12
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Per fissare meglio l'attenzione sulÌ'angolo di 45", scriveremo poi:

cateto adiacente all'angolo di 45'
- ipotenusa

!91919 jpPgllg 9ll ary9lo di!o"
ipotenusa

cateto adiacenre rll an!.olo.li 30"
=cos JU =rpotenusa

carero opposlo rtt lngotg- d,..391^ _,n.to. _. l_
cateto ad,acenle all angolo di 10" '""' V3

cateto opposto all'angolo di 45' 1

- ipotenrrsa - !1

=sen 30"=

Il-
cateto opposto all'anCg! qLjL_ 

= 1.
cateto adiacente all'angolo di 45'
In questo modo abbiamo individuato dei rappolti che mangono

costanti una volta fissato un angolo acuto. Questi rapporti non dipendono
dal oanicolare triang.olo reltangolo, piccolo o grande che sia: sono inrece
leqaìi solamente all'=ampiezza oett angolo lnei nostri esempi. 30" e 45").' Ai numeri ché in.licano il valore di quesli rapporti e stalo dato
un nome particolare: seno, coseno, tangente. Si sc ve dunque (Fìgg. 14 e
1s):

cateto opposto all'angolo di 45"

- 

ipotenusa

I
,
\,5
2

1

d,
cateto adiacente all angolo di 45" -^-,..- I_ _cos 4f = Elpolenusa v t
careto opposro all'angolo di 45]- =,o+s"_fcateto adiacente xll angolo di 45" o "

Fig. 15

La scrittura "sen 30"' si legge "seno dell'angolo di 30"" o, più
brevemente, "seno di 30""; così "sen45"" si legge "seno di-45-'-

Il nome "seno" fu introdoxo nel XII secolo da Roberto di
Chesrer, uno lei piu accu'rali trudu ori di opere arabe di a*ron9mq,,e
,rlron6perria. La voria e veram.ntc curiota ?d è l?4ata al latto chc n?lle
tiipue semiriche non ti s.rivono le vocali: ccco qual è la rtlqrcne: tn
unlanrica ooera incliona til Siddhantas), ,critta in san'crirc rcfio il 400
tl.C.. comD|riva uta relazione lra merc dello corda dr un ccrchio ' metà
dell'ongot| ol eentro soneo dail inkra coda ltiq l6)'
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Il nome daro alla lunghezza del seSne to AH e.m'jiva.'.,(he
\ip ifico. aDDunto, -co 1a" Cli arobi tradu,rerc la parola lvo con "ltoa

ià irri,i,o'iru le votali: percio Roberto di Ch?stct ld int?rprctò come
':7rii';,"in" significa "biià", "insendtura" e la tradusse in latino con

1, -Iriangoli retlangoli è lunzioni l gonomolriche

]=*"*'

Fig. 16

1=rs45'

La scrittura "cos 30"" si legge "coseno dell'angolo di 30"", o piùL

semoliceÀente. coseno dt 3u" ; i_l-termine _coseno" è legato ad una

"'"'i.i"* àÀ"u ansoli complemenlari che vedrcmo nelle pagine seguenli'
' -' -- 

rnii'n.. -is 3ff- sì tegge -tangente dell anSolo di 30"- -o--..piu
brevemente. _tange;te di 30"": in qualche le§lo e indicata con "tanJU- ll
i"r.i".-:ir"e.rtE- proviene Iorse dall abrrudine araba di ollencre la
i"rg"rL aiG r"g"t.i a partire dalla retta tangente ad un cerchio di raggio
unitario (Fig. l7).

3. Seno, coseno e langente di un angolo acuto'
LJso del calcolatore tascabile

I procedimenti seguiti nel paragrafo
anooli acuti Darricolari. posiono esserc ripetuti
anlolo acuto. ampio , Cosi si ha (Fig. l8):
cateto oDDosto all'anqolo

ipotenusa
cateto adiacente all'angolo ="n. ,ipotenusa
cateto oDDosto all'angolo

precedente, a partire da
a partire da un qualunqr:e

opposlg gll jry9l9 :,. -
adjacente all anFolo 'è-

Fiq. 18 o
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Un'immediata osservazione: bisogna prestare particolare atten-
zione quando si usano i simboli sene, cos4, tg4. Infatti, nel calcolo
letterale un'espressione come

abcc
indica abitualmente il prodotto di quattro numeri rappresentati dalle
lettere a, b, c, c.

Invece abbiamo visto che, per esempio, I'espressione
sen 4

non indica u prodotto. Si tratta invece - abbiamo detto - dell'abbrevia-
zione di "seno dell'angolo 4" e corda, dunque, in modo assai conciso il
procedimento necessa o per calcolare ilseno dell'angolo a partire dall'an-
golo stesso-

E ora, impadroniamoci meglio del procedimento che abbiamo
desc tto, Iavorando ancora su di un esempio numerico: calcolare seno,
coseno e tangente dell'angolo di 70".

Prima di tutto, disegnamo l'angolo di 70'aiutandoci con un
goniometro; poi costruiamo un triangolo rettangolo come quello della Fig.
19.

Per costruire il t angolo OAB abbiamo fissato I'ipotenusa o,4
Iunga 5 cm; abbiamo poi misurato i cateti,4B e OB, trovando:

AB=4,70 cm 08=L,71 cm.
Risuìta così:

t1n
seo 70"= 14=0.94

"o.7g"=11! =g,34
t1n

f o 7Oo =-:l--:=) 751,71 -',-'
È chiaro che un'analoga costruzione ci permette di determinare

seno, coseno e tangente di qualunque angolo acuto. Ma è certo inutile
petere ogni volta questo metodo costruttivo che chiede tempo e

precisione; possiamo farlo una volta per tutte, determinando seno, coseno
e tangente degli angoli che ci interessano e scrivendo i dati ottenuti in una
tabella.

Si costruiscono cos\ le tavole trigonometriche (vedi p. 402).
Queste tavole, che si trovano in commercio, sono state compilate per la
prima volta molti secoli fa, presumibilmente durante il II secolo a.C. Si
ritiene che I'autore fosse l'astronomo Ipparco di Nicea, che per questo
motivo fu chiamato "padre della trigonomet a".

Oggi sempre piir spesso le tavole sono sosrituile dal calcolatore
tascabile. E lacile usare un calcolatore a questo scopo: basla qualche
semplice awertenza, di cui ora parleremo.

In generale, i calcolatori hanno la possibilità di esp mere la
misura degli angoli con unità differenti: gradi sessagesimali, gradi centesi-
mali, radianti. vediamo meglio queste unità di misura.

- Grado sessagesimdle (che useremo in questo testo): l'angolo giro è
suddiviso ìn 360 parti, e quindi l'angolo retto in 90. Sul calcolatore il
g(ado è abitualmente indicato con DEG, abbreviazione della parola
inglese degree.

- Grado centesirnale: I'angolo retto è suddiviso in 100 parti e, dunque,
l'angolo girc in 400. Sul calcolatore questa ulità di misura degli angoli
è abitualmente indicata con GRAD, abbreviazione della parola inglese
grude.

Fig. l9
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- Radiante. è un'unità di misura di cui ci occuperemo nel Cap. 3, n. 2i
sul calcolatore è indicato con RAD, abbreviaziore dell'inglese rudiant.

Inoltre, la maggior parte dei calcolatori considera sottomultipli
centesimali del grado, cioè il grado viene diviso in 100 parti anziché iù 60.
Così, quando sul visualizzatore compare, come misura di un angolo, il
numero 57.35, questo indica Ìrsualmente l'angolo ampio

.*^/ 35 f-''\loo/
e ,on l'angoìo ampio 57"35'.

Comunque, per usare correttamente il calcolatore è opportuno
leggere accuratamente le istruzioni per I'uso.

Accertiamoci, dunque, che il calcolatore sia predisposto per
misurare gli angoli in gradi sessagesimali e... proviamo.

- Per ottenere sen70', basta prcmere la sequenza di tasti
E O rsTN-l

e si vede compa re sul visualizzatore il numero
0.9396926.

cioè
0.9396926.

- Per ottenere cos7oo, si preme
EE EOsl

e si ottiene:
0.3420201.

- Per otterìere 197ff, si preme
EE]IilfÌ

e si ottiene:
2,7474174.

l: tacrllsstmo,
Proviamo ora a trcvare il seno di 45' che - abbiamo visto nel

paragrafo 2 - uate {. Premendo la sequenza di lasli
v2

E tr TSINI
otteniamo

0,7071068.

Come si sprega questo nsultaro: Ricordtamo che -l^ e un
\/2

numero irrazionale, cioè un numero decimale illimitato non periodico; è
chiaro che, di questi nume.i, il calcolatore ci mostra solo un valore
approssimato, in genere con 7 cifre decimali. Di questo si deve tener
conto quando si risolvono dei problemi, dato che la precisione richie§ta
dipende proprio dal tipo di questione esaminata. Ad esempio, il seno
dell'angolo di rientro dello Space Shutie dev'essere calcolato con almeno
8 cifie decimali, se non si vuol rischiare di distruggere il veicoÌo.

Le considerazioni svolte conducono ad un'osservazione di carat-
tere geDerale: il seno, il coseno e la tangente di un angolo sono lapporti
fta segmenti generalmente incommensurabili e quindi sono numeti irra'
zionali. Abblàlmo detto generalmente, perché in alcuni casi questo non è
vero: ad esempio. abbiamo visto che tg45'=t e che sen30'. i.

21
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4, Le f unzioni trigonometriche
Usando il calcolatore tascabiìe, è facile compilare una tabella

come quella presentata in Fig. 20, dove abbiamo iiportato ìl vnlore del
seno per alcuni angoli, appiossimando il dsultato fornito dal calcolatore.

Nella stessa figura abbiamo anche visualizzato la tabella, dise_
gnando tanti triangoli rettangoli con l'ipotenusa OA lunga 1 e con I'an-
golo a crescente. In questo modo. ogni valore di sena è visualizzato
dalla lunghezza del cateto /?4' opposto all'angolo, dato che isulta
..n,=41:.UA

Fig. 20

I
Àl

10'
30'
45.
60"
80'

0,1736
0,5
0,7071
0,8660
0,9848

Osservando la tabella, si nota cho senc non raggiunge il valore 1.
La cosa è evidente: senz indica il rapporto fra cateto e ipotenusa e il
cateto è sempre piìr piccolo deil'ipotenusa.

È cliiaro che possiamo arìicchire ancora la nostra tabeila, usando
sempre il calcolatore tascabile, come è indicato nello schema seguente:

. rasto delanooto 4 sen,

z' N , o.o:so

15" N , o.rr*,

78' N , o.rr&

+:,,30,1s,, N ;0.688a
Abbiamo così indìviduato un procedimento che permette di

associare ad un angolo un ben determinato valore del seno di quell'ango-
lo. La corrispondenza:

I s-iFlr-sen,
è \na funzione. cioè ufla legge che fa corispondenle ad un valote di c un
solo valore dì ser. e.

Considerazioni analoghe sono suggerite dalla Fig. 21, dove
abbiamù rDortato, per qualche-angolo r. il relarivo valorc di cos 1. Ora. il
valore di c'oq r e viiualiizato dalla lunghella del catelo adiacenle all an'
golo.- Troviamo cosi che anche la Iegge di corrispondenza

n6§,-COS-I
è una funzione, dato che fa corispondere ad ùn angolo acl)to un solo
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0,9848
0,8660
0,7071
0,5
0,1736

10"
3tr
45'
60"
80"

Fiq.2l

valore del coseno. Questo valore è, anche questa volta, pih piccolo di 1,
perché cos d è dato dal rapporto fra un cateto e l'ipotenusa.

Infine, la Fig. 22 mostra una tabella ill cui abbiamo riportato, per
qualche angolo z. il relativo valore di tg z. Anche in queslo caso abbiamo
visualizzato i valori di tg, costruendo triangoli rettangoli O,4.4 tulti con

il cateto OA'lungo l. Cosi tgr=6;; ftpptesenta seftplrcemenle la

misùra del cateto 4,4'.
Dalla Fig. 22 sulta come la funzione

tffil
faccia cofiispondenre ad un angolo acuto ì!n solo valore della tangente.
Ma, oft, tgc può assumere anche valori molto grandi, perché il cateto
opposto all'angolo può essele molto più lungo del cateto adiacente.

Le tre funzioni ora esaminate:
rstMd -:=:à senz
It6l
rin

orendono il nome di funzioni trisonomelricr? peÌ ricordarc che Ie leggi di
èorrispondenza sono costruire bisandosi su mièure relative a triangoli (dal
greco' trigonon=liangolo e ,n etor=misura).

fiq.22

tga:
10
30.
45'
60.
80'

0,17«]
0,5774
t
1,7321
5,6713
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5. Risolvere problemi con le funzioni trigonometriche
Con le funzioni trigonometriche che abbiamo appena introdotto,

siamo in grado di risolvere i problemi proposti nel paragrafo 1.
l) Riprendiamo il problema di Aristarco (Fig. 23). e cordiamo

che si voleva conoscere il rapporto fra la distanza L7 (Terra-Luna) e la
distanza 75 (Terra-Sole), conoscendo I'angolo Z?S che Aristarco aveva
valutato di 87o.

Fig. 23

La iisposta è immediata; si ha:

;i=cos87'=0 0523'

Questo calcolo porta a concludere che dsulta:

-"- LT'"- on93
ossla

TS=19 LT.
Dunque, il SoIe sarebbe lontaflo dalla Terra circa 19 volte piÌr

della Luna. Questo risultato è grossolanamente errato; infatti, oggi cono-
sciamo le distanze ZI e ?S, che valgono:

ZI=380.000 km
7S=145.000.000 km.

Perciò si ha:
TS=382 LT.
Che cosa ha portato Aristarco a sbagliare? Non il procedimento,

ma gli strumenti di misura: il metodo era coretto e, ancora oggi, è
completamente valido, ma i gtossolani strumenti di misura allora disponi-
bil,i avevano permesso solo una valutazione molto imprecisa dell'angolo,?S. Invece, le misure attuali di quest'angolo fomiscoto:

ais=s9"51'.
Con questa nuova misura dell'angolo, si ottiene:

# =cos 8g"sl'=o ,00262

da cui
.c: LT
' "- 0.00262

e infine
TS=382LT.

Un erore che sembmva così modesto nella misum dell'angolo (meno di 3
gadi su 89) ha portato dunque ad un enonne errore nel valore del
rapporto!
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II) Esaminiamo il fenomeno della rifrazione
(Fig. 24). Si è detto che, quando un raggio di luce
passa dall'aria al vetro, si ha:

AB ..a _,,.
Ma, allora, dsulta anche

AB4L-',
CD
OD

essendo AO=OD il raggio del cerchio.
Ora, osseruando il triangolo rettangolo ,4O8, si ha:

B

o

Flg. 24
44 =."o ,.A()

e, analogamente, a partire dal triangoÌo rettangolo DOC si ottiene:
CD

òD=sen r.

Perciò la legge della frazione si può espdmere nella forma:

-§9q-{- = 1 .5.sen ,.
Sono dunque proporzionali i seni degli angoÌi i ed r e nor gli angoli stessi.

Là l+ge ora trovata ci permette di prevedere l'angolo di rilrazio-
De corispondente a qualunque angolo d'incidenza, senza dover petere
l'espe enza.

Ecco uII semplice esempio numerico: quanto vale I'angolo di
frazione, se l'angolo d'incidenza è di 40'? Avremo:

sen 40' , .
sen r

da cui ncaviamo:
sen 40'sen r=: L5-

Usiamo ora il calcolatore per trovare il valore di sen/. Ecco come fale:
a) calcoÌiamo sen4ff, premendo la sequenza di tasti
EO l-Sltrl

Otteniamo così, sul visualizzatore, il numero 0.642?876.

b) Dividiamo il numero ptesente sul visualizzatole per 1,5,
premendo Ia sequenza di tasti:

EtrtrEE
Si ottiene così 0,4285251, che è il valore di senr. Come possiamo ora
procedere per trovare il valore di r? Ci rendiamo conto che non possiamo
iipetere il frocedimento seguito finora. Infatti, P ma era dato Ùn angolo
(40') e se ne calcolava il seno, applicando la funzione

tstFla-Sena
che ad un dato angolo fa corispondere il relativo seno; ola, invece, è dalo
il valore di sen a e dobbiamo salire all'angolo c, cioè dobbiamo ideltire
la fu zione.
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La maggior parte dei calcolato realizza questo mediante la
sequenza di ta§ti:

llwltSiM
("inv" proviene prop o da "invertire"). Dato che sul visualizzatole già
àutiamò it valorè dì senr, basta premerc i tasti N N per veder
comparire il numero 23.373994, ihe è. appunto. Ia misura in .gradi
dell angolo r. Se il problema ce lo consente. posstamo approsslmare
questo risultato così:

Dunque, ad un angolo d'incidenza di 40'oe cordsponde uno di rifrazione
di circa 23'.

6. Risoluzione di triangoli rettangoli. Casi possibili

Consideriamo il UI problema proPosto nel paragrafo 1: calcolare
l'angolo di elevazione del Solè a partire dall'ombra di un paletto (Fig. 25).
Esaìniniamo un esempio numeriòo: il paletto AB è lungo 50 cm e si vuole
sapere quanto è alto il Sole quando lombra ,4a è lunga 30 cm.' 'Si ossena (Fig.25) che langolo di elevazione del Sole. É. è

uguale all'angolo 6 del triangolo rettangolo ,48C. Perciò vale la rela-
z10t\ei

AC .-"
AB _,EP'

Sostituendo i valori numerici. otteniamo:

ossla
ts p=0,6.

Abbiamo così il valore della tangente dell'angolo e vogliamo
risalire all'angoto p. Useremo anche in questo caso il calcolatole, tenendo
presente che dobbiamo inverlire la funzione

mm
Premeremo perciò Ia sequenza di tasti

o tr E tiFvlmNl

i*="B



1. Tiangoli lsttangoli a lunzioni rÌigonomeLichè

Sul visualizzatore compare il numero 30.963757, che è la misura in gradi
dell'angolo cercato. Se la precisione richiesta non è elevata, possiamo
approssimare questo valore scrivendo che risulta:

B=31".

Ecco ora un problema più attuale: si vuole iNtallare su una
tetftz2À di Roma un pannello solarc quadrato, di lato 3 m. I costruttori
raccomandano di installare il pannello in modo che fomi con il piano
otizzontale un angolo di 10" inferiore rispetto alla latitudine del luogo.
Perciò, trovandosi Roma a 410 di latitudine, il pannello dovrà essere
inclinato di 31'. A che altezza da terra arriverà la sommità del pannello?
A che distanza dalla paiete si troverà la sua base?

Osservando la Fig. 26, si capisce che si deve fissare l'attenzione
sul triangolo rcttangolo AHB, di cui conosciamo l'ipotenusa ,48 lunga
3 m e I'angolo 6 ampio 31". Dovremo dete.minare la lunghezza di .AÉ1 per
dspondere alla prima domanda e quella di llB per rispondere alla
seconda.

Usando le funzioni trigonometriche, possiamo scrivere:

27

ff="""8 HB
7F=cosp

cioè
AH=ABsenB HB=ABcos B.

Sostituendo ivalori numerici. si oltiene:
,411=3sen31' IIB=3 cos 31'

e poiché
sen3l"=0,515 cos31"=0,857

si trova:
AH=1.,545 n HB=2§71 m.

Questi due problemi ora esaminati sono i p mi esempi di una
panicolare applicazione delle funzioni trigonometriche: delerminare lali
èd angoli di un triangolo retlangolo. di cui si conoscono solo alcuni
elementi, cioè .._ corre s1 dice - risolvere un ttiqnqolo ru$anqolo.

Fig. 26



2A 1, lrangoli reltangoli e ,unzloni l gononìelriche

Fig. 27

Confrontando i due problemi ora risolti con quelli visti nel
paragrafo precedente, si osse a che nel problema di Aristarco non si
arriva a conoscere le distanze Teua-Luna o Tera-Sole, ma solo il loro
rapporto. In altre parole, non si esce a risolvere il triangolo rettangolo
LfS, di cui si cono\cono solo gli angoli.

lnvece, negli ultimi due problemi si possono tlovare tutti gli
elementi dei triangoli rettangoli esaminati, di cui si conoscono due lati e
ùn angolo acuto. Perché questa diversità? e quali e quanti elementi di r.m
t angòlo rettangolo occorre conoscere per poter determinaie tutti gli altri
elementi?

Riflettiamo: il t angolo tIS proposto nel ptoblema di Arìstarco
non è l'unico che abbia quegli angoli assegnati. Possiamo infatti disegnaie
tanti triangoli simili a ,I.TS. come quelli di Fig. 27.

Si capisce così che, per potel determinare lati ed angoli incogniti
di un triangolò rettangolo. oicorre che glr elementi noti determinino un
solo rriangolo. Cli elemenli indispensabili per delerminare un lriangolo
rerangolo sono srabiliti dai criteìi di uguàglianTa che si rrleliscono ai
triangòli reftangoli: ricordiamo percio icrileri di uguaglianza e poi appli-
chiamoli ai t angoli rettangoli.

Ecco i tre criteri di uguaglianza:
I) si può costruire un solo triangolo di cui siano lissati due lati e l'angolo

compresoiIl) si pùò costmire un solo triangolo di cui siano fissati un Ìato e due
angoli;

III) si può costruire un solo lriangolo di cui siano Iissati i tre lati.
Questi tre crite , nel caso dei triangoli rettangoli, diventano:

I) si può costruire ùn solo triangolo rettangolo di cui siano fissati dùe
lati (il terzo lato si può trovare con il teorema di Pitagora);

II) si può costruire un sòlo triangolo rettangolo di cui siano fissati un lato- edun angoÌo acuto (l'altro algolo noto è quello retto).
Si conclude così che, per poter risolvere un triangolo rettangolo,

basta conoscere due lati, oppure un lato ed un angolo acuto. ln questi
casi. possiamo delerminare lii eìementi incogniti ba:andoci sulle Ielaztonr
che conosciamo e che sono rias'unte nella Fig 28

p=so'- 1
-bsen 1= cos l= Fig.28


