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1. Vedere i suoni sull'oscilloscopio. lntensità, altezza, timbro

Tastiere, organi elettronici. sintetizzatorì sono gli strumenti mu-
sicali di oggi: sempre piir spesso ascoltiamo suoni generati elettronicamen-
te. Ma come funziona un organo elettronico? (Fig. 1).

Senza entrare nei dettagli tecnici, possiamo dire che fra i compo'
nenti fondamentali di uno sirumento elettronico ci sono dei particolari
circuiti elettrici che generano segnali sinusoidali (Fig. 2) e gli altoparlanti
(Fig.3).

Per capire meglio di che cosa si tratta, possiamo collegare un
oscilloscopio all uscita di un organo elettronico.

Predisponiamo l'organo su un registro "flauto" c suoniamo un /a:
percepiremo un suono che somiglia molto a quello di un flauto e,
contemporaneamente, vedremo una sinusoide sullo schermo dell'oscillo-
scopio (Fig. 4).

Dunque. l'organo elettronico permette di "ascoltare sinusoidi"!
Cerchiamo d'inlerprelare meglio questa esperienza.

Quando sipredispone l'organo a suonare su un registro flauto, in
realtà si attiva un dispositivo elettronico che emette un segnale clett co
variabile con legge sinusoidale. L'oscilloscopio visualizza questo segnale,
ed è per questo motivo che vediamo sullo schermo proprio una sinusoide.

I
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D'altra parte, lo stesso segnale elett co sinusoidale fa vibrare la
membrana dell'altoparlante di moto armonico; io conseguenza, l'aria
circostante viene periodicamente compressa e rarefatta e trasmette così il
moto oscillatorio al timpaDo del nostro orecchio, permettendoci di udire il
suono (Fig.5).

Dunque la curva sinusoidale che compare sullo schermo dell'o-
scilloscopio, visualizza anche il movimento della membrana dell'altopar-
Iante. Del resto è facile descrivere questo movimento, se fissiamo I'atten-
zione, per esempio, sul punto O al centro della membrana (Fig.6): O si
muove di moto armonico, che. come abbiamo visto a p. 67 e p.72, è
regolato da una legge del tipo

(i)

Fig. 6

Nel capitolo precedente abbiamo esaminato solo un caso semplice di moÌo
armonico: si proiettava su una retta un particolare moto circolare unifor-
me, che aweniva lungo una circonferenza di raggio /=1 e con una velocità
di 1 radiante al secondo. CosÌ si aveva nella (1):

r=1, 4=t,
e si otteneva la legge:

d=senr.
Ma, più in generale, si otliene un moto armonico proiettando uo moro
circolare che awiene su una circonferenza di raggio r e con una velocità di
., radianti al secondo; in tal caso si ha nella (1):

Così la legge del moto annonico assume Ia forma:
d= r setn at.
Per valersi facilmente della legge (2), è opportuno tenere presen-

te due nozioni:
I) la costante .,, è legata al periodo Tdel moto circolare (e quindi del mo-

to armonico) dalla relazione
2;t= T'

dato che f indica il tempo necessario a perco[ere un'intera circonfe-
fe\zal

ll) in acustica spesso si caratterizza un moto armonico con la ftequenzar,
che indica il numero di oscillazioni al secondo ed è legata al periodo f
dalla relazione

r: -Lr T'
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Ecco un esempio: se un moto armonico ha periodo I= lh di

sccondo (cioè occorre ,i- di secondo per effettuare un oscillaTione com-

pleta), è chiaro che in l secondo awerranno 10 oscillazioni complete.
Dunque, se si conosce

I= -L di secondo=0.Ì sec.IU
risulta

/=10 cicli al secondo=10 Hz.l
Così. invece della relazione

2; ^1* T ''T',
possiamo scrivere

Prop o perché è così strettamente legato alla frequenza, ad o si dà anche
il lr,ome di pulsazione.

In conclusione, il moto armonico del punto p di Fig. 6 può
essere descritto dalla leggel

d:r sen at
dove

, è il tempo variabile.
a=2ttf è la pulsazione, proporzionale alla frequenza,
r è l'ampiezza massima dell'oscillazione (OA=OB),
d è la disranza variabile del punto P dal punto O.

Torniamo ora all organo elettronico e proviamo a cambiare le
caratteristiche del suono prodotto.

A) Agendo sul pedale del volume, possiamo aumentare o dimi-
nuire I'intensità del suono, lasciando inalterata la nota sceha, per esempio
il /d dell'ottava centrale. Percepiamo un suono più forte o più debole e,
contemporaneamente, l'oscilloscopio mostra delle curve come quelle in
Fig. ?.

Sono curve che hanno tutte lo stesso periodo (e, quindi, la stessa
frequenza), ma ampiezza massima differente. Dunque l'intensità del
suono è legata all'ampiezza massima dell'oscillazione: i suoni diventano
sempre più forti quando I'ampiezza massima aùmenta e sempre piir deboli
quando l'ampiezza massima diminùisce.

B) Proviamo ora a cambiare nota, suonando, per esempio, il /rr
dell'ottava precedente o seguente, ma lasciando fissa l'intensità. Percepia-
mo suoni che sono piii acuti o pirì gravi e, contemporaneamente, l'oscillo-
scopio ci moslra lc curve di Fig. 8.

Queste curve diffe scono per il periodo: al suono più acuto
corrisponde - come vediamo sull'oscilloscopio - un periodo f minore,
mentre al suono piir grave corrisponde un periodo I maggiore.

Scopriamo così che, cambiando nota, si altera il periodo I
{e dunque la fr.qr.n.u f=-lld"ll oscillazione e varia Ialtezza del suono;t " tl
i suoni sono piÌL alti (o piiL acuti) quando la frequenza / aumenta, sono
invece più bassi (o piir gravi) quando diminuisce.

| 1 ciclo al secondo prende spesso il nome di 'Henz ' e si abbrevia Hz.
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suono inizlalo

§uono più ions

suoho plù debolo

FiS. 3

suono inizìale

suono ptù aculo

suono più grave
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C) Proviamo ora a predisporre I'orga[o su registri diversi:
tromba, violino, oboe,.... ma suonizuno sempre la stessa [ota con la stessa
intensita. Vedremo sull'oscilloscopio delle curye come quelle della Fig. 9,
cioè curve che hanno lo stesso periodo, la stessa ampiezza massima ma
forma differente; contemporaneamente, percepiremo suoni che hanno
stessa altezza e intensita, ma timbro diverso.

Dùnqùe, la forma della curva è strettamente legata al timbro:
una tromba e un violino possono produEe la stessa nota con la stessa
intensita, ma i due suoni restano facilmente distinguibili perché sono
descritti da curye che hanno forme diveNe.

JILl-
--]-u l-trl F r*

Fig. 9

ln conclusio[e, le curve viste sull'oscilloscopio sono strettamente
legate alle cantteristiche dei suoni che ascoltiamo. In particolare:

- I'intensila del sùono è legata all'ampieza massima della curva;

- I'altezza del suono è legata al pe odo T (e quindi alla ftequenzar:r\.J TT
- il tim'bro del suono è legato alla forma della curva.

2. Suonl, sinusoidi, trasformazioni afflni
Riflettiamo ora sugli espedmenti descdtti nel paragrafo prece-

delte ed iatelpretiamo le varie siluazioni che si sono presentate, basando-
ci sulle nozioni matematiche finora introdotte.

AbbiaDo visto che un suono può essere descritto dalla legge
matematica

d=r ten .,tl',
scegliamo ola un caso particolare) ponendo r=1 ed @=1r!), ed esaminiamo
varie situazioni.

A) Va a fintefis A d.el suono, ma resta fissa I'altezza,
Aumentare l'intensita del suono, lasciando fis§a l'altezza, corri-

sponde ad aumeotare l'ampie"za massima r lasciando fissa la freqùenza f
e, quildi, la pulsazione a. Ec.a alcuni casi paiticolari.

I Possiamo peffare di misurarc o in migiaia di radianti al s€condo; così si sccglic
una fÌcqueMa data da:

r= !@ =1uo ,,-'2n
che consenG di .onsideffie Jrequenze udibili dall'orccchio umano.
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Fig. 10 a) te a non di alala

1) A partire dalla legge
d=senl G=1. ot=1)

si raddoppia /; si ottiene un suono più forte desc tto dalla legge

d'=2sent' (r=2, o=1).
Confrontando le due leggi, si osse a che nsulta

(1)

(2)

t,=t d'=2t1.
cioò si Da.sa dallc cur\a i lr alla curva (2) raddopprando le oldìnale e

ì"iÈ*àa'" r"." È à..i.'c. È come se aves:imo dr'egnato la cur\a d=senl
lì,,ìi'rì"o'iàrì "ri"llà. per poi dildrale Ia tela nilla direzione dell assc

delle d (Figg. 10a e 10b).

2t Analngdmcnle qe. \empre a pdrllre dalla legge (l) 'i lriPllca r' 5i

;it;;;';;ì;;;; "".ora 
piu [orre deqcrillo dalla lesse

d'=3 sen t' (r=3, o:r) (3)

Risulta dunque
t'=t d'-3d

È ora chiaro che.lobblrmo dilalare con lorTa maggiore l" lela-ela'tica' §e

vogliamo che le ordin:rle 'lano lripìicdte c appala ll grarr(o u<rrd 'J''
3t È lacilc capire che. in\ecc pcr diminuire linlcnsili del cuono brsogna

ai-ì.ri," if raloredi r.Co'rqi passa per esempio dalh fl) alla

,7': fsenr' V=i''=t)
e si ha: i=r u_ tr.
cioe dìrnezTano le ordlnale lestando fi:5e le a§ci§ce t come \c avcsslmo

;i::rilià'i"-;r;, 111 'ulla rela ela§rica gia dilarata lungo ld"e dclle

ascii"e. per poj la§ciarla contrrrle'

b) lela dilalala
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Fig.11
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4) Io modo del tutto anÀlogo, si passa dalla legge (1) alla

d'=1senr' (r=1. ,=r\J\J/
con una contlaziole lungo I'asse delle d.

La Fig. 11 dassume le ossewazioDi finora svolte,

Il procedimeoto che abbiamo seguito è di carattere generale e
può essere sempre ripetuto quando si considera il suono descritto dalla
legge

(1)

(4)
Confrontando le due leggi, dsulta che si passa dalla (1) alla (4) con una
trasformazione del piano descritra dalle equazioni seguenti:

Queste equazioni descrivono particolati tasformazioni affiùi (FiE, 12)l
stiramenti lungo l'asse delle ordinate se />1, conttMioni se r<1.

d=sent
e se ne modifica l'intensità, ottenendo

d'=rsent' .

Fig. 12

l' op.É 6 tradorm.r..r.
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Fig. 13 a) 1ea non dltatala b) lela dialala

B) Varia l'aLezza del suotto, na resta fissa I'i te sitìt.
Variare l'altezza dcl suono senza variarne l inlensilà sisnifica

alterame la frequenza, senza modificarc lampiezza massima ,'. Ecco
alcuni casi particolari-
l) Partiamo sempre da un suono descdtto dalla leggc

d=senr (/=1.1r=1)
e dimezziamo Ia pulsazione ., dimezzando la frcquenza /.
suono più grave. descritto dalla lcggc

.1'=."n 1,' /r= r ,,,=11I \ )t

(r)
Olterremo un

descrilta dallc

Confrontando le duc leggi. si osscrvà chl: risulta:
d'=d se !t=t

2
Si passa dunque dalla legge (l) alla (5) con una trasformazione dcl piano
desc tta dalle equazioni:

t'=2t. d'=d.
La trasformazionc lascia fisse le otdinate. ma raddoppia lc ascissei è uno
stiramento lungo l'asse dclle ascisse che raddoppia ilpcriodo dclla sinusoì-
de. E come se avessimo disegnato Ia curva (1) su di una tcla clastica, per
poi dilatare la tela nella direzione dell'asse dclle ascisse (Fig. l3).
2) È sempre uno stiramento lungo l asse dellc r a trasformarc la (l) nellà

,'l
.J

che descrive un suono ancora piil grave. Ora. però. dobbiamo dilatare lÀ
tela con foza maggiore. lino a triplicare Ie ascisse.

3) È ora immediato interpretare lc situazioni in cui la frcquenza aumcnla
e si ascoltano suoni sempre piil acuti. A partirc sempre dal suono (1).
raddoppiando la tiequenza si ottienc:

(s)

d'=sen2t'
e quindi risulta:

2t'=r se d'-d.
Si passa dunque dalla (1) alla (6) con la tras{ormazione
equazronl:

r'=\t. l,:J.
Si tratta di riro aontrurion" lungo l asse delle ascisse, che lascia fìssc le
ordinate.

(6)
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4) Analogame e, è ancora una contaziotre lungo l'asse delle ascisse che
fa passare dalla (1) alla

d'=ser:3t' .

La Fig. 14 riassume le nostre osservazioni.

Anche in qùesto caso, il procedimento è valido in generale.
Conftontiamo infatti la legge

d=sent (1)
con la legge

d'=sen at';
vediaho che si passa dalla prima alla seconda equazione con tura trasfor-
mazione descritta da

.ttt':t d'=d
ossia

r=)= d'=d.
Questa lrasfomazione è ancora di tipo affine (Fig. 15); è utlo stirameDto
lungo I'asse delle ascisse," ]r1 (. cioè se a.r<l). è invece una contra-
zione se a<l (cioè a-,>1).

Fig. 15

3i opéra . t6iohdiono

t=1r
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C) Voriano sia I'altezza che l'ìntensiù del suono.
Vediamo on cosa accade quando si varia sia I'altezza che

l'intensità del suono, quando, cioè, alteriamo sia la ftequenza che I'am-
piezza massima; iniziamo con qualche caso particolare.

93

1) Sempre a partire dal suono
d=sel|,t (r=1, a=l) (1)

raddoppiamo / e dimezziamo @; otte[emo un suono più forte e più grave,
descritto dalla legge:

d'=2senlt. (7)
2

È evidente che si passa dalla (1) alla (7) cofl la trasformazione descritta
dalle equazioni:

Questa trasformazione raddoppia sia le ascisse che Ie ordinate. È ancora
una uasformazione affine: un ùguale stiramento luDgo entrambi gli assi
(Fis. 16).
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Fig. 18a

Fig. 19
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2) Proviamo ora a dimezzarc / e raddoppiare (,); otte[emo un sùono meno
forte e più acuto, de§critto dalla legge:

d'=isenzt'. (8)

si passa ora dalla (1) (Fig. 17) alla (8) (Fig. 18a) con ùn'uguale contEzione
sia lungo I'asse detle ascisse che luìgo I'asse delle ordinate.
3) Le Figg. 18b e 18c presentano altli due casi particolari.

Siamo ora in gado di arrivale a conclusioni generali. A partire
dalla legge

d=sent (1)
alterando I'ampieza massima r e la frequenza/si ottiene un suono che ha
diveNa intensita e diversa altezza, ed è descritto dalla leggei

d'=rseta*'. (9)
Si passa dalla curva (1) alla culva (9) con Ìa hasformazione desc tta dalle
equazonr:

.,_ 1 ..

si tratta sempre di una tnsformazione affine (Fig. 19).

3. Comporre suonl e comporre sinusoidi. Somma grafica.
Serie di Fourier

Nel paragrafo precedenle è rimasto senza interpretazioDe un
interessante fenomeno che si osserya yisualizzando i suoni sull'oscillosco-
pio; § tratta di questo: si possono geneEe due suoni che hanno stessa
intensità e stessa frequenza, ma che vengono chiaramerìte percepiti come
suoni differeoti. E la diversita si può "vedere" sull'oscilloscopio perché le
leggi orarie che descrivono i due suoni hanno forma diversa (Figg. 20-22).

Ma quali relazioni hanno le cune mostrate nelle Fi,gg. 21 e 22
con la sinusoide che compare nella Fig. 20?

La risposta a questa domanda non è affatto immediata ed ha
richiesto lunghe ed accuate ricerche sia nel campo teorico che in quello
sperimentale.

95
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È soltanto veNo la meta del 1800 che Helmholtz prima, e i
fiatelli Webe. poi, riuscirono a costruire dedi analizzdloi di snoni,
arrivafldo ad ùna scoperta fondamentale: suoni come quelli rappresentati
nelle Figg. 21 e 22 sono corrlposti di tanti suohi sìnusoidali puri (come
quello mostrato in Fig. 20) di frequenza e di ampiezza opportu ei a qtesli
suoni sinusoidali puri si dà spesso il rome di armonìche,

Cerchiamo ora di capire il significato di questo risùltato, riflet-
tendo su dei semplici casi particolari.

Comporre due suoni sinusoidali puri significa emettere due suoni
co temporaneome te, per esempio quello descdtto dalla legge

dr=sen t 0)
e quello descritto dalla legge

dz: i*n2r. (2)

In tal caso, con quale legge oscillerà il centro dell'altoparlante? Quale
cula ved.remo sult'oscilloscopio?

E chiaro che allo spostamento dr, dovuto al 1'suono, si sowap-
pone lo spostamerto d2, dovuto al20 suono. Si avrà dutrque ul'oscillazio-
ne complessiva, regolata dalla legge:

l=sen r+ lsen 2r-
2
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Fb.8

P6l l=I si ha:

d,=ssn;=0,7

a=f,*nzf,=o,s
d=0,7 +0,5=1 ,2

Grallcamonl€:

dn=x

i:H-*ld'A,+n=n

_ 3 ..Her t= ; st na:

4 =3€n; --=0,7

d,=à*n2ir=-0,s
d=0,7+(-0,5)=0,2

Gralicamente:

%=;"
IJ.=RM I 

-- -' ! d=Kll-ML=KLdz--KH=-ML )
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È facile disegnare questa legge oraria, trovando per via grafica la
somma della (tl con la (2). Ecco come si procede: sullo stesso piano
caltesiaro (Fig. 23) si traccia il grafico di

4=sent (in grigio nella Fig. 23)
e il grafico di

ar=tsenàt (in nero nella Fig. 23).

Poi, in corrispondenza alle ascisse , di vari punti, si calcola graficamente la
somma algebrica delle ordinate. Si otterrà la curva in colore di Fig. 23.

Si osserva immediatamente che la curva in colore ottenuta non è
una sinusoide; è però sempre una curva pe odica corl periodo 2fl'. 11

pefodo è uguale al piil grande fra i periodi delle curve sommate; infatti è
chiaro che la somma grafica pofia ripeteNi solo quando la curva di
periodo maggiore ha completato il suo ciclo.

ll procedimento può continuare: peÌ esempio si può sommare
alla curva prima ottenuta (in g gio nella Fig. 24), la curva

dr=]sen3r (in flero nelta Fig. 24).'3
Si otterrà ancora una curva diversa, che abbiamo disegnato in colore in
FiE.24.

97

\
.- :-

Ftg.24

Se, poi, contioùiamo a sommare funzioni del tipo

d4:i*n4t.
l.= lsen 5r-"5

otleniamo curve come quelle mostrate nelle Figg.25 e 26, che si awicina-
oo sernpre più alla cùrvà mostrata in Fig. 27, che certo non ha Più nulla di
§inusoidalel
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Fig. 25

FtS.8

Fis.27

Abbiamo così un'idea intuitiva dell'importante risultato che nel
1822 ha stabilito il grande fisico-matematico ftancese Joseph Foutier:

qualunque funzione periodica può essere espressa con una somma
di itfinite funzioni circolari del tipo

41cos t+rl sen r+42 cos 2r+12 sen2r+43 cos 3r+b3 sen 3l+...
purché si scelgono in modo opportuao gli infiniti coeffrcienti ar, br, ...

Questa somma di ir initi termioi è detta, appunto, Jerrìe di
Fouier.



4. Acuslica, iunzioni c rco ari, lras,ormazion , Iormule

Questo risultato ha porlato a unificare riccrche matematiche e
ricerche sperimentali, suggercndo un'idea che hà deì sorprendente: tanti
oscillatori sinusoidali chc vibrano contemporaneamente riescono a "rico
struire" qualunquc suono. È proprio quésta lidca chc è alla base degli
strumenti musicali elcttronici. organi e sintctizzatori.

Così può accadcrc qualchc volta di vedcre un musicista dall'orec-
chio particolarmente esercitato chc predispone un organo elettronico ad
emettcre il suono della tromba o del violino 'coslruendo ad orecchio" la
seric di Fourier (FiS.28): il musicisra infatti rcgola l'intensità di vari
registri flauto chc debbono suonarc contcmporaneamcnte, così sceglie i
suoni sinusoidali da comporre. decidendo. per ogni sinusoide. I'ampiezza.
cioè il valorc del coefficiente a e ò.

Fig- 28. I conlrolli oslraibili (o drawbars) pemeltono di regolare l'inlensità dei suoni
sinusoidali emessi. Le cifre sopra i drawbars irdicano appunlo e intensila predisposle.

È anchc ioteressante ed attualissiùo osservare che un dato
suono, descrilto da una leggc oraaia qualunquc. può cssere identificato
tramite il valore dci cocfficicnti della serie di Fourier che ne 'ricostruisco-
no" la legge oraria. Qucsta è lidea alla base dei calcolatori che identifica-
no una persona riconoscendon( la voce,

Ma. è chiaro. il procedimcnto è assaj delicato perché una voce
potrebbe essere pcrfcttamentc identificata soio da intiniti numeri!

4. Suonisfasati e sinusoidi traslate

99

Finora abbiamo esaninato
te e siamo usciti a dcscriverne gli
contemporaneamcnte?

Riflettiamo prima di lutto

piii suoni emessi contemporaneamen-
cffetti. E sc i suoni non sono cmessi

slr duc casi pafiicolari.
1) Cominciamo a cronornetrare il lcmpo quando vienc emesso un suono
regolato dalla ìeggc

d=sen r.
di cui abbiamo tracciato il grafico in Fig. 29. Produciamo, dopo 2 sccondi,
un suono ugualc: sarà desc tto da un diagramma orario come quello di
Fig.30.

Owiamcntc la seconda curya llon è altro chc la p ma lraslata di
2 unita verso deslra lunlo lussc dclle t.
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Ia funzione

nella
d' =sen(t' -2)

dato che sulta

e

ossia

se

2) Descriviamo ora, insieme al suono regolato dalla legge

4. Acustca, iunzioni circolad, tG§forma2ioni' iomule

Fig.29

Fig.30

d=senr.
(in nero in Fig. 32), un
colore ln rlg. Jz,

Fig.31

Osservando la Fig. 31, si capisce che questa traslazione trasfolma

suono uguale, ma emesso l secondo prima (in
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Fis. 32

FiS. 33 d=6€n I vien6 traslatia di ? lurEo l'a§se d€ll6 I verso destra per ottenero d'=s6n(ti-p)
d=sen lùene lraslata di ? lungo l'asse dell6 I v6rso sintsiE per oltonsre d,=sèn(f+9)

Nel grafico di Fig. 32la cù a in colore non è altro che la curva
io nero traslata lungo l'asse delle , di un'unità (cioè di 1 secondo) verso
sinistra; così la curva in colore visualizza il latto che il sùono è stato
emesso 1 secondo prima del "rempo 0". In questo caso la funzione

l=sent
viene trasformata [ella

d,=sen (r,+1),
dato che risulta

t'=t-1,
ossia

§e

t:t'+1.
I ragonamenti fin qui seguiti su casi pa icolari possono essere

facilmente generalizzati.
Cominciamo a cronometra-re il tempo quando viene emesso un

suono regolato dalla legge
d=seir,

rappresentata in grigio in Fig. 33,
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(1)
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secondi più tardi, è rcgolato dalla legge
d'=sen (t'-?),

disegoata in colore in Fig. 33.
Invece un suono che ha sempre la stessa intensità e frequenza,

ma è stato emesso 9 secondi prima di iniziare a cronometmrc il tempo, è
descritto dalla legge

d,=sen (t,+?),
disegmta in nero in Fig. 33.

Si dice che. rispe[o al suono descri o dalta legge (l). gli allri
due suotri sono sfasati di p. e g prende il nome di fase.

Ecco due applicazioni delle considerazioni ora svolte.
l) Se osserviamo "con l'occhio abituato alle traslazioni" i grafici di

d=senr e d=cosl,
prodotti in Fig. 34, notiamo che la cosinusoide non è altro che la sinusoi-

de traslata di { lungo lasse delle, verso sinistra. Così, invece di scrivere2'
d=cosI,

possiamo sc vere

d=sen lr+ 41.\ 2l
Del resto, è immediato verificare questa proprietà, basandosi sulla circon-
ferenza goniometrica (Fig. 35).

4. Acuslica, lunzioni circobn, nasfomazioni, lomul€

Un suono che ha la stessa intensità e frequenza, ma è emesso g

Fig. 34

v

1-'-..-a
o

Fig. 35

ip=t
io=Z
io=r+l
dF=cost

-="""(,.;)
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Possiamo anche interpretare qùesto risultato dal puoto di vista
acustico: un suono descrilto dalla legge

d:cos,
non è altro che un suono descritto dalla legge

d=senr,

ma emesso +(=1,5) secondi prima.
l'

2) Le considerazioni svolte a proposito dello sfasamento possoflo esserc
estese a suoni regolati da una legge del tipo

(2)
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Cominciamo dunque a cronometrare il tempo quando viene emesso un
sùono rcgolato dalla tegge (2). Un suono che ha la stessa intemita e
ftequenza, ma emesso g secondi più tardi, è regolato dalla legge

d':rseta(t'*?\, (3)
La Fig. 36 visualizza la legge (3) e ne presenta un caso particolare.

Un suono che ha sempre la stessa intensità e frequenza. ma è
emesso 7 secoodi prima che si inizi a cronomerare il tempo, è regolato
dalla legge

d'=tsen.o(t' +?\. (4)
La Fig. 37 visualizza la legge (4) e ne prcsenta un caso particolare.

a=z-o(r {)Fig, 36

Fig. 37 a,.a*s(r+f)
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5. La lormula di sottrazione del coseno

Nel palagrafo 3 abbiamo visto che, componendo funzioni gonio-
metriche di diverco periodo, si ottengono funzioni che non sono piir
sinusoidali.

Ci chiediamo ora: che cosa accade se si compongono funzioni
goniometriche d'ugual periodo? Consideriamo alcuni casi.

1) Si ha owiamente:
d=sen r+sen l=2 sen ,
d=2cos r+cos r=3 cos r.

2) Qual è iÌ grafico della tunzione
d=cosl+senl?

Riferiamoci alla Fig. 38. Sommando graficamente la curva d'equazione
dl:cosf (in grigio)

con
d2=senl (in nero),

si arriva a disegnare la curva in colore.
La culva ottenuta sembra una sinusoide che ha subito, rispetto a

d=senl, una traslazione Iungo I'asse delle / e uno stiramento.

3) Qual è il grafico delle due funzioni
d:3senr+cos, (Fig. 39)
d:2 cos r+ +sen I (Fic. 40)?

Anche in qùesti due casi, ossenando le figure sembra che Ia
curya ottenuta (in colore) sia una sinusoide, che ha subito una traslazione
ed uno stiramento.

Come verificare questo fatto in modo matematico? Sono neces-
sarie delle particolari formule, che ricaveremo nelle pagine seguenti.

Cominciamo col ricavare la formùla di sottrazione del cos€no.
Consideriamo, sulla circonferenza goniometrica, due angoli ampi

a e B di cttl è dato il seno e il coseno. Si ha (Fig. 41):
.tò P:a
AAQ=B

e quindi:
P ha le coordinate (cos a,sen a)
O ha le coordinate (cosB,senB).

Cerchiamo^ora di esprimere il coseno dell'angolo ampio a-8, cioè del-
l'angolo QO P, a pafiire da sen z, cos z, senB, cosB. Osserviamo, prima di
tutto, che possiamo valutare il coseno dell'angolo

d-p=aò P
solo ruotandolo intorno ad O in modo che un lato coincida con O.4
Disegnamo perciò (Fig. 42) l'angolo

,tò a=a- B.
Risulterà che:

R ha le coordinate [cos (a-p),sen (a-p)].
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Fig. 39

Fig. 38

Fig. 40

Fig. 41 Fig. 42
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Ora, se risulta PÒ?=AÒR, sarà anche OP=Alt. Confronrando le
lunghezze di queste corde si arriva proprio alla formula che volevamo
stabilire.

Calcoliamo dunque le lunghezze delle corde OP e -4R, ricordan-
do che la distanza fra due punti,4(a,à) e B(c,d) dicoordinate assegnate si
trova (Fig. 43) a partire dalla formula:

A-81= (c- a)2+(d - b)2 .

Le corde in esame sono (Fig. 44):
PO che ha per estremi P(cos a.sen z) e Q(cosB.senp)
AR che ha per estremi .4(1,0) e R(cos (a-p),sen (z-p)).

Risulta dunque:
P?2=(cos B-cos a)2+(sen B-sen a)r=

:cos2p+cos2 r-2 cos Bcos "+sen2p+sen? 
a-2sen Bsen z.

Ricordando, poi. che per qualudque angolo z si ha:
co<2 4+<en2 z=1

si ottiene:
PQz=2-2"o, o*, t-2sen asen B.

In modo analogo si caìcola r4,R; si ha:

A-R2=11-cos (a- B\12+ [sen (e-B)]r=
= 1+cos, (a-B)-2 cos (c- p)+sen2 (c- B)

ed essendo
cosz (d.- B) +se\z (e- B)=1

risulta
A-R2=2-2 cos (e- A .

Ora, se le corde PQ e AR sono uguali, si ha:

PQ?=A-R2
cioè

2-2 cos c cos p-2 sen 4. ser p=2-2 cos (4- 3) ,
e semplificando:

cos (z-3)=cos z cosP+sen zsenP.
Questa formula prende il nome di formula di sottrazione del coseno e
permette di determinare il coseno dell'angolo (z-B), a partire dal seno e
dal coseno degli angoli z e P.

Fig. 43 Ftg- 44
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6. Formule di addizione e sottrazione
Nel paragrafo precedente abbiamo trovato la formula

cos(a-B)=cos acosP+sen zsen P' (1)

La formula di addizione del coseno

Vogliamo conoscere il coseno della somma di due angoli a e p a
partire dal seno e dal coseno di z e di p; vogliamo dunque calcolare;

cos (e+ B).
Ci si vale della formula (1), scrivendo:

e+B=4-(-9-
Applichiamo allora la formula (1) sostituendo -B al posto di B. Si ha:

cos (a+B)=cos Ia-(-l)]:cos acos (-É)+sen a sen (-p).
Ricordando poi (vedi p. 79) che risulta

cos (-B)=cosÉ
sen (-P)= -sen P,

si ottiene:
cos [z-(-91:cos acosp+sen 4 (-senB),

e infine
cos (d+B)=cos acosB-sen c sen B.

La formula di sottrazion€ del seno

Calcoliamo ora il seno della differenza di due angoli, cioè:
sen (a-P).

Si osserua che abbiamo a disposizione solo formule che riguardano il
coseno di angoli; luttavia potremo basarci su queste formule. ricordando
(vedi p. 42) che, per qualunque angolo n risulta

sen 7=cos(90o-'/)'
Perciò, considerando

7= a- 9,
sc veremo:

sen (a-B) =965 196"- 1r-p)l=cos [(90"- a)+p].
Applichiamo ora le formule (2), sostituendo (90"- a) al posto di e. Si ha:

cos[(90"-a)+p]=cos(90' a)cosB-sen(90'-e)senp,
ossla:

sen (z-B)=sen 4cos9-cos esenB.
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che permsne di conoscere il coseno della differenza di due angoli.
E questa la prima di una serie di formule, di interesse essenzial-

mente applicativo, che verranno presentate in questo capitolo, ed è anche
la sola a dchiedere un procedimento tanto lungo ed elaborato.

Vedrcmo infatti nelle pagine seguenti come dall'unica formula
(1) ne derivino molte altre, che possono essere ricavate con calcoli brevi e
semplici, Ecco i primi casi.

(2)

(3)
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(3)
(4)

La formula di addizione del seno

Per ottenele poi la formula relativa al seno dell'angolo
d+B

ripeteremo il procedimento seguito per avere la fomula (2) a partire dalla
(1), considerando

d+B=d-CA'
Cosl scriYiamo:

sen (d+B)=sen [4-(-É)]=sen acos (-É)-cos asen (-p),
e, infine:

sen (d+p)=sen dcosB+cos dsenB. (4)

Riscriviamo qui le formule trovate per I'addizione e la sottÌazio-
ne degli angolii

(1)
a)

Forfiule di sottraziohe
cos (e-B)=cos dcosP+sen dsenB
sen (d-g)=sen ecosB-cos asenB

Formule di addizione
cos (a+B) =cos dcosB-sen dsen B
sen (a+B):sen u cos B+cos d sen B

Basta qualche esempio numerico per capire I'importanza che
hanno avuto queste formule allo scopo di compilare tavole trigonometri-
che.

Conoscendo il seno e il coseno di 3ff e di 45', si possono
calcolare il s€no e il coseno di 15" e di 75". Infalti, dato che risulta

15":45'-30",
dalla (1) si ha:

cos 15"=cos (45'-3ff)=cos 45o cos 30P+sen45"sen 30'.
Ricordando poi che iisulta

.eo30"=1 cos30o=

"."ts'=#z cos 45'=

§i ottiene:

e, in definitiva:

cos t5"= V3+=1 .,\ l',
Dalla (2) si ottiene, poi:

sen15"=seo(4s'-30"r= # + - # +
Dutrque risulta:

r,6- r
s€n 15o: -E-=! .

'/i2
1

\/2

*É=#'+.+'+
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Tenendo. poi, prescnti le relazioni fta seno e coseno di angoli
complemeotari (vedi p. 42). siccome risulta

90"-15'=75'.
si ha:

rht
co§ 75'=scn l5'= v' =')\/7
sen 75o=cos rs"= l5! .2!2
Ma. oggi, il calcolatore ha risolto molti problemi di calcoìo

numerico e. dunque, non sono certo questioni come quella appena
esaminata a richiedere l'uso delle formule di addizione e sotffazione.

Vedremo. invecc. nel prossimo paragrafo come queste fofinule
siano essenziali oggi nella fisica e nella tecnologia.
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7. Le formule di addizione e sottrazione
ln questo paragrafo esaminercmo due fra le

cui le formule di addizione e sottrazione dsultano
solvere problemi attuali.

in problemi reali
tante situazioni in
indispensabili per

l) Acustica
La funzione

d=rsen (t+?) (1)
descrive un segnale sinusoidale di pulsazione u=1, ampiezza r e fase c.

Riscriviamo la funzione (1), valendoci della formula di addizione
del seno, che scriviamo qui sotto:

sen (z+9)=cos3sen z+sen Bcos e.
Si ha. considerando

a=t. 9= p,
sen (r+7)=cos pssr 11r.r t.., r.

È chiaro che. se è noto l'angolo 7, sono noti anche sen? e cos p;
possiamo sottolincare questo fatto sc vendo:

cos 7=c'
sen ?=d'

Avremo allora:
sen (,+?)=c sen t+dcos r.

Ora. dato che c e d sono i valori di cos?
- 1<c<1
-l<d=|.

Tuttavia, se moltiplichiamo i due membri dell'uguaglianza (2) per uno
stesso numero /, possiamo ottenere cocfficienti numerici comunque Sran-
di, Risulta dunque:

rsen (l+ 7)=rcos Tsen r+/sen ?cos,
dove /cos 7 e /sen ? sono numeri noti, che possono assumere qualunque
valore.

Indicando questi numeri con d e ,, si scriverà:
rsen (r+ ?)=a sen r+à cos r.

(2)
e sen ?. sulterà sempre
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Possiamo così concluclerc che la {unrionc
/=,'scn (r+ ?)-

sviluppata con le tbrmule di acldizione. dà
r/=d scn r+b cos /.

4 Acuslrca. runz on cùcolar l.as1o..na2ioni. Iormule

(r)
sompre una Iunljone dcl tipo

(r)
chc ò una combinazione linearc di funzioni sinu5lJìdltli di ugllxle frequenza
(l'aggettivo lincare ricordx chc cosr c scn/ conlpaiono rl 1'8rado).

Vicevcrsa ò senrpre possibile esprimcrc la (3) nclla lorma (l). F-

intercssantc intcrprctarc qucsb risultaro matcmrtico cìal punto di \,istl
acuslico. risalcndo dalla lunzionc (3) alla funzionc (1).

La funzjone (3) dcscrive la sovrappolizionc di duc scgnlìli
rlr:d sen I e .1r=bcosi.

che sono sinusoidali ed hanno la stessa licqucnza. ma diveAa inlcnsiti.
Ora. csprimendo la (3) nclla iorma (1). si €apisce chc la solrapposizionc
dei due scgnali dl e .1r ò ancora sinusoìdale cd hà la slc\sa frcqùcnza dci
segnali rlr c 11ì.

Si concludc così cha. rorrdpP.)/retltlo piit seg «li \inusoi(l«li di
uguulc Ji-cquert:a. sì oiiane w1 sc!l alc ,i u\oilolc at]cùa «»t lu \te\\t

Pcrcio. se si vuole otlenerc un scgntlc non sinÌrsoidalc I ParliÌc
da oscillatori sinusoidali. bisogna cmet!rre contcmporancanrcntc \cgnnlì
di frequcnza diversa.

E proprio su ques«) principio chc si basano lc lasticro dcgli
orrani elettronici (l;i.e. -15).

Fig.45. I regislriflalrlo (flules)
somma di piir suoni sinusoidali

permellono di predisporre organo in modo che emetla a
avenii lrequenze diverse.
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2Ì l-a correnl{ iril-rso

La corrente elettrica distribuita nelle nostre case è altemata.
cambia cioè continuamente di polarità; in questo modo è possibile far
funzionare alcune macchine elettriche, come itrasformatori, che non
potrebbero funzionare a corrente continua.

La corente alternata è descritta con buona approssimazione da
una legge sinusoidale del tipo

i:lsen rr.
dove I è il valore massimo e .,, è la pulsazione; in Italia è

(r=3 14 radianti/secondo

f:9 =50 Hz.

La corrente viene prodotta nelle centrali elettriche, che si trova-
no nei luoghi più convenienti (presso uo fiume o vicino ad un porto,...).
Dalle centrali la corrente viene portata fino alle città, alle officine o dove
altro serye pet $ezzo di linee elettdche, costituite da cavi sostenuti da
tralicci (Fig. 46).

Le linee sono lunghe centinaia di chilometri e il loro costo è
molto alto perché i cavi sono di rame. che è un metallo pregiato. Inoltre,
sono necessari due cavi, perché la corrente produce isuoi effetti solo §e
percorre un circuito chiuso, come quello rappresentato in Fig. 47.

Fig. 46
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Se però si hanno due correnti alternate da trasportare sono
sufficienti tre cavi, invece di quattro: basta uno dei tre cavi per chiudere
entrambi i circuiti, come si vede in Fig. 48.

In questo modo, però, si ha un dsparmio relativo: si hanno, è
vero. tre cavi invece di quattro, ma il cavo comune deve essere più grosso
per permettere il passaggio di due correnti.

Fig. 48

È proprio la trigonometria a suggerire un modo di ,ealizzare un
notevole sparmio. Supponiamo, infatti di estendere il procedimento
schematizzato nella figura 48, trasportando trc correnti con quattro cavi.
come in Fig. 49.

Indichiamo le tre correnti con i simboli il . 12, i1 e scegliamole in
modo che siano descritte da tre sinusoidi dclla stessa ampiezza e della
stessa Irequenza. ma sfasate tra loro di 4; (cioò di 120'). Si avrà dunquc:

''"= 
1nn '' 

3

i,=Isenlot-1-l
I 4;\r.=r sen (.,r_,: /.

Quanro !alc. in questo caso la cofrenle che passa nel ca\o comune? È
chiaro che sarà

i = i, + i-, + i, - 1 sen (d/! r *" (r,r- ir- ) 
+ I *, (,"- ay 

).
Sviluppiamo i calcoli, usando lc formule si sottrazione del scno. Si ha:

i= / ren .,1, I/sen,,rrco.2:- /"o.-r"nÈ l+\ J JI
*/I'"n,,r.o. 4:! -,a, 4- I
\ J ros"'sen 3 'l'

Ricordiamo ora che risulta:
.-rA)-1

sen -i= ; cos ?=- i
^^-4;- \/1 ^^ 4;- I,sen 1.1-:2 cos-3 =_ 2:
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si trova allora:

i=tsen,,t-iIseno,r-{j t 
"o" 

r,- t /scn,,r+ f cos r,.,r

e cioè:
i=0.

Dunque, nel cavo di ritorno la corente è sempre zero; è chiaro allora che
questo cavo di ritorno può essere eljminato realizzando un notevole
nsparmlo.

E questo il motivo principale per cui la corrente viene traspo ata
neÌla forma di tre corenti sfasate di 120" o. come si dice, nella forma
trifase.

8. Le formule di duplicazione e bisezione
Le formule di duplicazione e bisczione si ottengono a partire

dalle fomule di addizione.

Le lbrmule di duplicazionc
Le formule di dùplicazione esprimono il seno e il coseno dell'an-

golo. ampio 2d, a partire dal scno e dal coseno dell'angolo di ". Per
espnmere

sen2e e cos2a
conviene consìderare 2a come una sommal si ha:

1-- -!^
Ci si può valere così delle formule di addizione, che scriviamo:

cos (4+P)=cos acosP-sen z sen B,
sen (a+p)=sen zcos p+cos zsen B.

Se, infatti, si considera

si ha:
cos (a*a)=cos 4cos a-sen zsen r!

cioè
cos22=cos2z-qen2 z.

Analogamente si hai
sen (a+ z)=sen acos a+sen 4cos 4.

cioè
sen 2c=25en 4 cos 4.

Le formule di duplicazione sono, dunque:
sen 2a=2 sen zcos z
CO§ 24=CoS2 u Sen2 r.
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(1)
(2)

Si nota che il secondo membro delle due formule è un'espressio-
ae di 2' grado in send e cosa. Perciò queste formule trasformano
un'espressione di 1" grado. relativa all'angolo 2z (come sen 2e o cos2a) in
un'espressione di 2o grado relativa all'angolo a. E quindi un'espressione
semplice yiene trasformata in una più complicata.

E invece spesso utile seguìrc il prccedimento inverso, cioè valcrsi
delle formule di duplicazione per scrivere in- una.forma piil semplice
espressioni in cui compaiono sen 4 o cos e al 2' grado.
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COS2i=C:OS2 4-Sen2 4
con la relazione fondamentale

I =cOS2 a+Senl e.
Sommando membro a membro le due relazioni, si ottiene:

1+cosza=zcos2 c.;

sottraendo, invece, Ia (2) dalla (3), si ottiene:
| -cos2a=2 sen2 c.

In definitiva abbiamo le tre relazioni seguenti:
2sen e cos a=sen2a
2cosz c=7+cos2./
2sen2 e=1-cos2a

,"no"o" o=Ef
"or, 

o=1*cgrs2z

""n, 
o='-2"2o .
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Per ottenere questo è utile confrontare la formùla
(2)

(3)

(2',)

(2',)

(4)

(5)

(6)

(r)
(2')
(2\

ossra

Sono queste le formule che permettono di scrivere in forma più semplice
un'espressione di 2' grado in sena e cosar le vedremo all'opera nel
paragrafo 10.

I-c formule d, bisezionr
Consideriamo ora le formule (5) e (6) da un diverso pùnto di

vista; scriviamole così:

(5)

(6',)

Per mettere in lìevo che z è la metà di 2a, si sc ve:
a.--a ^ --r

Si hanno così le formule di bisezione:

*"r=\f@ "",!=..1f$'
"Bisezione" significa dividere a metà e ciaricorda dunque che possiamo

otlenere seno e coseno dell'angolo ampio !. conoscendo solo il valore di
cos B.

Tuttavia si osserva che Ìa sola conoscenza del valore di cos8
non basta a determinare anche il segno delle funzioni goniometriche dei-
l'angolo f. La Fig. 50 spiega questa ambiguità di segno a partire da

un esempio: è noto cosp- j e si calcola

\/5
2

r.-.7B 1l t+a
cosr=t V 2-1".n!=,\,[+=,+
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cosp=1 individua i seguenti angoli:

i) A=60'-+=30'

2) pe=3oo" - L=$o"

3) &=60'+360'=420'++=210'

4) P4=3oo'+360'=660'- +=330"

($. 1

I sen; =,
epèrciòJ ; .13

[*- 2 2

t9,'l
.ls€n2=-eperco ] k \,8l*t z=- z

(p, 1
I s€n; =-

e Perc|o 1 g. \f3
I cos 

^- 
=--

tk'llsen;= ;
eoerciò I : ;

lcos2=2
Fig.50

I

ò

\
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sen22'30',=

cos 22"30',=

Provate ora a svolgere con il calcolatore questi calcoli e valutate
la differenza fra i valori così ottenuti e ivalori del seno e del coseno di
22'30', dati direttamente dal crlcolarore. È un conlronto intercssantel

Si capisce che il procedimento può continuare e può portare a
valurare seno c coscno di ".r'" -ll"t5'

Anni dicalcoli, dunqire. per compilare le tavolc t goflomet che!

9. Le formule di Werner e le formule di prostaferesi
Un'ultima serie di formule si può ottencre rielaborando ancora

una volta le formule di addizione e sottrazione del coscno c del seno.

cos (z+B)=cos acosB-sen zsen P
cos (e-B)=cos zcos 3+sen zsen P
sen(a+B)=sen acos3+cos asen B
sen (e-B)=sen e cos P-cos zsen P.

Addizionando o sottrae.do membro a membro le (1) fra loro e le (2) fra
loro, si hanno le formule seguenti:

cos (4+p)+cos (z-9=2 cos ecos P
cos (a+B)-cos (a-p)= -2 sen zsenÉ
sen (r+p)+sen (r-p)=2 sen z cos p
scn (z+.3) -sen (z-,3)= 2 cos e sen 3.

(1)

(2)

( l')
(.2")

Le formule (1') e (2') sono spesso dette formule di wemer, dal nome dello
studioso tedesco Johannes Wemer (1468-1528) che le usava per semplificare
calcoli astrcnomici. Ma risulta che almeno le (1') eruno giù ùote agli Arabi
nell'Xl secolo, onche se entrurcno nell'uso solo nel XVI secolo.

Queste formule si diffusero ovunque perché permetevano di
trasformare u ptodotlo itt un'addizione, che era un'operozione piit sem'
plice da svolgere quando non esistevano i calcolatori.

Le formule di bisezione erano preziose per i compilatori di tavole
trigonometriche, come quelle riportate a p. 402: infatti si possono deter-
minare seno e coseno di moltissimi angoli, continuando a dividere a metà
angoli noti. Ecco un esempio. Sono noti

costs'= $ e sen45'=11;

risulta

E =zz'to' .
2

Perciò si ottiene:

l,e lbrmule di Werner
Cominciamo col ricordarc le formule di addizione e soltrazione.

che ora riscriviamo:

\2-l
2\/2

"1
!2
2

1++
V2
2

\,D+ t
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Perciò questa tecnico di calcolo ven e adottata nei p hcipali
osseùatori astronomicL cotnpleso quello di Tycho Brahe (1546-1601) irt
Danimarco (vedi la copertina di quetto libto).

Ven e anche coniato un nome apposilo per queste formule:
"prostafercsi", trutto dolle parole greche che significano addizione e sottr.t-
zione.

In quello stesso pe odo, in Scozia, Nepero stava studiando
I'inttoduzio e dei logatitmi|, che awebbero permesso, fra l'ahro, di traslor-
male mobiplicazioii e .livisioni in addizioni e sottrazioni. Per p rc caso
Nepero venne a conoscenza della "meravigliosa tecfiica di prostaferesi" che
usava Tycho Brahe, e così cercò di completare rapidamente i suoi sludi,
fino a pubblicore, nel 1614 il suo lavoro sui logaritmi.

Ben presto i logarimi si diffusero ovunque, e così tutti i calcoli si
eseguirano usando le tavole tlei logariuni. Per questa ragione divefine
conveniente trasfoùnare le addizioni in fioltiplicazioni, che, poi, wfiivaho
eseguite lrafiite le tavole dei logaùmi.

Le formule di wemer venfierc adattate a questo nuovo scopo,
esprimendole in una forrna diversa; si otte nero cosi le fonnule di prostafe-

I-e fbrmule di prostaferesi
Ecco come si procede per passare dalÌe formule di Werner (l') e
nuove formule. Si indica con p il valore della somma a+p e con 4
della differenza a-p; si scrive dunque:

I p=o+F
I q=r-.3

-: p+q

,- plqr-----
Sostituendo nellc ( 1') e (2') al posto di e e p le espressioni ora ottenule, si
ricavano le formule seguenti:

cos,, Tcos .,=2 cos I P:4 I co.f?:q \-'*t 2 /'"'\ 2 /
tDla\ ln-a\cosp cos4= zsen(- rr,f sen(-2' 

J

,"n o + r"n, = 2 r"n( 4\'.o, / .u:- a \\2 t \2 t
."nr-."no=2.or1P.14 \',"n f P:g \--""\ 2 / "-"\ 2 i

e sono queste formule che oggi vengono dette "di prostaferesi".

10. Disegnare in modo semplice funzioni complicate, valendosi
delle formule

Certamente oggi. nell'epoca dei calcolatori, non viene in mente
di usare le formule di bisezione per compilare le tavole trigonometriche,
né di usare le formule di prostaferesi per semplificare i calcoli.

Tuttavia possiamo seNirci di queste formule per tracciare il
grafico di funzioni goniometdche apparentemente complicate. Ecco due
esempr.
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A) Tracciare il grafico della funzione

/=cos2r-sen2r+1'
osserviamo subi(o che in questa fun/ione compaiono cosr e sen' al 2'
srado: saranno perciò le iormule di duplicazione che renderanno la

iunzione piir semplice Risulta. inlalti {vedi P Ll3):
cos2r-sen2r:cos 2r.

Possiamo così sc vere la funzione data nella forma:

):cos 2r+ 1'
E ora appare chiaro come disegnare il grafico a partire dalla

cosinusoide d'equMione
y=co§ r'

rappresentata in Fig. 51. Si operano Ie seguenti trasformazioni:

- una contrazione lungo l'asse delle r, per dimezzare le ascisse; si ottiene
la curva d'equazione:

)=cos 2r'
rappresentata in Fig. 52;

- una traslalione lunao l asse delle, di +l per aggiungere I a tutte le
ordinate. Si ottiendcosl il grafico della funzione

Y=cos2x+L,
rappresentato in Fig. 53.

Fig. 51

4. Adstica, lunzioni cncolari, raslormazioni, folmulo

Fig. 52
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B) Tracciare il grafico della funzione
Y=2 cos2* cas L

Ora compare il prodotto di funzioni goniomet che di dive6o periodo, Se
vogliamo ottenerc rapidamente il glafico, converrà basarsi sulle formule
di weme!, che trasfomano la moltiplicazione in addizione. In particolare
ricordiamo che sulta:

2cos dcosP=cos (d+P)+co§ (a-B);
nel nosbo caso si ottiene:

2 cos 2, cos.r = cos (2.r+x) +cos (2x-r).
Possiamo cosl scrivere la funzione assegnata nella foma:

Y: cos 3r + cos l.
È facile ora tracciame il grafico, procedendo nel modo seguente:

sullo stesso piano cartesiaDo si disegnano la cosinusoide
y:cosx

(in grigio in Fig. 54) e la curva
,:cos3.r

(ir nero in Fig. 54), che si ottiene dalla cosinusoide operando lungo l'asse
delle , una contlazione, che fiduce le ascisse di un terzo; infine si disegna
la somma grafica delle due curve precedenti.

Si ottiene così la curva in colore di Fig.54, che rappresenta
proprio la funzione

Y=cos3.x+cos'I.
Abbiamo ottenuto ùna a\va hon si usoidale, dato che si tratta

di una combinazione linearc di sinusoidi di frequenza diversa.

Fig. 54
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