
4
Complementi

Altre formule
Rrùniamo in queste pagine una serie di formule che si possono faciLnente ricavare da quelle

preseolate nel teslo (cap. 4. n. 5. 6. 8, 9).

1. Formule relative alla tangente di un angolo

A) Txngente delL solDmr o dellr dltfereD?, di due ingoll
Per esprimere la tangente dell'angolo ampio 4+ P o e-p, a paniJe d^ tgd e tgp, ci si basa sulle

seguenti relazioni che conosciamo:
I) la relazioDe fondamentale

Sen a =tsa.
valida per qualunque angolo a;
U) l€ formule di addizione e sottraziorc del seno e del coseno:

sen (a+P):sen a cos P+cos z §en P
cos (a+B) =co§ a cos P- sen a sen P
sen (a-P)=sen acosB-cos z§enB
crc (e -É) =cos a cos p+sen z sen É'

Si scrive allora, per la I):
, -. *n(a+o\tela+p)= --:t;

c per le II):
sen (r+B) _ sen ecosP+cosasen P .cos(d+p) cos dcosp-sen asenP
ancora presentc la relazione l), si divide

cos a.cos B,

sen acosp+cos asenp _ cosdcosB
coszcosp-senzsenp cosacosp-senasenB'

Tenendo
pmdotto

si ha:

numeratore é denominatore del 2" membro per I

sen a cos P+ cos d sen P

cos d cos P
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ora, dcordando la proprietà distribùtiva della divisione rispetto all'addizione, § può scrivere così:

senacosp cos a sen P
cos.cosF - cos 

" 
cosp

cosecosÉ _ senasenÉ
cosacosp cosacosB

Io defitritiva si ottienei
tp d+tsBtgla+p)= 

-
Per valersi di queste formule in modo coretto è importante ricordale che:

- non esiste la tangente in conispondenza di angoli ampi r+&ie;
- non è possibile effettuare la divi§one per zero, cioè una frazione perde signifrcato se il denomiratore

vale zoto-
Co6l, esaminando la fomula (l), si trova che I'espressione

(1)

perde signifrcato in divers€ situazioni, e precisametrte:

a) se non esiste tgr, cioè se risulta d=;+,&z;

b) se non esistc rgB, cioè s€ risulta B=;+k,:
c) sa il denominatore vale zero, cioè se

l-tgdtsP=0
ossia

p a= -L-.' rgc
Quest'ultima relazione caratt€rizza gli aDgoli complementari,

"+p=r.
D'altra parte, è chiaro chc

notr esiste tg (e+p) se risulta d+p=;.

In defilitiva la formulà
@a+@atgld+pr= ÉrE;iEp

I "=4+r,"lzt_
non vtle I É=++kz
se risulta I

| "+P=i'
Analogamente si trova la formula

-. ts d-ta Btetd-p)= litleÉul
Ia formula

I d= 4+kE
I

tron vsle { B=++ktr
se risulta I

t "-p=i

cioè gli angoli tali che
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Fig. 'l Fig- 2

B) trormult di dùplicrzione p€r la t ngente
Per esprimere Ia taDgente del'angolo 2r mediante tga, ci si vale della formula di addizione

esposta nella parte A)i
te?+o:Hffi.

Se risulta

§ ha:
, lza+tealsld+dl: -- --- t-tqatqc

- 2te dle2d-= :-.t-tg' a
Osserviamo il2" membro di qù€sta formula; esso perde significato in diversi casi, qùesti:

- se non esiste rga, cioè se è dato (Fig. l)
a= 4+ki:

- se il denominatore diventa zero, cioè se risulta
l-t92 c=0,

d=i+kft (FiE.2)

d=|r+kÉ (Fis.3).

D'altra parte, è chiaro che non esiste
t92,,

se risulta

7z=4+r ossia *.1+k:j-- 2 -' - 4 -2
e si osseNa subito (Fig. 4) che la formula

ossla

da cui

da cui

d=i+k5
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valide per qualunque angolo
Si scdve. infatti:

Fig.3

| 4:++kÌ
riassume le due relazioni .l lI "=2-+*".[4
Possiamo così coficludere che Ia formula

rr2r=.2'F:- r- rgt d

[,=i+*"
non vale .{

se risulta 
L 
a=;+tj

C) Formuta di bisezione per la t.ngent€
Per ottenere la folmula che esprime la rangente deu'angolo + a partire dalla soÌa conoscenza di

cosa, ci si basa sulle seguenLi relazioni che conosciamo: -
I) la relazione fondamentale:

to4=sen''
Il) ìe formule di bisezione per seno e coseno:

T=?-, *"i:tlEt -.
angolo e.

-r\,-*,

Fig. 4

sen,

si può sc vere:

,ri=*!-t.'#.

tr;:,É=;l+
ricordando che risulta

tlr'
definitiva,

7A_\k

*^g=l:y']=ff:
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Alcune osservazioni su questa formula:
a) il doppio segno (a) è dovuto al fatto che la sola conoscenza di cos d non individua un solo

angolo (p. 115);
b) il 2'membro della formula perde significato quando il denominatore diventa uguale a zero

cioè se risulta
1+cosr=0.

cos e= - 1,
cioè

d=n+2kn.
Del resto, ton esiste

r-a'62'
se risulta

4=4+*=-
cioè

a=n+2kn.
Concludiamo che la formula

mn vel€ se è dato 4=r+2tr;
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c) il 2" membro della stessa formula si può scrivere in forma mzionale, ossia in una forma in
cui non compare l'operazione di radice quadfata: basta moltiplicare numeratore e denominatore dell'e'
spressione ftazionada per

1+cosz.
Si ha:

-- ,,1 n-co. , 1 /1' cd;[r, cdt_-1 / l-coF _-1 flent,,éT= V r*o,, -- V tf "aqii 
_."- -= V 1r+cos"f -- V 

-o-oarr'
E qùindi:

sen 4'tsr- I+cos, '
Ora non si ha piùr il doppio segno (:l) e quesio perché risulta

l+cosr>0 per qualunque z (essendo cosz>-l)

tgf ha sempre lo stesso segno di sena (Fig. 5).

2. Le tunzioni sen 4 e cos z espresse per mezzo del palametro
Equazioni parametriche razionali del cerchio

Negli esercizi (p. 198) abbiano visto come il seno e il coseno di un
eiprimere mcdiante lg r. Abbiamo troralo:

angolo , si possono

tVl+tsr:
co."= 1 

.
1V1+tg'z u

si tratta di formule in cui compare I'operÀzione di tadice quadrata, cioè di lormule irrazionab.
Vedremo ora come si riesce ad esprimere senz e cose sotto forma di funziohi ruzionali del

parametro

Si procede così:

I) si scrivolo le formule di duplicazione nella forma

sen z=2sen3cos42Z
co,s z=cos):-sen:Z't2

II) si ricorda la formula fondamentale
sen2 2+cos2 z=1

che è valida per qualunque angolo ,; risulta quindi:

senr+ +cosr+ = l.
e dunque si può scrivere

2sen f cos {senz= 
-- 

:-
senr; +cosi i
cosrf _senr fcos,7=.--:= --l
senri +cosr i

t:tsÉ.
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lII) h enrrambe le formule si divide numeratore e denominatore per cos2{. Si ottiener

§€no= --- 2 =sen2g+cmr4 sen24 cos24 *t'4
"*Z- *Z

cos\-sen2i cos2t 
-se*tcos':j cos2f cos2f

cos r= -
sen2{+cosr{ sen2Z cos2+_4* . __ __4+_ __-acosr* msr4 cos24zzz

IV) si licorda che, anche per l'angolo t, risulta

sen4

-L=r".1cost
e si scrive:

2te+
ts, i +t
l-tE'z+

cos r=_ _4.rE,;+t
In coDclusione, indicando con, il valore di tgr, cioè sceSliendo

t=reu.
si ottengono le formùle paramclricha:

I n""= =!-) t+t.
| 1,2 (1)
I cos d=+-r-I L+t.

È chiaro. clre queste. fomule non hanno significato se non esiste il valore di tgr; perciò le for ule
parametriche non valgono se isuhsi

i=5+k;
cioè sc è dato

e=n+zkn.

Le formule (l) permettono di scrivere le equazioni pararnetriche ruzionali di un cerchiot.
Cominciamo con I'osservare che se un punto P(xr) "gira" sùlla circonferenza di c€ntro O e raggio I le
sue coordinale sono legate all'angolo al centro a (Fig. 6) dallc equazioni:

I r=cos,
1 Y="n "'

Qveste sono le equazioni parumetriche del cerchio: il panmetro è l'angolo.

(2)

"oei

I Pcr.ltr€ indicarioni sullé equaziooi p.rai.dchc védi Iapp.ùdie.La filonom.tia ne[a tecnica".
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Le formule (l) permettono di scrivere le equazioni paramefiiche del cerchìo §otto altla folma:
basta sostituire le (1) al posto di sene e cos z; si ha:

( "= t-t'I " r+,',
L,: 2tL' 1+r,

Queste equazioni parametriche esprimono le coordinate di un punlo della circonlerenza come /anzioru
ruzionali akl patumelro l. dove I è un numero qualunque,

Bisogna osservare che queste equazjoni paramelriche escludono un punto della ckconfeleDza:
il punto B(-1.0), conispondente all'anSolo Fz (Fig.6).

Fig. e

3. Le formule di triplicazione e il problema della trisezione dell'angolo

Basandosi sulle fomule di addizione e su quelle di duplicazione si trovano delle formule che
esprimono seno, coseno e tangente dell'angolo ampio 3r. medianle Ie funzioni circolari dell'angolo d:
sono Ie formule di triplicazione. F-cco come si procede:

I) si considera I'uguaglianza
3a=a+22

e si scrive:
sen3a=sen (e+2a)
cos 3a=cos (a+22)
ts3d=tg(d+22\:

ll) ci si vale delle formule di addizione, che qui riscriviamo:

sen (r-P)='en zcosP cos dsen É
cos (z+P)-cos zcosB - sen dsenB

t,.t,+Bt= :ea+teq-:t-tE atgp
sostituendo 2z al posto di B si otliene:

sen (a+22):sen zcos2z+co§ ,§en24
sen (a +2e): cos,. cos2e-sen a§en2d

tpd+le2atold+zdl:-+:'' |-lgdtL2a
Ilt) si ricordano Ie seguenti formule di duplicazione:

seII2a=2sen acos a
cos2r=cosz c-setP 4

@za= lE: .' r-tg! a

a,
a
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Si scdve dunque:

sen ecos 2e+cos 4sen 2e=sen 3 (cos2 r-sen, a)+cos z.2sen zcos,
cos ,cos 2z-sen rsen 2e=cos z (cos: r-senl ")-sen r.2 sen zcos z

zre a
rga+tÈ21 '6'' 1-1S," .

I-tB rrc2: 1_tq, _2tgj' t-tg' 7
IV) si svolgono i calcoli indicati, otten€ndo:

sen 32:3 sen z cos2 z-scn3 a

cos 3z=cos3 r-3 senl rcos z
^ lt§r-ts1rterz= É3rg; ;

(r)
(2\

(3)

V) si può, infine, espdmere il 2'membro delle (1) e (2) tramite una sola funzione circolarc, ricordando
la relazione fondamentale

senz z+cos2 z= 1;
nella (1) si pone

cos2 z:l_sen:4.
e nella (2)

sen2 r=l cos2 4.
Si ottengono così le segnefil fomule di ùplicazionel

sen3a=3senz-4scn3z
cos 3e=4cos3 z-3 cos 4

^ 3 te a- te3 atgtz= at4ti;
Si nota che ii 2" membro di queste formule è un'espressione di 3" glado in sen r. cos z o tgr. Le formule
trasformano dunque un espressione di 1" grado, relativa all'angolo 3, (come sen3, o cos3, o tg3a), in
un'espressione di 3' grado relativa all'angoio a.

Queste formule p€rmettono di capire la complessità di un problema che si direbbe semplice:
dato un angolo qualunque, di ampiezza 4, costruire un akro angolo la cui ampiezza sia 1.

Si tratta del problem. della t sezione dell)angolo (cioè divisione dell'angolo in 3 parli uguali),
un problema che ha affascinalo i marematici fin dal V sec. a.C.

Insieme al problema della tris€zione dell'angolo. troviamo in quella stessa epoca. e sempre in
Grecia, altri due problemi:
- la duplicazione del cubo, e cioè il problema di cosÌruire il lato di lln cubo chc abbia volume doppio di

- la quadratun del cerchio, cioè il problema di costruire il lato del quadrato avente la stessa area di un
cerchio dato-

Si tratta dei tre "famosi" problemi d€Il'antichità, dei problemi che ebbero una particolare
impo(anza nella storia del pensiero greco.

La difficoltà nel risolvere questi problemi veniva, essenzialmente. da una limitazione che i
pensatori grcci imponevano ai loro strùmenti d'indagine: la risoluzione doveva esserc escguita usdndo
solo la ga e il compasso.

Più che di prcblemi concreti, pratici, si tra(ava, per i Greci, di questioni teoriche in cui era
soprattullo importante I'esattezza dei concetti e la scelta d€i melodi di soluzione. Bisognera aspettare
fino al sec. XIX perché questioni geometriche che sembrano semplici e di po€o interesse vengano del
tutto chiarite: non si può risolvere il problema della lrisezione dell'angolo e nemmeno quello della
duplicazione del cubo con i soli strumenti riga e compasso: e questo. per un fatto algcbrico: per il fatto
che questi due problemi portano ad equazioni di 3' grado, e sono solo le equazioni di 2" grado che si
risolvono usando esclusivamente dga e compasso.

Quanto al problema, fuori dubbio più importante. della quadralura del cerchio. la sua soluzio_
ne è intimamente legala alla natura del numero ^-, visto che I'area del cerchio è data da -4:r7r. E 5olo
alla fine del 1800 che fu, anche in questo caso, dimostrato ìrn teorema negativo; questo: il numero u non
è soluzione di nessuna equazione algebrica, e non può quindi ess€re €ostruito esattamente ur segmento
lungo r facendo uso di soli strumenti el€mentari.

(4)
(s)
(6)
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Ma lorniamo al problema della tdsezione di un angolo: esso è l€gato al problema della
duplicazione del cubo per un fatto algebrico. Consideriamo dunque tùtti e dìre i problemi dal punto di
visra delle equazioni a cui danno luogo.

Duplicazione del cubo

Se il cubo dato ha volume uguale ad 1, il volume del cubo doppio deve essere uguale a 2. Se con'x si
indica Ìo spigolo del cubo doppio dovra essere:

e cioè
x3-2=0.

Si deve quindi isolvere un equazione di 3" grado.

Trisezion€ dell'angolo
Se è dato I'angolo , e vogliamo costruire l'angolo + (Fig. ?). scriviarno:

t)=3e e quindi +=.
Avremo, in base alle formule di triplicazione (5),

cos 0:cos 32=4 cos3 z-3 cos ,
e. indicando cos 3z=,/<,

k=4cos3 z-3 cos e.

Si trova dunque l'incognita cos{:z risolvendo l equazione di 3' grado
Fig.7

421-32=k
ossia

423-32-k=0.

Si conclude che i due problemi - duplicazione del cubo e lrisezione deìl'angolo - conducono
a risolvere equazioni di 3' grado.

Ora. è stato dimostrato che un problema non si può risolvere graficamente con riga e compasso
se. tmdotto algebricamente, dà luogo ad equazioni di grado superiore aÌ 2". Per avere un idea di questa
dimostrazione 'negativa", basta riflettere che. con la geometria analitica, si possono tradurre in equazio-
ni di l'o di 2'grado i seguenti problemi:

- retta che congiunge due punti;

- punto d'int€rsezion€ di due rette;
- cerchio di centro e raggio assegnatoi

- punti d'int€rsezione di r€tta e cerchio;

- pùnti d intersezione di due cerchi.
E questi sono i soli problemi che si risolvono ùsando esclusivamenle la riga e il compasso-

4. Formule per risolvere triangoli valendosi delle tavole
logaritmo-trigonometriche

Fino a poche decine di anni fa i calcolatori tascabili non erano diffusi, e perciò i calcoli
venivano svolti valendosi delle tavole dei logaritmi: queste consenlono! fra I'altro, di trasformare le
moltiplicazioni e le divisioni in addizioni e sottrazioDi. ln particolare. pei risolvere i triangoli, si usavano
le tavole logarirmo-trigonometriche.

È chiaro che, per dsolvere triangoli svolgendo calcoli tramile i logaritmi, è opportuno lavorare
il più possibile coo espressioni che contengono mottiplicazioni e divisioni. Ma, quando di un triangolo si
conoscono i tre lati o due lati e I'angolo compreso. e si ricorre al teorcma del coseno, si oltengono delle
formule che comprendono addizioni e sottrazioni. Per trasformare queste formùle in altrc calcolabili con
i logaritmi. ci si basa s]JJle lomule di Btiggs' e sùl teorcma di Nepercl.

' Hcnry Bn_lgs (156t-1639). dalemrìco inglesé. tu il primo a @mpilare uM tavola di logarilmi decimali dei .umeri da I a lU».
calcolali ci.scùno cÒn l4 cifre dopo li vngoh.: John Napie. (155lIl6U), ricco propierario t.ftiero scozzese. fu il pnmo a pùbblicare ùn Òpcra sui loganmi.
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trormule dI Brlggs

. - - _ 
Le Jormule di Briggs possono sostituire il teorcma del coseno quando, di un triangolo, sono

Doti i lati a, A, c. Per deteminare, per es€mpio, l'angolo z, si procede còme segùe.
I) Si tiene presente il teorema del @seno (p. 49), scrivendo

qp5 o= b2E-a2 .

II) Si tengoDo presenti le seguenti formule di bisezione

dove dsulte

e senf =

o.u.w,
d.to che a è angolo di un triangolo. Sara quindil

ecl>o e senf >0.

UI) Si confrontano Ie espressioni ottenute al punto II con quella scritta al punto I e si scrive:

r;-:E iai."*i=y==la4E4
sen$=

IV) Si tengooo preserti i seguenti prodotti notevoli
(x+Y1z=i>arz*2*,
x2-y2=(x+t)(x-r)

e si scrive:

*"5=
*5=\fw=fa+Ea

V) Si iDdica con 2p il pedmeEo d.l triangolo; si ha cost:
a+b+c=2p
b+c-a-2Q)-a)
a-b+c=20t- b)
a+b-c=2Qt-c)

e si può scrivcre:

"*t= senU=

0<a<18f os§ta

VI) Ricordando infine che dsulta

- sen +te+- ''' *"1

^ 
l(p=ifr=ò.^a- Y'--tc

' t I PIP-a)V-6.

*"r=\/Jtff"

(b+ c -t)lb ic+A
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e s€mplifrcando:

Analoghe formule si trcvano, reÌativamente aeti aneoi $ e $,che qui riscriviamo:
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Si ottengono così le ,oztule di Bnggs,

*"+tf@g=»- *+=|ry
Teorcms deùe targe l o di Na!Éro

Ci si vale di questo teorema, che deriva dal teorcma dei seni, quatrdo si dev€ risolvere un
triangolo di cui sono noti due lati e I'angolo compreso. Ecco come si procede.
l) Si ricorda il teorema dei seni

-S-: L: L
sen d senP sen I'

e si fissa I attenzione su una delle uguaglianze. per esempio

---L: -Lsen a senB .asi, g= §e!4.a, sén a
II) Si ricorda che in una proporzione la differenza dci due primi termini sta alla loro somma come la
differenza degli altri due termini sta alla loro somma; e cioè:

,-A _ sen d-senp
a+A sena+senP'

III) Si riscrive il ? membro di quest'ultima uguaglianza valendosi delle formule di prostaferesi (vedi p.
ll7), e cioè:

D+asenP-sen 4=Z sen-:co§-g
*i p + sen q = 2 cos P ;! sen P +!.

Si ha allora, ponendo
p=d e q=p,

IV) Si tiene presente che, per qualunque angolo d, si ha
sen 4 -tq f,.cos, "

e si scdve:

," d-p
a-b 'é 2;+È- -;+n'

IB--T
Si osserva che le fomule potrebbero perdere significato nei seguenti casi:

- d+B
- non estste tg--!. crce

a-b -i+F -

,""i=\,fry "5=lw
".,+=!+!

4+\fq{5,

a-0 a+B2sen-f cos--

2--"2

#=q. ossia d+B=180o.
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- non esrsle tg--Lt c1oè

ossla

ossla

c+F =ot_ f2'-2'

(1)

a)

(3)

e#='(w'-l)
VI) Si ricorda idine la ploprictà s€guente relativa agli angoli complcmentari:

tg(gc - d)=ctg c
e si sclive:

,e(sc-g)=azg.
Si ottiene così la relÀzione:

a-B
a-b -t9-TA+E-- -i-clq+

e infine
a-B o-btg--r-=-ctCi,

In modo del tutto analogo si trovatro le relazioni per le altre coppie di lati.

Ecco dunque le §e relazioni che costituiscoDo l/ reorcùa dellé tangekti o di Nepero:
o-B a-htg-i-=;iEclci
B-v b-cte--z-= b+"-d9 2

Btg:-r-= c+octgi.

,1. Complemonli

S=w, ossia e-p=tw + a=180'+p.

- la frazione perde significato perché il denomiDatore vale zero, cioè
d+B

::-L=O + d+B=O.

Ma tutte queste sitrazioni non si verificano @rtamente se a e B sono le ampieze di due angoli di uD
triatrgolo, cioè se risulta:

f<a<180" f<a+p<l8f
tr<B<180 e 0"<z+/<18tr0<y<18f f<B+t<18tr.

Si conclude cha per un triangolo qualunque sono sempre valide le formule ora trovate.
v) Si ricorda che per gli angoli d, p, I di un triangolo dsuttar

a+ P+r=r80'

c+P=180'-f
da cui

Si può allora scrivele:


