
Presentiamo un eserciziaio motto,y^t"-!,,ii,f i Xlu'lli":#:!T:tli ':rflz:i:
bil a di adeguAre il suo corso !"3.I,,n""rno 

"no delh matemohca, m
DesideÀano tunavio sotlotineore -' "!;":;Ti,:;i;;;; fi,iiro ou'ur*-
oarticohrc delb trigonometria' tfl cut.vtt
iiti""iiidii; ù ionti uercizi non è né scientificomente valao né thdamca-

ente effkace.

1. Esercizi



I
Eserclzl

Sulla nozione di seno, coseno e tangente di un angolo acuto

l. Esprimere per mezzo di radicali seno, coseno e tangente dell'angolo di 6{P. (Basani sulla Fig l)'

Fig. 1

x2+x-1=0.
Si ottengo o per I'inco? ita x i ùE valoti:

-. --1!\/5.

Fig.2

2- F-snrimere Der mezzo di mdicali il seno, il coseno e la tangente dell'angolo di 18'. Calcolare,
ÀÉairnri iria"oturor" rascabile,le espressioni otterute e confiontare i risultati con i corri§ponden-
ti valori di sen18", cos 18", tg18' dati direttamente dal calcolatore.
i nÀiii iiit, iii. z *r rrcida,e che la coùa AB è it lao del decagono rcSolate insùitto nella',iì,iii*ii,i aii"eia t; percio Ia tunshezza x di AB è ta sezibne aurea del tassio, ciÒè tisultu'

1tx=tt(1-x),

1-x=x2,
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consideiamo solo il vabre positiro

"=t6-t'2
Risuha dunque

,G ,
AB= !!=!.

perciò si avrà che

tt,:Ltn'"' 2 "'
ha la lunghezza

_\taIAA'=.:1_L.
Pet dektminare OA' applicare il t.orcma di Pitagora al triantolo rettangolo OAA'.,.).

3. Determinare, per mezzo del calcolatore tascabile, seno, coseflo, tangente dei seguenti angoli:
1" 55" 30" r" m" 45'.

[renere 
presenrc che isutta: t'=(-h)' " ,=( ,hf]

4. Determinare, per mezzo del calcolatore, §eno, coseno e tangente dei seguenti angoli:
153',4" 15030',4y, 8tr40',5d, 64'32',s8" 1"1',r", 89"s9'59/.

[renere uesente che rhurta: 15'3'4'=15"+(tf .Ghf]
5. Detarminaae I'angolo a, esprimeodolo in gradi, pÉmi e secondi, sapendo che risulta:

cosz=0,978.
SolùzioDe: co, la sequenza

EtrEEEIÌIMIEBì
si ha, come ampiczza dell'angolo .,

12,122352=12"+0,122352 1..
Tenendo presente che risuha

l'=60',
possiafio sciverc

0,1223s2 1'=0,122352 60' =7,341134=7' +0,341134' l'.
Ricordando, poi, che si ha

1'=6U,
sciveremo:

0, 34 1 I 34. 1' = 0, 341 1 3 4. 60' =20, 468064=1r.
In defrninva suha:

17,122352=12"7'2U.

6. Determinale gli anqoli a, P, T, esprimendoli in gradi, primi e secondi, saPendo che isùlta:
tg4-0,002, senp=0,002' cosf=0,m0(r.

7. Determinare gli angoli d., p, y, esprimendoli in gradi, pri6i e secondi, sapendo chc risulta:
tga=100; senP=0,999 cos7=0,999

t. Servendosi deÌ calcolatore, determinare seno e coseno delle seguenti coppie di angolir
15" e 75'; 2tr e 1tr; 3f e 6ff; lt40' .7f20' .

Che cosa si osserva?
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9. Basandosi sulla definizione di seno e coseno di un angolo, dimosrrare che risulta sernpre
cosp=sen I

quando si ha:

P+Y=gc '

Servendosi del calcolatore tascabile, determiMre la taDgente delle stesse coppie di aryoli comple-
mentari proposte nell'esercizio 8 e moltiplicare fra loro i valori ottenuti: per esempio, calcolaae

tg5" 1985". rg2f rg70o,
Che cosa si ottiene?

Basandosi sulla definizione di tangente di un angolo acuto, dimostmre che risulta sempre

oB=J-'' tqf
quando si ha:

B+r=94''
Determinare il valore delle s€guenri espressioni:

a) (sen l(r)z+(cos l(r), b) (s€n30o),+(co630!),
c) (sen60'),+(cos 60') (sen45o),+(cos45),

Che cosa si ottiene?

Dimostrare che si ottiene, per qualunque angolo acùto,
(sen z)2+ (cos e)2= l.

(Basarsi sulla defnizione di seno e coscno di un angolo acuto d e sul teorcma di magora applicaao
al triangolo rexangolo OAA' di Fig. 3).

10.

11.

12.

13.

14, Determinare il valore delle seguenti espressioni:

a) ffi e tertr
c) ++lg e ts45"

Che cosa si osserva?

Dimostrare che risulta, per qualunqu. angolo z,

b)

d)

lellE - ,- irìo

ffi " ,gze

§9!_4_-1q a.
cos d -

(Basafii sulla defrnizionè di seno, coseno e tangenae e sulla FE,3).

15.
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Sulla risoluzione di triangoli rettangoli

Esempi dl fisolùdone di adrùgoli rettùgoll

Riassumiano qui tutte le relazioni che obbiamo trovato, relativamente ad un t aùBolo rettangolo
(Fis. 4):

P+r=w

*=s"n t="ot P

*="o'v='enB
i;=",=#

Considz amo prina di tuno 4 casi di risoluzione di triangoli rcttangoli, bosondoci su eseùpi

I) Sono dnti i dùe cateti:
b=10, c=7.

Pottiaùo procèdere nel seguente ordine:

- ricaeii a I'ipoten sa o, appli4ondo il acorerru di Piragotu; si ha:
a=lÈ+F.

Si oxiene:
a=fi@1V=12;

- ricaviatno l'aigolo y, basandoci sulla relazione

si ottiene:
? ^_tgf=io =u, /

da cui:
v=3f;

- ricaviamo I'angolo p, bosandoci sulla r.laziotte
9+r=9{r:

si ottiene:
B=gtr -35'=55'.

Siamo cosl otrivati a co oscete tutti gU elementi del triangolo; si ha:
lati a=12, b-10, c=7;
angoli d=9C, p=55', y=35',

II) Sono assegnati I'ipotenusa ed un cateto:
a=35, b=13.

Possiamo prucedere nell'ordine scgucno:

FiS. 4
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- detetminiamo il caleto c, batandoci sul teorcma di PitnSora; si ottiene:

c=\/a=F;
sostituendo i doti numeici, si otrien.:

c-\/§.-77=32;
- ileteminiamo I'anEolo B, dediante la rclozione

.L:... a

hel nosno caso sì ha:

4=*"s35'
e quindi:

- ricauiamo l'angolo y, basahdoci sulla rclazione

9+r=9c;
nel noslfo cnso lisulta:

f=glP -22'=6e.
Dunque gli elementi del tiangolo sono:

lati a=35, b=13, c=32;
angoli z=90, P=27, t=68".

I ) Sono ostegnati u cateto ed ufi angolo acuto:
L=no a=tto

Procediafio neU' ordine saguente:

- determiniomo l'aigolo I, basandoci sulla rclazione

P+Y=w'
che, nel hostto coso, fonisce

7=9tr 15o=7s".

- Ricaviamo I'ipotenusa a, a pafiie dalla rehzione
L=ssr6. 6s"iq q=4..

sen p

che, nel ,tostro caso, diventa:

o= -1!-= 15a.szn 15'

- deteminiamo I'ahrc cateto c, bosandoci sulh rehziorc:
Lar g ouio ,=-!-Ì8p

nel nostro caso si ottiene:

.= 
--L=14qtg tt'

Gli elementi del tria golo esaminato tono ilunque:
loti a=154, b=40, c=149;
snSoli 4=9C, B=15", f=75'.

lv) Sono arsegnati I'ipotentsa ed un a golo acuto:
a=120,'r-lf.

Procediaho nel modo seguenre:

- aavitmo I'anSolo p, basandoci sulla rchzione

9+'r=Xf ;
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si ottiene:

9=90 - t0=$tr;
- detenli iamo il cateto b, a pa irc dalla relazione

À-
;=cosl. ossta b"a cor 1'

che, nel nostro caso, fomiscc:
b=120.cos lC=118;

- deteminiamo il caleto c, a partiru dalla relazione
( =sen.t, ossia c=a.seny,

che permette di icavare
c=120 sen 1C=21,

Dunque gli elemeni del tiangolo asseghato sono:
lati a=)20, b=118, c=21;
angti a=9C, P=8C, r=IC.

Osserv.zkrtri sùl metodo sc8ùito D€r risolv€re i triangoli

Rillenendo sui prccedimenti s.guiti per isolvere i triangoli prcccdenti, si osserva che abbiamo usato
le relazioni note in un certo ordine; ma, i ciascuno dei casi esaminat| si potevano seguire
procedimenti differenti, ,ilizzando le stesse relazioni i un ordine diverso.
Ecco un esempio di oprocedimento ahematito», per rbolverc I'ultimo triongolo esofiinoto, di cui
conosciamo:

a=120 e y=lU.
Si ptocede cosi:

- ricwiamo il cateto b, o pattie daua relazione
h
;=cosT, ossta b=o cos7;

si o iene:
b= I20.cos 1(f=118;

- icaviarno il cateto c, usanilo il teorcma di Pitdgoru:

"=\@=F
Si otliene:

c=t/T2F-lls, =22;
- detetmhiamo I'angolo B, a pa irc dalla relazione

tE.p=i.
che, nel nostro caso, divento

,- a: 118'6F 22',
si otiene:

B=7y
(il calcolarorc mostru 79,43898).

Conlrcnti&mo i rbultati oru ottenuti con quelli prccedenrL il cateto b, deteminato in ambeùk i casi
nello stesso tfiodo, hq owiomente lo stesso valore, a il cateao c e I'angolo B non hanno lo slesso
valorc. Infati, con I'attuak procedirnento si è ottenuto

c=22 e p=7Y
e quindi h somma dei tre angoli

d+P+ f
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ok risulta di 18rP ma di 17q; in precedenza, hlvece, si eru onetùto

175

c=21 e p=8(f .

Perché qùeste differ.nze?

Esamihia o a entatnente I bimo Nocedinento seguito: pet detaùninarc il lato c ci siamo basati
sul cateto b, già calcolato in modo app/ossimato, inohrc abbiamo icavato l'angolo p a partire dai
valoti ù b e di c. ambedue calcola i modo approssintsto, itt\,ece di usare solo i dati ittiziali.
E poi imnednto ossetvare che, per ricavarc I'angolo B, si svolgo o calcoli moLto piit eLaborati
tispetto alla semplice sottrazione eseguira precedentemenre... e aumentare il numero di calcoli da
eseguire significa aùmentarc la prcbabilià di erro ba ali nella scfittwa o nell'uso del calcolatorc.
E chiaro dunque che si possono seglùe vati procedime ti per isolvere uno sresso tiangolo.
Tuuayia è se pre consigliabile scegliere il procedimento basandosi su due osservazio i evidenti:
A) il prccedimento che richiede il numerc minore di operazioni e ì calcoli più semplici riduce al
thinimo la Wobabilità di errcti banali;
B) il procedimento che utilizza maggiomente i dati iniziali co duce a risuhati piit prccisi.

Risolvere triatrgoli usando il calcolatore tascabile

ll cakolatore è, ovyiaùente, di valido aìuto ella sohtzione dei Ìriangolì, speciahnente se è usato
in modo consaperole.
Vediamo oru qualche esempio di calcolo svoho per mezzo del calcolatorc.

a={JFi7,
cofie tihiesto nel problema di p. 172, conviene usarc la sequenza di tasti:

ME]OEEE]trDM,
Infaui, pet eseguirc il calcolo, si debbono svolgere le operazio,i nell'otdine seguenre:

1") l'addiziohe 102+72;
2") I'estrazione dì radice.

Si deve dunque aheturc I'ordiùe stabilito dal Sistema Operutivo Algebricot (S.O.A.), perciò si
debbono usare le parentesi.

- Per calcolore I'angolo p, sapendo che

sena=+'J5
(come richiesto dalla soluzione del II triungolo di p. 172), conviene usarc la sequenza di tasri:

trtrEtrEE;
si otiehe il quoziefile

0,3714286.
Successivamenle, premendo i tasti

tiwt sEm
si otiene I'a golo tichiesto.

b=120.cos10"
(come ichiesto dalla risoluzione del IV triangolo di p. 173), useremo la sequenza di tasti:

mEoBElEnrcÒ3lE.

r ll S.\teno OperdtieÒ AlÈebrìco è I otdine conrei.io ole, !.Euito dhche.!al .otohtote, pet svolq re più op.ìazo t i,t
un esprcsnom. L odne è il s.euc"!e:
1) rolcolorc sero o coseko o to eente di u ongolo: cte4utr. .l?vaziori o potehza o è\nazìoni .li rodic?:
Il) eseSun dollipli.a:ioni o dn'isio i:
rlD èsequitu addiziani o so ra,iÒni.
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Infaai, con questa sequenza si svol$ono le operuzìoni nell'ordìne stabilito dal S.O.A., cioè:
1") si calcola coslf ;
2') si mohiplidt il isuhato per 120.

- Per calcolare

- 4t)
"- senIF

(cofie chiesto dalla risoluzione del lII fiiakgolo di p. 173), ci si basa sulla sequenza di tasti:

EENEtrtrI§E-FIE.

Risolvere i trirngolt rcfiangoli, di cui sono asscgnati g[ elemend s€gucotl, dfeÉodosi itr ogni caso
.Ih fig. 5.

b=100 e

a-0,15 e

b=13T,27 e

b:1,45 |G e

ò:7,381.10a e

a:2\/3 e

b=10 é

16.

18.

N.

A.
.

».
30.

17.

t9.

21.

23.

25.

27.

/)-

ò:10

7:18"
c=15,23

y=84"17'

c=2,36.|G

P=3"23's"

b=3

c=10\D

a=50 e

d=)27

a:325.48 e

a=453,86 e

a=4,731 10 3 e

a=5.428 10 a e

a=12 e

P=30'
c= 116

P=4i'3s'
c=23,71

'r=LX3'O',

b=2,71.4 10-s

c=6\/3

Altri problemi di geometria

3r.

32-

Risolvere il triangolo ,48C, rettangolo in A, sapendo ch€ il cateto,4C è lungo 2 m e che I'altezza
,4i1, relativa all'ipotenusa, è lunga 1.4 m.

Risolvere il triangolo,4BC, rettangolo in,4, sapendo che le proiezioni deì cateti sull'ipotenusa
sono:

Cd=10 cm e HR=4O cm.

[n un §iangolo lettangolo ,4rC la bisettrice ,4,( dell'angolo retto divide l'ipotenusa in due Parti,33.
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34.

35.

i. ftorszi

36.

tali che
cK =5BK 4'

Risolvere il triangolo.

Risolvere il triangolo /BC, retangolo in,4, di cui si conosce l'angolo
p=40'

e l'area
5=900 m2.

Risolvere il triangolo,ABC, rettangolo in A, che ha I'area di 600 m2, sapendo che il cateto AB è
tdplo del cateto .4c.

Nel t angolo .48C, rettangolo in,4, I'angolo

P=str e A-E=10.
BM è la mediana del cateto ,4C e 8l< è la bis€ttice del'angolo p.
Quanto sono ltlnghi AK e AM'!

Calcolare I'area e il perimetro della piastra poligonale rappresentata in Fig. 6, valendosi dei dati
indicati.

Fig. 7

Le tangenti condotte al cerchio di Fig. 7 dal punto eslemo f formano un angolo di 4f.
Calcolare la distanza IO e I'area del quadÌilatero ltTSO.

Calcolare l'angolo formaro dalle tangenti condott€ ad un cerchio di raggio r da un punto I
esterno e distante dal c€nùo 3r.

Calcolare l'altezza di un triangolo isosaele circosctitto ad un cerchio di raggio red avente l'angolo
al ve ice di 36".

37-

3E.

3!t.

FiS. 6

4.
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41. In una semicirconferenza di diametro AB=2/ (Fig 8) è data una corda,4?. tale che

TÀB=ts".
Condurre la tangente in Ii questa interseca il prolungamento di AB in C. Calcolare il perimetro
del triangolo /fC
(Ricodare che se I'angoto alla circonfere za TÀo è ampio t5', I anSolo al centro corispondente è
ampio...; ricordare iiohre che il ra[gio OT fotma con la Ìangente TC un anSolo ampio-..).

42-

43.

u-

,15.

Determinare l'ampiezza dell'angolo z che la diagonale di uo cubo forma con la diagonale di ùna
delle sue facce.
(Determinare ta lufighezzs delle due dialonali e osservare il tiangolo rettnn8oto...).

Determinare l ansolo z. formalo dallo sDisolo / del telraedro regolare con I altezza ,t.
(Ten?rc prctente-chc le Jatce del rctraedro- sono tuue nianSoli eqularcri di Ia@ le ossetvarc tl
tr iangolo renanSo 1o... ).

Un parallelepipedo rettangolo ha la diagonale d lt'nga 2 \/3; questa forma con-la-diagonale à
dellà base uri àneolo di 30-'. menlre, lorma con il lato / della ba§e un angolo di 75'.
Determinare l a;a della )uperticie loiale e il volume del \olido

Dato un cono circolare re!Ìo. indicare con t il raggio. con h I'ahezza e con z l'angolo di
.emiapertura. RIsol!ere i.eguenti problemi:
a) calcolare 4 e la superficie latelale Sr, conoscendo

r=10 e à:15.
Scrivere la formula generale che esPdme.t/ in funzione di r e /,.
b) Calcolare ft e Ia superficie totale S,, conoscendo

a=2tf e r=5O.
Scrivere la formula generale che esprime.t, in funzione di r e di a.

c) Calcolare r, la suPerficie totale Sr e il volume y, sapendo che

a=40' e À=30.
Scrivere le formule generali che €sPrimono S, e y in funzione di À e z.

Nel cono dell'esercizio precedente. calcolare:
a') a ed h. essendo noti /=10 e il volume y=300 ;i
b) a ed r. essendo noti h=20 e il volume v:96o tr;
c) à ed r. essendo noti ,=30Ò e il volume V=9 V3 --.

Una piramid€ retta ha la base quadrata /BCD di area 16 cm'?e l'angolo z ch€ lo spigolo yB
forma con la base ampio 30'. Calcolare:

a) ta lunghezza dello sPigolo YB;
b) l'angolo Ira lo spigolo VB e l'allezza VH.

6-

41.
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Nella stessa piramide dell'esercizio precedente, calcolare:
a) la lunghezza dell'apotema Y,K;
b) l'angolo che l'apotema forma cofl la base.

In un cono di s€miapertura 2=36" si vuole inscrivere una sfera di raggio r=59 cmi quanto deve
essere ludgo il raggio R del cono?

In una sfera di raggio r sono inscritti un cilindro ed un cono, come in Fig. 9. Determinare il
rappo(o fra il volume del cilindro e quello del cono, sapendo che l'angolo di apertura del cono è
di 30".

Fig. I

'lt.

4!t.

50.

Problémi vari

s1. Un ngazzo fa volare un aquilone tenuto con un filo lungo 70 metd. A quale altezza dal suolo si
trova I'aquilone, se il filo, sùpposto rettilineo, forma un angolo di 650 con il terreno e la mano che
tiene il filo si trova ad t hetro dal suolo?
Se un secondo ragazzo si trova esattamente sotto l'aquilone, quanao è distante dal primo raSazzo?

Si progettano oSgi aerei di linea supeFonici in cùi varia, durante il voìo, I'angolo formato dalle
ali; la Fig. l0 mostra il progetto di uno di questi aerei con lé ali lunghe 16 m e I'anSolo a variabile,
Di quanto vada l'ape ura delle ali se l'angolo d passa da 70o durante il decollo a 30'dumnte il
volo supersoDico?

Fig. l0
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53. Il filo d'ancoraggio di un'antenna televisiva è lungo 120 metri ed è fissÀro al terreno a 81 m dalla
base dell'antenna. Quanto è ampio l'angolo z che il filo forma con il Ìerreno?
Se si cosruisce un modello in scala dell'anteona e il filo d'ancoraggio risulta lungo 40 cm, a quale
distanza dalla base deve essere fissato?

Le dùe pofte di un'autorimessa, ciascuna larga 1 .5 m. sono aperte di un angolo di 70" (FiS. I 1) l
qual è la larghezza dell'apertura fra le due porte in questa posizione?

Frq. 11

Fig. 12

56.

57.

Si deve abbattere ùn albero che dista 25 m da un palazzo (Fig, 12); da una finestra del primo
piano si vede la cima d€ll'albero con un angolo d'clcvazione r=40'. Se l'albero cade verso la casa.
può prodìrrre danni?

Quanto vale l'angolo d elevazione del sole quando lasta di unà bandiera. alta l0 m. proietta
un'ombra lunga 8 m?

La Fig. 13 rappresenla una strada che sale di 15 m su una distanza orizzontale di 1ff) m; in questo
caso si dice che la pendenza è del 157.. Quanto vale langolo i di inclinazione della strada?
ln generale. se una strada sale di s metri su una disranza orizzontale di d metri, come si calcola la
pendenza? Come si trova l aflgolo di inclinazioncl

Fig. 13

5t.

Fig. 14

Per misurare di nottc l'altezza di ì.rna nuvola si procede così (Fig. l4): da terra si punta un
proiettore P verticalmente in modo da colpire la nuvola con un fascio di luce; si ossefla la
macchia luminosa sulla nuvola da una località l. allo stesso livello del proiettore. che dista I km
da P e si misura un angolo d'elevazione a di 58". Qual è l'altezza della nuvola?

Un ricognitore militare ,4 folografa una base missilistica ,14 in costruzionc. Se la situazione è
quella illustrata in Fig. 15, quanto vale la distanza fra il paese P e l'ìstallazione militar€ M?

irft
I

-ifl

ITtl

59.
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Fig. 15 Fig. 16

60. Si è acquisrato un mobile largo 65 cm e lungo 125 cm; si duscira a farlo passare per Ia porta e per
il corridoio, se le misure sono quelle illusrrate in Fig. 16?

Problemi di ottica

6l- Tenendo presenti i dati indicati nella Fig. 17, calcolare l'indic€ di rifrazione per la luce che passa
dall'aria alla sosta.za Ì.

Fig. 17

Gli angoli di incidenza e di rilrazione di ùn raggio lùminoso che passa dall'aria ad un altro mezzo
tnsparcnte misurano rispertivamente 50c e 25o; qual è I'indice di rifrazione del me?2o?

Un raggio luminoso incide con ùn angolo i=7f sùlla superfrcie di sepa(uione fta l'aria ed un
altro mezzo trasparente; calcolare I'angolo di rifrazione nei seguenti casi quando il secondo mezzo
trasparente è:

- I'acqua, con indice n=1,33;
- il vetro, con indice n=1,50;

- il diamante, con indice ,=2,42.

L indice di rifrazione del vetro vada al variare del colore della luce incidente. assumendo i valori
elencati nella tabella seguente:

-;;_l-;;T;;It,-"--f ,."
Calcolare
i=80".

62.

63.

64.

I ato,. liolèro

di raggi di luce deì vari colori quando l'angolo di incidenza è
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65. Un rccipiente rettangolare profofido l0 cm (Fig. 18) è pieno d'acqua fino a]l'orlo. Un raggio di
luce aÌtraverca la superficie superiore dell'acqua esattamente in un puflto in corrispondenza di un
lato del recipiente. Dopo aver subito la rifrazione, il raggio incide in un punto del fondo del
recipiente a 4 cm di distanza dallo stesso lato.
Quanto valgono l angolo di rifrazione e l angolo di incidenza, sapendo che l'indice di rifrazione
dell'acqua è 1.3?
Lo stesso recipielte vierc riempito di un liquido diverso dall'acqua. Il raggio rifratto incide sullo
stesso punto a 4 centimetri di distanza dal laro, quando I'angolo di incidenza del raggio entranle è
di 31"; qual è l'indice di rifrazione del liquido?

a Fig 18

Una sorgenre di luce è posta nell'acqua e un sottile pennello di luce incide sulla superficie
dell'acqua con un angolo l=3ffi qual è l'angolo di rifrazione? Ten€re presente che la legge che
lega gli angoli i ed . è, in questo caso:

slni _ Isen, 1.3 '

Un sottile pennello di luce attraveEa la superficie superiore deìl'acqua contenuta in un recipiente
rettangolare con un angolo di incidenza di 50'. Il p€nnello rifralro prosegue verso il fondo del
recipiente colpendo uno specchio piano, disposto olizzontalmente, che lo riflexe di nuovo verso
la superficie e viene quindi di nuovo rifratto. emergendo nell aria. Qual è l'aogolo fra il raggio
che entra nell'acqua; il raggio rifratto che ne emerg€?
Se l'acqua del recipiente è profonda 10 cm. qual è la distanza. sulla sup€rficie dell'acqua. fra il
punto in cui il raggio enrra e quello da cui emerge? (Ten€re presente ch€ l'indice di rifrazione
detl acqua è l.l).
Dei raggi luminosi di vari colori si propagano nell'aria ed attraversano una lastra di vetro a facce
piane e parallele dello spessore di 5 cm. Sapendo che l'angolo di incidenza è di 80'. determinare
la lunghezza d percorsa da ogni raggio all'interno della lastra e lo spostamento r subito da ogni
raggio. (Tenere presente la t.ìbella dell'esercizio 64).

Un raggio di luce passa dall'aria ad un akro mezzo trasparent€, di cui si conosce I'indice di
rifrazione ni dimostrare che, per determinare il raggio rifratto a parlire dal raggio incidente, ci si
può valere della segueote costruzione (Fig. l9): con centro nel punto di incidenza P si tracciano
nel secondo mezzo due circonferenze, una con raggio À (arbitrario) e l'altra con raggio

66.

6E.

69-
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^ r si prolunga il raggio incidenle frno ad incontrare la

183

semicirconferenza piii piccola in L,
e per a si traccia la parallela alla normale alla superficie rifrangente fino ad incontrare in M la
semicirconferenza piir grande. Il raggio rifratto ha Ia direzione di PM.

7o. Un disco opaco. di raggio /=1 cm, è disposto parallelamente ad uno schermo opaco dal quale
dista cm 2; una lampada puntiforme L, posla sull'asse del disco. proietta sullo schermo un'ombra
di raggio R=3 cm. Quanto vale l'angolo 2r di apertura del cono d'ombra?

71. Una sferetta opaca di dentro C c raggio / è disposta fra uno schermo piano. che dista 2r dal suo
centro, e una lampada puntiforme a. Determinare I'angolo 2r di aperlura del cono d'ombra e la
distanza di L dallo schermo. quando l'ombra è un cerchio di raggio 4r.

Problemi di cinemalica

72- In acqùe calme una data imbarcazione può viaggiare con una velocita di 10 km/h. ll timoniere
vuole procedere in linea retta attraverso un fiume in cui la correnie fluisce con una velocità
uniforme di 5 kmA; per fare ciò il limoniere trova che deve dirigere l'imbarcazione controcorren-
te di un ce o angolo. Qual è quest aDgoloÌ

Un aercoplano vola verso Nord con ì.rna v€locità di 8(ru km/hi all'improwiso l'aereo incontra un
vento tlasversale da Ovest, la cui velocità è di 100 km/h. Se il pilota non agisce sui comandi. quale
sarà la nuova direziooe e la nuova velocità dell aereo rispetto al suolo?

Un automobilisra viaggia sotto Ia pioggia ad una velocità di 80 km/h e osserva che le traiettorie
delle gocce di pioggia sono incÌinate di 70" rispetto alla verticalci calcolare la velocità della pioggia
rispetto alla terra. supponcndo che non ci sia vento.

In Fig.20 sono rappresentari, in un riferimenlo cartesiano. quiìrtro vellori;.6. e.;. Dctermina-
re le componenti di ciascun vettore lungo gli assi Ì ed ).

Fig. 20

Disegnare i seguenti vettori, di cui sono assegnate le componenti lungo gli assi cartesiani, dopo
averne determinalo il modulo e I'angolo con l'ass€ delle Ì:

74.

76.

:10
:20

A causa de a difficohà di segire il hovimento de e lrccce o delle pslle di cannone, le idee sul
movimento dei prciettili eruno vaghe e imprecise lino all'epoca di Calileo (Fiq. 2Il.
In Fig.22ètipo ato un disegno che si trcva in un tanab di a iglieria del 1621;q esto àisegno,
che risente deqli sturli di Galileo, vela unu chiara comprensione del moto dei proiettili.
oggi, per .lesciv.rc la taietoria di n proiertile si prccede così. Data la velocità iniziale ,o e il suo

I c,=15 ;. [4=18.8
1 .,=ts " 1 d,= 6,8u,l';;:2., ,,{i:

77.
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u. La Fig. 26 mostra un blocco di massa ,r. tenulo in equilibrio sul piano inclinato mediante ùna
fune ,llaccar.r rlla parete \,erticdle: il piano inclinato forma un angolo z con la direzione orizzon_
tale. Determinarc le forze /r eÀ agentisul blocco sia nella direzione del piano inclinatÒ che nella
direzione perpendicolare al piano inclinato (Fig. 27).
Esaminare p.ima di tutlo alcuni casi particolari. per esempio:

m=lkg e diversi valori dell'angolo z(15'. 30". a5". 60'. 75"....)
m=5 kge "

Formulare successivamente delle leggi generali che esprimano le forze agenti sul blocco nelle due
direzioni in funzione di n. di g e di a.

Fig- 26

i

85.

86.

Fi9- 27

Supponiamo di tagliare il lilo che tratteneva il blocco fermo sul piano inclinato nell'esercizio
precedente. Quale sarà l accelerazione A che subisce il blocco? Quanto val€ il tempo , impiegato
dal blocco per arrivare a terra. se il piano inclinato è lungo /? Iniziare con dei casi numerici; per

,n=l kc. ,=30'. /:2 m.
l?r=10 kg. z=30". /=2 m.
m=t kg. a-70o. l=2 n.
,r=l kg, z:30'. I=4 m.

Formulare. infine. delle leggi generali che esprimano A e / in funzione di m.l. a e g.

Un blocco è lanciato verso l alro lungo un piano in€linato. privo d'atrrito. con vclocità Ì,oi I'angolo
di inclinazione del piano è z.
Quanto cammino percorre sul piano? Quanto tempo impiega a fermarsi?
Inir;are sempre esJminando dci cxsi numericil per csempio:

fo=10 m/sec. ,:40";
yo=20 m/sec. ,:40'i
,o=10 m/sec. 4:80'

Formulare, infine. delle risposte generali.

Se lunciumo un blocco di tnassa con velociù v lu go un piano orizzontsle, tlopo un certo rempo
il blocco si fer a: ciò sis,tifica che il blocco, d ronte il n;vimento, decelera, cioè subisce un'acce-
lerazione A clrc ha verso opposto a quello del novimento. Ora, iù base al 2, principio delta
dinami.a, a q elto a.*leratiotrc roritp.,nde aa to,za t: ,i o*a detta foaa d'attiro dinanico l).

io=na '
Consideiamo otu Io stesso blocco .li fiussa m fermo su u pia o oizzontale e trroviamo a hetterlo
in movimet o esercita do su di eslo uùa forza; noveremo che il corpo no i tfiuove soto l'azione
diu a piccola fotza. ln que$to caso dicia o che la forza da noi applicata è equilibrata da u a lonad'atito statico, esercitata dal piano sul corpo. Aumen,ando la fotza applicata, ttuyiamo u a ben
detemi,tda fot2« pet cui il cotpo comincia appe a a muoversi. La massima forza d'a tito statico
l, è proptio la piii piccola forza ùecessaria per iniziare il morimento ed è regolata da due intuitive
leggi empniche:

- i, a, in prima approssimazione. indipende te dall'arca della superfìcie di co rato;

a7-

..1

iì
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80.

81.

Un proiettile è sparato con una velocità iniziale l,,r. inclinata di 45" spetto all'orizzontale;
verificare che la gittata è uguale al quadruplo della quota massima raggiunta.

Durante la prima guerra mondiale, ì Tedeschi costruirono un enorme cannone (chiamato dagli
Alleati «La grossa Berta»)l il cannone. montato su un carro fc.roliario era destinato a bombarda-
re Parigi da una distanza di 80 km.
Quaì'era il valore minimo della velocità di uscita del proieflile per raggiungere rale gitala? Quale
aftezza Éggiungeva il proiettile?
(Bisogna ricordarc che la rcsiste za dell'arfu ricluce senpre la girtata; le fo ule sefiplici che
conosciano non tengono cofito della presenza de atiù.

Problemi di dinamica

82. Un pendolo è cosÌituho da una massa di 2 kg appesa àd un filo: il filo. lungo un metro, è fissato al
soffitto di una stanza (Fig. 24). Determinare l intensiti della forz3 F orizzonrale che mantiene il
filo spostalo di 20" rispeflo alla posizione di equilibrio.

83.

/i è la lorza peso, ch6 ha modulo p=mgi
in qu€slo caso risulta: p=2.9,8 Newlon.

Ftg.24

Un filo a piombo appcso al soffitto di una carrozza ferroviaria purì esserc usato per dcterminare
l'accelerazione i a cui è soggetlo il vagone (Fig. 25).
Determinare l'accelerazione a_ quando l angolo z è di 15".
Determinare l'angolo z quando risulla d:2 m/secl.
Determinare la relazione generale che lega laccelerazione orizzontale a del vaelone allangolo z
compreso fra it filo e la verticale.

lr -- l
L]

ii=4 ha la slessa direzione di Fi

(i=2 ha la sl€ssa direzione di ,.
Fig. 25
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retto. e quindi misura l'angolo Oe,4. trovando

90.

91.

oee=s't' .

Sapendo che il raggio della terra è

OA=6316,755 km.
determinare la distanza OC.

Per delerminare la distanza della Terra dal Sole, lo stesso osservato.e posto in A nella Fig. 30,
aspetta che il sole sia in parallasse orizzonlalei ora trova che I'angolo Oe,4 vale

oeA=s".8.
quanto vale la distanza OC?

Nelf'anno della sua morte (I543). l'astronomo Copernico pubblicò la sua opera De.evolutiofiibùs.
nella quale spieSa che i pianeti si muovono uniformern€nte su dei cerchi eliocentrici complaoari
nell ordine seguente, a partire dal Sole: Mercurio. V€nere. Tcrra. Marle, Giove, Saturno (gli altri
pianeti furono scoperti più tardi).
Il sistema di Copernico descrive il movimenro dci pianeti solo in prima approssimazione. tuttavia
è molto vicino alla realtà e permette di determinare le dìstanze relative di ciascun pianeta dal Sole
con un approssimazione accettabile-
Ecco come si può plocedere, tenendo presente che la distanza mcdia Sole-Terra, chiamata «Unità
Astronomica» (l u.a.). vale circa 150 milioni di chilometri.
Cominciamo col determinare la distanza del Sole da Venere, che è un pianeta detto «inferiore»,
dato che la sua distanza dal Solc è inferiore ad I u.a.: dalla Terra f (Fig. 3l) si osserva il Sole S,
Venere y e sì misura ripcrutamente I'angolo S?V; si trova così che quest'angolo non oltrepassa
mai l ampiezza di 48". raggiunta quando la re(a ry è tangente alla traiettoria.
Ouanto vale la distanza §/?

Seguendo lo stesso metodo esposto nell'esercizio precedente. valutare la dislanza Sole-Mercurio.
sapendo che I angolo SiM misura al massimo 23'(M indica la posizione di Mercurio).

Fig. 31 Fig.32

92.

Per determinare Ia distanza fra il Sole e Mane. che è un pianeta superiorc, non si può ripetere
inalterato il procedimento seguilo per i pianeti infedori. Ecco come si proccde: si fissa l'attenzio'
ne sulle posìzioni Tt, Mt e T: . Mr rappresentale in Fig. 32, fra le quali lrascolrono 106 giomi.
Sapendo che la Terra compie una riloluzione completa intorno al Sole in 365 giorni e Marte in

93.
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- f, à legata alla forza ttormate fi, cioè o quella forza, perpendrcolute ,tlla supe\rcie di sepsruzio"
ne,'che iasce datia defonnozione elaslica aei corpt o cotttouo. Più prccsamenrc ha:

.f,<g,.N (1)

doveu.èit coelfidentediatf:itostatico.Neil nod lo d"ttu tot za rcrnale fr !,è noduto dif,
Ecco in metodo pet calcolare Ercsto coellicie,ie !\: blocco vie e disposlo sk un piano itcliqlo
che forma un anÀolo tcon il piano orizzonnle; auuem,tntlo I itclinazione del Pisno, si trova che il
corpo comiìtcia a scitolare quando l'angolo è 2". Ossenando le Fi88. 28 e 29, in cui à schenwfizza-
ta la situazioùe, è imt ediaro calcolarc !. a panùe dalùl (I): risùa

Fig. 28 Fig. 29

Leg?i analoghe regolano le forze di a rito dinanico; quette sono itdipendenri dall area della
tupeiicie di contatto e sono ancora legale atla lo,za nonnatc N. Si ha.

fa: t a N
dovc a,t à il coelliciente di atÀto dinanico-
Con iiiionamenti analoghi a qrrc i seguiti pet detemti arc !r,, si può determi urc !a,t: si trova che

!td= lg cd

dove a2 à l'inclinazione del piano che penùete di ,nantenerc costante la velocità del blocco, una
voha che il morimento sia inizisto.
Ecco un'applicazione pratica delle considerazioni precedenli: per det€rminare i coefficienli di
attrito statiao e dinamico fra una scatola ed un asse di legno, si appoggia la scatola sìlll asse di
legno e, gradualmente. si inclina il piano; quando l inclinazione ri5pello allorizzontale raggiirnge i
30n, la scàtola comincia a muoversi e scivola Per 4 m lunSo lasse in 4 secondi. [n ba§e a queste
informazioni, determinare il coefficiente di iìltrito stalico e quello di attrito dinamico.

88, Un pezzo di ghiaccio scivola lungo un piano, che è inclinato di 4j.. In unlempo doppio di quello
che impiegheiebbe se il piano fosse senzx attrito. Qual è il coefticiente di allrito dinamico fra il
ghiaccio e il piano?

Problemi di aslronomia e di topogralia

89. Un osservatore posto in .4 (Fig. 30) vuole calcolare la distanza oC fra il €entro o della Terra e il
centro C della Luna; aspetta ch€ la l\na sia in parattass? ori.zorltde. cioè che l'angolo C.aO sia
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9!r. Per misurare il di§livello fra due punli o e P di un terleno si può Procedere alla livellazione

ffieonometrica' quanao i aue punl ilìnà'tirtt" ì'" iii"*' ai dualcire centinaio di metri (Fig'

iiì, É..i" *"".Lt" la di§tara d e mi:urare l angolo z'

C;kohre il dislivello fra O e P, se risulta
d=l(frm e e=75".

l00.Da[acimadiunascogliemalta50msivedeunanav€sottounangolodi20Pispettoall,odzzon._-_' 
taie. Quanto dista la -nave dalla scogliera?

Fig.37


