
5
Complementi

Altri metodi per risolvere equazioni
trigonometriche

Abbiamo indicato nel testo due tipi di equazioni rdgonometriche che compaiono spesso in
problemi applicativi:

1) asenr+òcosr:c
2) dsen2Ì+ò sen.r cos )a+ccoszx-d;

abbiamo suggerito il metodo di soluzione che ci sembra piir efficiente..
Il metodo €sposto nel testo conduce a scrivere le due equazioni nella forma:
sen a(x + c)= m;

tale forma risulta semplice da trattare dal punto di vista algebrico (p. 142) e suggerisce un'intuitiva
visualizzazione grafica (p. 144). Diamo ora un'jdea di altri metodi che si possono seguire per risolverc
questi tipi di €quazioni.

1. Equazioni del tipo: asènx+bcosx:c
Nel cap. 5 (pp. 148-150) abbiamo indicato per queste equazioni il metodo di soluzione seguente:

- si riscrive l'equazione nella forma
rsen (x+?)=c,

terendo presente che si deve scegliere
/A\t=\/ù,+ht e ?=atcÌE\!)l

- si risolve Ì'equazione

sen tx+o l:!.
che è di tipo noto. È chiaro che tale eqùazione ha soluzioni solo se

7<L<7
ossia

-- \/A'+62 --
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Rivediamo ora questo procedimento applicandolo ad un esempio numerico; avrcmo cosl la
possibilita di confrontare vari metodi. Risolviamo l'equazione

V3senr-cos.r=1.
Scriviamo I'equazione nella forma s€guente:

2sen li-+ l= 1:\ o,f
dato che risulta, in questo caso,

,:l@+Sry=yz=z
/ 1\

e=a*te |r_ÉJ=_i,
Arriliamo così a risolvere I'equazione

/ -\ -sen (-t - É r= 
u,5 ,

e, in base alle considerazioni esposte a p. 143, troviamo che le soluzioni sono date dar

. -a:A L)L-'*66-'^
xL-6=È,+zkn.

In definitiva, l'equazione assegnata ha le soluzioni:

*.= 4 +2k*
xL=E+2kÌ.

EsamiÀiamo ora altri lre metodi per risolvele la stessa equazione.

I) Metodo bsàto sull g€om€tria rDdiiks
Si ricorda la definizione delle funzioni circolari, esposta nel cap. 3, n. 4:

se.r indica l'ampiezza dell'angolo AoP (Fig. l), misurata dallailunghezza dell'arco i?, senx è I'ordinatay del punro P e cosx è l'ascissa X del puDto P. Duoque, per determinare gli archi /P=.r, soluzioEi
dell'equazione

16 sen.t -cos x= I ,

basta deteminare le coordinate x e y dei loro estremi P sulla circonferenza goniometrica, risolvendo il
sistema

!t/1v-x=t
I x2+Y'=1.

Fig. 1



da cui
I x=!3Y l
I 3yr-2v5y+1+I,?=l ossra

I X=\5y-t _ 2y=o _ y,=0
l2v(2v-v5)-o<- 2Y-\5 0 ' Y,= v25

Si ottengono cosl le seguenti soluzioni del sistema:

Alùi motodi per solvere equazioni trigonomddcho

È facile visualizzare questo sistema sul piano cartesiano (Fig. 2), dato che

lly-x=l
rappresenta l'equazione di una retta.
Si tratta allora di determinare le coordinate dei punti P e P' indicatì in Fig. 2. Si ha:

I x=\/3v-r
I (\6Y-l)'?+ y,:1
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J x:\BY-1
I ay, 2ìv6y:o

ottengono, poi, tenendo conto della periodicita delle

-.-.1_
"/'

Fio. 3

., v54,,

x,='F+-É+
Dunque, i punti P e P' hanno le coordinate:

/r ./'\fl+.+rt- P,r-l 0t\z 2 l
Risulta allora:

I=AOP= 4 ldaro che cos.r- .:- ---- 3 \--'' -. - ---- 2
x':,a,ÒP':" (dato che cos.r'= -1

Tutte le soluzioni dell equazione assegnara si
funzioni circolari; si ha:

xk:5 +2k"
xL=n+zkn'

Si ritrovano così le stesse soluzioni, ottenute per altra via; si osserva che il procedimento risulta un po'
più lungo ed elaborato, ma sempre valido e può essere Zenetalizzato come segue: si determinano gli
angoli l, soluzioni dell'equazione

asen.I+ò cosr=c.
dsolvendo il sistema

I oY+bx=c
| )G+Y'z=l

Si trovano così le coordinate (X,y) dei punti P,
estremi degli archi .4P:r, sulla circonfereMa go-
niometrica (Fig. 3) e si risale agli aryoli x cercati.

Anche in questo caso si può sapere se
l equarione as.egnala ammelle o no solurioni. pri-
ma di svolgere i calcoli: basta calcolare la distanza
OZ dell origine O(0.0) dalla rerra r d equaTione

aY+bX:c.

aY+bX-c=0i

Iv,:0
1 x,=\6.0-1= 1

ossÉ

rg.
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Se risulta
OF=r,

come nel caso delle rette r e s di Fig. 3, siamo certi di trovare almeno un plrnto P sulla circonferenza
gonionetrica, cioè siamo certi di trovare delle soluzioni dell'equazione data.
Se, invece, risulta

dH>1.
l'equaziode non ha soluzioni.

Troviamo così che l'equazione assegnata ha soluzioni solo se risulta
di=l,

#=''
-t<--L<r-yaz+ b:

come avevamo visto prima.

II) Mctodo bssato sù11,. rrelazion€ fondamGntal€ senra+co§r4=l
Consideriamo ancora l'equazione:

V3 sen r -cos.r= l.
Si osserva che, in base alla relazìore fondamentale

§en2r+@§zx= l.
§ può scrivere
(l) cos x= iVl-senzr-.
Si rìscrive allora I'equazione assegnata nella forma

!3 sen -r- I = cos x,
e ci si vale della (1), per trasformarla oella

V5senÌ-1=aVf:;;F;.
Abbiamo così ott€nuto un'equ^zione iffazionale nell'incognita senr; per risolvere quest'equazione, ne
eleviamo i due membri al quadrato, ottenendo:

(VSsenx-l)z=1-56n:,,
ossia

3 sen2 r- 2V3 sen.r+ 1 = I -seÀ2.x,
cioè

4sen2r-216seox=0,
da cui

2senr=0 + s€nI=0
2sen.rt2senr-É)=0 <:-z.unr-V3=O - ..rr=\6.

Siamo ora condotti a dsolveÉ due equazioni di tipo noto:
a) senx=0,

che ha lé soluzioni:

x*=0+2k;
xL=n+2k--1
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b)

che ha le soluzioni:

r,.=: +2k;
,)xk:i=+2Rr .

Ci si rende conto che abbiamo ottenuto del1e soluzioni 'estranee" (quelle riquadlate), dato che
soniruendo Tero al po.ro della .r nellequrzione

V3sen-r cos.r= 1,
si ottiene:

1' membro) Y5sen0-cos0= -1
2" membro) 1

Si conclude che r -0 non è soluzione dell equa/rone.
Se ord.i sosliluiice ad r il valore j '..i ornenc:

'-,',.-\5-l-lì:l,l=)I membro) V3.en : :-cos : --- \ r . 2 -\- z)-z'z- -

2'membro) 1

L si conclude che anche r- j : non e coluzrone dellequazione d"Ia.

Riflettendo sul procedimento seguito, non è difficile capire I'origine di queste soluzioni estra-
nee: sono dovìrte a motivì sia algebrici chè ùigonomet ci. Ecco perché: dal punto di vista alSebt.ico.-si
osserva che, per risolvere un'equ;zione jrrazionale, ne abbiamo elevato al quadrato i due membi, ed è
noto che coi un tale procedimento si possono introdurre delle soluzioni esilanee, ddl punto di risla
trigonometrico, occorré ricordare (pp. 197-198) che quando si esprime il coseno di un angolo in funzione
del seno dello stesso angolo, si inlroducono sempre delle ambiguità di segno.

siamo ora in grado di generaljzzare il procedimento seguito. Pel risolvere l'equazione
a senr+ò cosx:c.

si tiene presente la relazione fondamentale
sen2jr+cosrr=1.

da cr.ri si ricava. per esempio,

cosr:tV1-1-sen,r.
L'equazione assegnata viene così sostituita dall'equazione irrazionaìe

a sen .r t ò Vl-iéili= c

d senx c=:tD\-l sen':n.
Per isolvere quest'equazione se ne elevano i due membri al quadrato, in modo da ottenere un'equazione
di 2' grado nell'incognita sen.t." Si osserva"ch€ questo procedimento, pruttosto lungo e laborioso, porla ad inrrodrrre delle
solu/ioni eslrdnee e richreàe. quindi. un oltenra \erificd dei ri.ultati olr(nuli.

III) Metodo basato sulle formule parametriche

Nei Complementi del cap. 4 (p. 291) sono state trovale le formìie che Permetiono di esprimere
senx e cosÌ come funzioni razionali del parametro

t=tci;

!1
2
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§ ha:

c.osr= jTà e senr=lfi.
Vediamo ora come si può risolvere l'eqùazione assegnata, valendosi di queste formule. L'equaziorc

\6 sen r -cos.t = 1

diventa:

,n. -L-):!l-=tt- \+tz 1+t2 -.
Moltiplica[do i due membri per il denominatore comune

(1+t2),
che risulta sempre diverso da 0, si ottieDe:

2t/3t- t+ tz=t+tz,

2\/1t-2=0,
cioè

-_1'-E
Ricordafldo, poi, che risùÌta

,-l9r,
§amo condotti a risolvere Ì'equazione

.-x - I,éz_@.
che è det tipo

tE a(x.+ C)=m'
esaminato a p. 1zg. Le solu2ioni sono dunque date dai

*= 4+*=.

In conclusione, si ottengono, per I'equazione data, le soluzioni

xFi+2ki.

Confrontando questi risultati con quelli ottenuti a p. 324, si nota che abbiamo peldrlo le soluzioni
xL=t+2kn'

Riflettendo sul procedimento seguito, è Iacile capire perché non si hanno queste soluzioni: risulta infatti

;=;+k,'.
perciò non esrste il cordspondente valore del parametro

x,"1=t87.

GeDaralizzando il procedimcnto seguito, possiamo dire che si può risolvere l'equazione
aserlr+acosr=c,

trasformandola, mediante le formule parametriche, nella:
24r b(l-t2\ ---i?ir- l+. --L'

ossia nella:
(c+b)t2-2at+c-b=0. O)

Si è così condotti a ,isolvere un'equaziooe di 2' grado ncll'incogDita ,.
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Se quest'eqùazione ammette soluzior reali rr e ,2 (eventualmente coincidenri) si hanno le due

equazioni di tipo noto

ts+=L ts4 =r.'t ' -2 '
che forniscono gli angoli r richiesti.

E bene tener prcsente che questo metodo non permette di determinare soluzioni del tipo
xk:ì.'+2kn.

Si tratta dunque di un metodo abbastanza elabomto che richiede di {icordarc a memoria delle formule
apposite, e che, inoltre, non risulta sempre valido.

Un'ultima ossenazione: Ia condizione di risolubilità dell'equazione assegnata è Ìegata alla
condizione che l'equazione (1) abbia soluzioni reali; deve dunque risultare:

a:a1 (c b)(c b)>0

a2-c2+b2>0
ossia

(a2 + b2)-c2>0.
Troviamo cosr che l equaT,one e risolubile se

-.\/FiF=c=t@+v.

-' \/F+e --'
come avevamo trovato negli altd casi.

2. Equazioni del tipo asen2x+bsenxcosx+ccos2x:d

Nel cap. 5, pp. 150-152, abbiamo risolto equazioni del tipo indicato, scdvendole nella forma

*"1,+?\=^\ 21
e riconducendole cosi ad un lipo nolo di equazione.

Rivediamo om questo procedimento su un esempio numerico, che ci permetterà di esaminare
anche un altro merodo. Per ri.olvere l'equazione

5sen2.r 2V3 senr cosr-cos2r=2

- ci si basa prima di tì.ttto sulle formule di duplicazione, che scriviamo nella foma seguente:

,en) r= l-c9.2.r ,ou,= , ,T*r, ..n,c65a- I senzr.

L'equazione data diventa allora:
< l:qA!2{_r.,,ì ren 2.r I lcosZr -).'2.v.2)-.

svolgendo i calcoli indicati e semplificando, si ottiene:

\6sen2r*3 cos 2r=01

- ci si basa poi sulle formule di addizione, per scrivere il primo membro dell'equazione nella foma:
rsen (2r+?),

tenendo presente che deve essere

r= V3, | (Vj),=Vq r3=v/TZ-2v5

.:atcto|::-l-t:, -\VJ/ J
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L'equazione divenia dunque:

2V3sent2r+ j.)=0,

sen2l-r++l=0.\ 0./
Tenendo presenti i risultati esposti nelle pp. 142-144, si trovano le soluzioni dell'equazione; sono:

'r- 6/ .,'-
z!l+ 4\=:t+zk;t.\ ^ o.I

Concludendo, le soluzioni dell'equazione sono:

*.=-4+kt:
x,k=5 + kn.

Vediamo ora un altro metodo per risolvere l'equazione
5 sen2*-2 VSsenx cosx cos2x=2.

Si procede così:

I) ci si basa sulla relazione fondamentale
sen2r+@s2r=1

e si lrasforma I'equazione data nella scguente:
5 sen2x-2\,€sen r cos,r-cos2 x=2(cos2ir+sen2t)

cioè
3scn2r-2y'Jsenrcosr-3cos2r=0- O)

L'equazione così ottenuta ha una caratledsiica panicolare: il primo membro è un Polinomio di 2 grado
omogeneo nelle variabili sen.r e cosr, dato che vi comPaiono solo monomi di 2" Slado; il secondo
membmèugualeazero.

Ora, dcordando la relazione fondamentale
sent =tpx.oos.r "

si capisce che, divide[do i due membri dell'equazione pel co§2.r, si ottertebbe ln'equazione contenente
comè incognita solo tgr. Ma, se vogliamo che questa divisiore non conduca a risultati errati o incomple_
ti, dobbiamo venficare che

non sia soluzione dell'equazione; e perciò:

II) si verifica se sono soluzione dell'equazione 8li angoli per cui lisulta
cosr=0,

ossia:

'FU+x,l
,L=i7+2.k--.

Data la periodicita dela funzione coseno, baslerà verilicare se, e t; sono soluzioni dell'eqùazione.

ora. sostituendo + alla r nella (l) si ottiene:

1" membro) 3
? membro) 0

e dunque r- ! non è soluzione dell equazione.
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Sostituendo poi rn alia r, sempre netta (1), si ottiene:

1'membro) 3
2" membro) 0.

Concludiamo così che

,=i . ,=i"
non sono soluzioni dell'eqùazione.

Passiamo ora alle due ultime fasi del procedimento:
III) si dividono i due membri dell equazione

3 sen2r-216senrcosx-3 cosr"v=0
per cos2r; si ha:

3tg,x-216tgx-3=0;
IV) si introduce l'ìncognita

z:tEx.
e si è così condotti a risolvere l'equazione algebrica di 2, grado:

322 213 z-3=0:
Ie soluzioni sono:

,= rSrv-.1-o _ \3=vt2_ \,5-:É- vt+2VJ'33-ì--

I vaÌori di Ì si determinano risolvendo le equazìoni:

rg t=y§. che ha le solurioni .r, - t r,(--
r/iIcr- 'i .r;- É-r,i.

Abbiamo cosi trovato le stesse soluzioni otterule prima. ll procedimento non risulta molto più breve o
più semplice di quello esposto all inizio e richiede qualche caurela nel 2" passo. Si ùatta però di un
procedimento che si eslende facilmente per dsolvere un altro ripo di equazioni, che ora esaminiamo.

3, Equazioni del tipo a cosa x+ b sen2 xcos2 x+ csen4 x: d
Basiamoci su un caso numerico: l'equazione

4cos r . 2 sen2tcos:x-6:enar =J
Ouesta si trasforma nella

4 cosaÌ+2 sen2-r cos2-x+6 senlr=3(cosri+sen, r)r,
ossia in

4cosar+2sen2_rcos2r+6 §enrr=3 cos4l+6 sen2xcos2 j+3 Sen4Ì.
e quindi in

cos4/_4 sen2J cos2t+3 sen4r:0.
Quest'equazione non ammette la soluzione

perciò possiamo dividere i due mernbri per cosari si ottiene:
tg4,I-4tg'?r+3:0.

Introducendo, poi, la variabile
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si è condotti a dsolvere I'equazione algabrica

22-42+3=0i
le soluzioni sono:

.=)+\/Ì=\
cioè

zF3 e z2=1.
InfiDe, si debbono risolvere le due equazioni:

(1)rg2Ì=1. da cui < ;;;=_, \z)

rs2r=3, dacui < lil=Ii" 1;1
Si ottengono così le soluzioni:

(t) xk-i+kn
(2) rk=-i+kn
(3) kk=i+kE
(4) xk=-++kfl

Un'ultiEa ossefvazione: se cosr è solùzione dell'equazione assegnata, possiamo dividere i due
membri dcll'equaziona per sen2.r (o per sen.r)l si-è così ricondoni ad un procedimcnto analogo a qìrello
ola esposto, ma in cui l'ilcognita è, ora, ctgr. E chiaro chc, in questo caso, occorre prima di tutto
verificare che senr=o non sia 8olìrzione dell'equazione.

Se, poi, sia senr=o che co§r=o sono soluzioni dell'equazione, vuol dire che dobbiamo
risolvere cquazioni del tipo

b sen2 r cos2l =0
oppùe

Asen'rcoYÌ=0,
e, in questi casi, la solozione è immediata.

5. Complem€nti


