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Eserczr

Sulla misura degli angoli in radianti

1. Esprimere in radianti, senza usare il calcolatore, i seguenti angoli, la cui ampiezza è data in gradi
scssagesimalii scrivere i risultati sotto forma di una ftazione moltiplicata pet r:

360"; 60"; 1o; 1'; 1"
360"; 36'i 3'36'; 21.'36', 2'Y',6

2. Ripetere l'esercizio precedente a partire dai segùenti angolii
18"; 9.t 4"3O'; 2"15':' 1"1'3y., 33'45"
3f; 15"; 7"3O'; 3'45', l'52'30": 56"15'
45.; 22.30'l, 11"15'; 5"37'3ù; 2"48'45"., 1"U'2y,5

3. Ripetere l'esercizio I a partire dai seguenti angoli , e dai loro supplementari (ampi f80"-a):
l8"i 6"; 2"; 40'; l3'2ù"t 4'26",6
30"r ltr; 32O'; l'6'4{I; 22'13'3
45"r l5'; 5': l'40'i 33'2Vt l)'6".6-
60'; 2tr; 6'40'; 2"13'2§:. 44'29'3

4. Ripetere l'esercizio I a partire dai seguenti angoli p e dagli angoli ampi 180'+p:
6f; lTi X24'; 2a'48"; 5'45',6
45"; 9": 1'48'; 21'36'; 4'19',2
3fi 6'; 1'12'i l4'U"; 2'5/'.8
18'; 3-36'; 43'12', 8'38',4

5, Svolgere gli esercbi1,2,3.4 usando il calcolatore tascabile e confrontare i risultati con quelli
precedentemente ottenuti.
(Il merodo più semplice per passare d.alk ni.sùre di angoli in grudi a quelle in rudianri si basa suua

lormuU l= * a": basta calcolarc il fatore di conversio e

-fu=0,0174s33,

e Drohiplicare le hisuru ih Bradi pù questo numero).
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6.

7.

8.

3. Es€rcÌzi

Esprimere in gradi sessagesimali i seguenti angoli dati in radianti, senza usare il calcolatore:

1
1000

4,71

t!- z. 1!4', 8', 16

j"' 9-"' 3 -6 122_. 2 _.i" 2s"' s lo' 0
Ripetere l'esercizio 6 a partire dai seguenti angoli B e dagli angoli ampi ^-+B:

" 10 100 '
1; 10; 100;

Svolgerc gli esercizi 6 e 7 usando il calcolaiorc tascabile e confronrare i risultati ottenuti.
(Il metodo più senplice pet passate dalle misure di an]oli in radianti a que e i gadi si basa sulla

L=-t,t 
- 

-":!.J8o .r 180 "
basta calcolare il fattorc di co yersio e

JEL =_57.2g576

e nolriplicarc le mkurc in ndianti per questo untero, apprcssimandolo, qua .lo è opportuno, con
57t

La hisura degti angoti in radianti permette di sctitete in foma molto semplice la telazio e che tega
la lunghezza I di ùn arco di circonferenza all'angolo al ce tro e al raggio t (Fig. 1).
Se i fatti indichiamo con 0la misura dell'angolo al centrc in rudianti, si ha:

!:6

lmd' loJoo
1110' 100'

3.1; 1,57;

Fig. I

La stessa relazione si presenta it una forma meno semplice misurundo I'ongolo al cento in gradi;
in ul caso, infatti, dalll

!= L-at lU'^

t:,--L.P' 'firy"
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pre§entati n€gli

o=i
o=i
0=0.02

9,

Calcolar€ lo lunghezza / degli
esercizi 9 e 10.

archi di circonf€renza seguenti, in base ai dati

o=1, r=4

0=irt r=8

0=0,2; r=100

r=3

r=i

o=i,
o=z =:

0=21

r0. r=1 e z=1"; ,=10 e e=t.t r=100 e z:1"
r=4 e e=10"; r=4 e a=20.; r=4 e d:285"
r=10 e a=t'l' r=100 e a=1,; r= 1000 e,:1,
r=10 e a=1,; r=100 e a=t't r= 1000 e z:1,
Calcolare la gÉndezza incognita indicatr negli èse.cizl ll e 12 tenmdo pr€sente.hc, indica la
lurglrea. di ùn arco di circonferenzs di raggio I; r" e 0 indicsno l'ampiezza del corrispondente
angolo al centro misurata in g.adi o in radi.nli.

a) r=10 km e ,=1,7. quanto vale 1?
b) r=10 krn e l=23 km, quanto vale ,?
c) r=10 km e l=23 krn, quanto vale 4o?

a) /=243 km e ,:0.57. quanto vale r?
b) l=0,23 mm e ,=10', quanto vale r?

In una circonferenza di raggio / si fissa l'angolo al centro ampio I radiante, che intercetta un arco
Iungo 1; su un'altra circonlerenza, di raggio /', si Iissa I'angolo al centro ampio lÒ. che intercetta
un arco lungo 1'. Come si possono scegliere ,, e r", in modo che risulti

La misura degli aneoli in radianti pemrcxe anche di esprimete in modo semplice I'arca di un senore
circolarc AOB (Fig. 2), noto il raggio r del cerchio e I anlpiezza dell a golo al centro. Infani l'arcd
S del senorc è data da:

'=i,,

Fig. 2

se ihdichiamo con 0la misuru dell'anSolo al centrc i rudianti, si ha:

e quindi:

ll.

12.

13.

, -l
.§= 1rr 0
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La stèssa area S si iletemina con calcoli rneio senplici, se è d.ata h mi§utu d dell'anSola ol centro
in gtodi; in tal coso, dalla

sègué:

s=te5a.
Calcolare te area S dei seitori circolari corrispondenti ai dati proposti negli esercizi 9 e 10.

Scrivere la fomula che pcmette di trovare I'area dei seSmenti circolari ad una bas€ illustmti nella
Fig, 3, quando I'angolo al centro è misurato in radiaflti.

Fis. 3

r=r-fux

14.

15.

16. DctcrmiMre la lunghezza della sldscia di cuoio che collega le due pulegge di Fig. 4, in cui sono
nolir,/,d.
(Trocciata h retta OO' , per la simmeùia della figura, la hrnShezza della stritcia di cuoio risulrera il
doppio d.i quella della linea in colore, composta dall'afto AT, dal segmefito di tangeite comune
T-f e dall'arco fA'. Indicata allom co r la misura in radianti dellhnSolo 71ò'A', c condoaa da
O' la parallela a TT', si dètèrrnind su OT il punto H; si ha cosl... Calcolarc z a facilc dato che

FlS. 4
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11, La ponata orica di un faro ,4B di zlÌezza h è la lunghezza dell arco li (Fig. 5). Calcolare la
portata ottica di un faro alto 100 m, tenendo presente che il raggio R della terra è

OT= ÒA=6376.1ss km.

rt.

19.

Fig. 5

miglio ma Ìtimo è uln'unità di misura delle distaoze così definila: è la lunghezza di ìin arco di
cerchio massimo sotteso sulla superficie della terra da un angolo al cenlro che misura l'. Si
chied€: a quanti chilometri equivale un miglio marittimo?
(Tenere prese te la lu ghezza del raggio della terru data ell esercizio l7).

Ecco come Eratostene (III sec. a.C.) riuscì a dare una misura approssimaliva del meridiano
terrestre: era noto che a Siene (oggi Assuan), città dell'Egitto situata quasi sul Tropico del
Cancro. il Sole è sulla verticale al mezzogiorno del 2l giugno; lo stesso giorno e alla stessa ora,
Eratostene misurava nella città di Alessandria, l'ombra,4A' di un bastone (Fig. 6) e riusciva cosr

a determinare Iangolo,r'6e=2. In lal modo,.ou"uu r- 
5LO 

,li angolo giro.

Ora, le due citlà, Siene ed Alessandria, si trovano circa sullo stesso meridiano, ad una dislanza
,4S che, a quell'epoca, era valutata approssimativamente a 5000 stadì.
Supponendo i raggi del Sole paralleli. quale lunghezza ottenne Eratostene per il meridiano
terrestre? Valutare il nsultato precedent€ in chilometri, sapendo che

l stadio=157.5m .

Flg.6
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Si trova, anche néllo studio della lirica, la nozione di stenangdo o angolo solilo, ruppresentalo in
FiB. 7; si d4inisce così: ftssoto un punto O e una porzione S ilella slera di centro O e n88io r,
l'angolo solido di vertice O è il lùogo delle samirettè che escono ila O e che passaùo per i puttti di S
(contonto comprcto).

2tt.

Fig' 7

Gli afigoli solidi sì misurano, comunemente, valutanclo il ropporto

dove c è I'area della superficie S, ed t è il roggio della slera cli cento O.

tbulto

b stereangolo corrispondente prende il nome di stefidia u.

Valutare in steradianti gli angoli solidi indicati in Fig. 8.

Fig. S

Sfiivere la formula che permette di valulare I'area della calotta sferica sottesa da un angolo solido
che misura @ steradianti (Fig. 9).

21.
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22. Scrivere la formuÌa che permette di vahrtare il volume del §ettole sferico corrispondente all'ango_
lo solido di ., steradianti (Fìg. 10).

Fis. 9 Fig. l0

Sulle tunzioni circolari

A.

23. Determinarc, senza usare il €alcolatore, seno, coseno e tangente dei seguenti angolil
a) 0; ni 2;i 3i; 4i; 5^-i 6rt lri 8-i. 9;: I0--; 100;

b) ;r ;+2--r z*4zt i.6;t ; +8^-: e-r0"r ;+r00"
c) i; t+2;: f;+t;; f,+a=; i+8r; i+108; i+1o0r

Usarc il calcolatore per determinare seno, coseno e tangente degli angoli iodicati nell'esercizio
prècedenle- Ricordare di predisporre il calcolatore per la misura degli angoli in radianti.
Svolgendo l'.sercizio a), si it,conlra, con i calcolatoti piit comuni, u a difficoltà: st oiien. seno.
coseno e tangente per angoli ampi fino a h radianti. Se invece si ercg seno, coseno e tantente di
un angolo ampio più di 8r, il calcolatoru dA un \egnole di.rrorc. E una lini@zione, dovuto a
motivi tecnici, di cui occote te et conto anche quando ci si vale della misuru degli anSoli in grudi
(un angolo ampio SL dianti misuru circa I44C).
Se ci si basa sulh pefiodicità dele lunzioni circoloti, si può, iwece, determinarc seno, coseno e
tangente di angoli Brandi quando si vuole.

Riprendere in esame le nozioni sìlgli angoli associati (p. 38 e p. 207), e scriverle esprimendo gli
angoli in radianti. Risulta, per esempio:

sen (^--z)=sen z
cos (;-a)=-cos z
ts G-4\= -ts a.

Determinare, senza usare il calcolatore, seno e coseno dei seguenti angoli:

a, iri zrt iat tn: irt 4r
. 13 -. 17 _. t9_. 23_'' 6"' 6"{'' T'

10 _.-T'"
7-.

25-

26.

7_. lt6"', 6

a) 0; t:
b) -r *rr

11 _3'
e -. !1-. li-. _.l.1-4'' 4"'. 4"', 4"

1_. 8_.

!_'' 7".a) f,;



254 3. Esercizi

2T.Determinalesenoecosenodeglistessiangoliplopostirlelprecedenteeselcizio.usandoilcalcola.
tore ta\cabiler conlronlare i ri.ultall oltenuli.

2S,Determiùarelatangentedeiseguentiangoli,misuratiinradianti'usandoilcalcolatoretascabile
a) 0; 0,7854; 1,4835; 1,5533; 1.5706
b) 1.5708r 1.5882; 1,6581i 2.3562; 3,1416

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

.

37.

38.

39.

40.

Calcolare il valore delle espressioni p.esentate negli esercizi dal n. 29 
^l 

n. 44-

2,en I 3co'--tg:-5rg0 co.j - t2l

Scrivere nella forma più semplice te espressioni assegnaae negli esercizi dal n. 4l al n' 48'

."nr,---r'"n(;-.) r-.ti-r*" Iol

sen(2--,)cos'+sen(^--a)cosz+senacos(:=-,)-*r^e"(;-l tol

43. sen r--- rr cosr=-2r 2,g1.2= ,l--'(t-,)

44. senr(^--r+ cosr(2i-,) cts(2t a)IE6+a)

/- \4s. sen(;-,)cos(r-r" co.'--,)'enli,l

3sen0+5tg;sen; 4cos;

-ì4sen; ^--l cos Jr+Jcosuseni :
7cosi;- v.jcos a -_+cos4i cosr--

ì_
cos i- --- !en i.+ cor:- \en i:+ cor r-

.o"J =- tnl =.o,ì -+ 
'.n ì -

.""1"..,!- .o'.1-.o'!"r,ÒOÒ
sen j+ cosi- ts i senÉ;

tt444cigi n sen j r+ tgl icosJ:- senJ "-

a tg.- - b cos j + a tgo - b ctsj

s2 cos2n zab cos ;+b1 sen,

aasenf ;+bV2 cosf, ; aco.2:

[nor ha significato perché...]

I5l

l2l

I0l

t

t-11

t+l

t-+l
t0l

[(a+r),]

la+bl

41.

42-

I cos a+21g e]

L2l

[1- cos'? z]
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6. setr(É+a)tc(,+z)+se.(i-")"r8.")

{t. "..(;"-")- *"(;"*,)+ "tsft ", ^)+ acft "- ")
,a. 

"tg@*o)rg{,t")-zrEG- ù"c(i-,)

255

t0l

Icos z- sen a]

l2tq2.l

49. Basandosi sulla Fig. 1l verilicare che, per valori positivi di .t ptosimi a zero, risulta
sen.r<r<tg-t.

(Rkordare che t rappresehta la lunghezza dell'arco AP, ,..)

Fig. 11

50, Dopo aver predisposto il calcolatore ad usarc la misura degli angoli in radianli, completale la
seguente tabella:

, -f ,,, -1-
0,25

0,20

0,r5

0,10

0,0s

0.01

0,005

0,001

(in radianti)

Che cosa si osserva?

Sulla base della tabella comDilata nellesercizio precedente, verificare la validita della seguente
rceola di aDDrossimazione: sé h misura di un angolo z è inferiore a l5'. si può sostiluire il seno o
laiangenli di, con la misura in radianti di a; si commette così un errore che non suPeta 0,01

o
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s2. Riprend€re la disuguaglianza stabilita neÌl'esercizio 49.

senr<r<tgr,
e dividerne i tre membri per senÌ; si ottiene:

la La -L.sen]: cos.r
A parthe da queste disuguaglianze, verificare che, se., assume valori positivi sempre più vicini a
zero, l'espressione

-§9!tÀ

assume valori sempre piir vicini ad 1.

Possiamo così mettere in evidenza te relazioni fondamentali, che deivono dalla misura degli
angoli in ndianti:
1) la lunghezza I di un arco AB sotteso, in una circonfercnza di raggio r, rla un angolo sl cento

AÒB ampio o rudiann, è:

l=r0i
2) l'area S del settore cfucolaru AOB è data da

s: !,2 o.2

3) set-O. §!4r--L

ll grafico delle tunzioni circolari

53. Tracciare il grafico di
y= secl'

tenendo presente che risulta

a""r= 1 
,

cos a
La curva è periodica? La curva ha degli asintoti paralleli all'asse delle )?

54. Tracciare il grafico di
)= cosect,

tenendo Presente che dsulta

"oa""o= 
I

La cùrva è periodica? La curva ha degli asintoti paralleli all'asse dele l?

55, Tracciare il gafico di
y= ctgx,

tenendo Presente che dsulta

cta o= L'' rqd
La curva è periodica? La curva ha degli asintoti paralleli all'as§e delle /?

56. Operare la similetria rispetto all'asse delle Ì e la simmetria rispetto all'asse delle, sui Srafici
delle funzioni:

y= ctgx, y=secx ' y=cosect'
Quali funzioni sono pari e quali sono dispari?
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51. Le Figg. 12 e 13 suggeriscono ufl metodo per determinare l'equazione
sinusoide nell'origine O:

- si sceglie una distanza dFi=h abbaslanza Piccola,

- si determina il Punto P(ft,seni);

- si scdve l'equazione della retta secante OP:

)_senL,x h'
- s' fa .,scivolare, il punto P sulla curva ve$o O, assegnando ad i dei valori sempre più vicini a

Tero; la secante OP tende cosi alla tangente I

Qual è I'eqùazione della retta l?

58. Basandosi sulle Figg. 14 e 15, scrivere I'equazione della tangente ' alla sinusoide nel punto
,q(r,o).

257

della taflgente t alla

Fig. 14

Tracciare il grafico delle curve
y= Jsen:l e )= sen lrl

(Tenere presente la nozione .li valorc assoluto,

lal-a se a>0: 'at='a se o<01

TÌacciaÌe il grafico delle cufle
y- lcosxl e )= cos r .

Tracciare il graJico delle cu e

Y: tcrl e )= tClrl

Fig. 15

59,

lal, di un nunero a:

60.

Fig. 12 Fig. 13

6t.
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62. In Fig. 16 è rappresentato il vettore [, velocita i$antanea del punto P che
circolare uniforme (p. 70), descrivendo una circoDferenza di raggìo r=1 m
radiantc al secondo. II vettore 4, ha:

- modulo v"= $f =1 nY.""'

- direzione taflgente alla traiettoria, e cioè perpeDdicolare al raggio;

- verso, come è indicato in figula.
Si proietta il vettore 4 sul diametio /{8, ottenendo la velocita istantanea v_

muove di moto armonico. Descrivele modulo e vemo del vettore i.

3. Eser(i,

si muove di moto
e percorrendo un

del punto O che si

FD. 16

63.

«.

In Fig. 17 è rapFesentato il veltore 4, accelerazione centripeta del punto P che percorre la cii-
confercnza con lo stesso movimento, di cui si parla nell'esercizio pr€cedente. 11 vettore 4 ha:

- modulo a.:1 rn/sec,;

- dir.zionc del raggio;

- verso ccntripcto, cioè orientato verso il ce ro dclla traiettoria.
Si proietta il vettore 4 sul diametro.4B; si otterla l'acceleÉzione A del punto O che si muove di
moto amìolico. Descrivere modulo e v€rso del vettole a-.

Rifercndosi ala Fig. 18, confrontare il vettore spostamento 7 e il vettor-e accelerazione A del
pùnto O che si muove di moto armotrico. Quale relazione passa fta a_ e d?


