
Appendice 2
Discussione di problemi
di trigonometria

Parte prima
Discussione di problemi relativi al capitolo 1 del testo

Parte seconda
Discussione di problemi relativi ai capitoli 1 e 2 del testo

Parte terza
Discussione di problemi relativi ai capitoli 4 e 5 del testo



346

Quest'Appendice è dedicata ai Licei scientifici, dove iprogrammi ministe ali vigenti
invitano I'insegnante a trattare nelle ultime quattro classi l'argomento "applicazioni dell'algebra
alla geometria di l" e 2" grado con relativa discussione".

L'argomento, che ha interessato qualche marematico di secondo piano alla fine del
secolo scorso e agli inizi di questo, non ha una pa icolare importanza né dal pùnto di vista
applicativo né da quello teorico.

Inoltre, già da parecchie decine di a.ni viene messa in discussione l'efficacia didattica
di tale argomento, specialmente se basato su procedimenti puramente algebrici.

Queste considerazioni spiegano le due scelte operate nel testo:
a) presentare la "discussione dei problemi" in un'Appendice;
b) trattare l'argomento valendosi soprattutto di procedimenti grafici. In tal modo la discussione
dei problemi viene inse ta nelcorso come una delle tante applicazioni degli argomenti studiati,
ma certamente non la più imponante.

Quest'Appendice si compone di tre Parti:
nella prima: si richiede la sola conoscenza delle nozioni esposte nel cap. I del testo, e di

alcune nozioni di geom€tria analitica, che vengono richiamate;
nella seconda: si richiede la conoscenza delle nozioni esposte nei capitoli 1 e 2 del testo, e di

nozioni di geometria analitìca;
nella terza: si richiede Ia conoscenza di tutti gli argomenti esposti nel testo; viene fatto

ferimento in particolare ai capitoli 4 e 5.

Fig. I Fig.2 Fig. 3



Esaniniamo i sieme il problena seguefite'

All.internodiunquadranleAoB.g|af|aparlediun.cerchiodicenlrooeraggio/.5i
L:,i:"ì:::",;; *.ff;;;i;;",; ài aiJ*etio'or' si rraccia una semireta di origine o: questa

;;;;;i';;;, il F " tu ,".l"i"oii"i ""^ i" 8 si costruisce il triansolo '4PO' e si

considera la rus 6193 § al variare dell angolo '4OP='t Si chiede:
lr Der ouale valore di t larea del triangolo rlsulla masslma'
2j iuale deue es§ere lampiczza dr I se §i \uoìe che n\ultr

Dis.ussione di oroblemi relalivi al capilo o 1 dèlteslo

Parte prima
Discussione di problemi relativi al capitolo 1 del testo

3) quale deve essere l'ampiezza di { se si vuole che risÙlti

s=! PO AH.

dore AH è llaltezza retaliva at l(tto PQ @i8 6),
del raggio r e del|anSolo x. Si ha:

ÀFi=r sen x
rc:aminando I ùianSolo rettangoto OAH' thc ha
alt'ongolo x). RislÌlo Poi:

{q=o}-dA,

L'ipotenusa lunga t e il caleto AH, opposto

O1@-r sen x
(esaminanalo il triangolo ()QB, fettangolo in Q, Che ha I'ipotenusa lunSa f e presenta I'angolo

OBQ, opposto al cateto OQ, a'nPio x)'
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ed. è semplxe espimere PQ ed AH in funzione

c:1": o' 4'

- 1 ,-J=rr r

1l Comilrciamo col lrocciare qulllche disegno che |isualizzi it Problena.|F188' 1,2, j, 4,.5): la
'Jà,l,',li'or","ti)i iài. r'o!i,io,i " iiiài'ipona'n'o' it triansoto APQ.assume varie [orme'
""'"''* i:,,;;;;i,,:ià,àiu "u ^ 'i"ì'iiìi"'i"ii n't io'o umirc in cui oP:oA tFis' tt' poi

cretce 1Figg. 2 e 3t e, acl un rrno pu"o"ioÀin'ia a dimmui'e tFi1 4) p?r arivarc di nuovo a

2ero ne .ottro toto limÌle. quo^ao ui)lò'à'iiie'. it. tia,ia'k ligir.e non eonducono ad

ii,ai"iiliiii .zi. tÀiiaià,o ro ri,*riir-in ii! ir iionsoto ragsi.u"n!e ,t area ma::ima Per,ìo
'ffii,iliio 

ilt p-tt"^a con nercdi alg?hrtci L'afta S d?l tianqolo c clatd 
'ta

Fiq. 4 Fig. 5
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Così si nota una prcprietà che non è evidente:
dA=A-H.

Si tova, in conclusione, che risuha:
P-Q=r-rsenx;

perciò l'area S del tiangolo è data da:
- l t-5=, t sen x (r- t sen x)= j P sen x ( I -sen x).

Ora-. siccome -r2 è uha costante positiva, pet fispondere alla p mo domanda barta studiarc la
voriazìone della funzione

,={
cioè:

y=; sen x (1-senr),
ossia:

lty= 
2Lsen 

x-isen2x. (t)
Si osserva che possiamo riconilurre questa funzione ad un'esprcssiohe nota se considerhmo
come vaiabile non I'angolo x ma ìl seno dell'angolo; si introduce cioè una nuovq variobile, z,
legata allo x dalla relazione

z:§enx.
La funzione (1) viene cosl scritta nello fotma:

v=;z-;".
Ora, questa è I'equazione di una patobola, di cui è ìmmediato tracciorc il gafìco: determikiamo
prima di tu$o lo posizione del vertice V, icordando che l,oscissa z del virtice di una parabola
d'equazione

y=az2+bz+c
è dalo da:

_b
Nel nostro coso si ha dunque:

":l
L'ordinata del veftice si ottie e sostituenilo I'acissa z=t ne 'equazione; si ho:

" =!.t _Ì .!=!_L:t'" 2 2 2 4 4 8 8'
Nella Fig.7 è disegnato l'arco di parabola che interseca I'dsse delle z nei punti

O(0,0) e L(l,0).
È chiaro che y asume il valore mxsimo quando risùlta:

__1'-7.
cioè per

sen x=!2, da cui x=3ff.
L'angolo che rende l'area S massima è allotu di 3C (Fig. 8). È chiaro che l'area massima è:

sM=hÈ
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Fig. I

2) Il risultoto ora ottenuto fa cornprefidere chc la donoada 2) è wwdo: non può, I'ana S,

Ìisuhttc ugualc it2.
j) Passiamo oro olfukimo quesita: delemirure per quale volore di t isuLa

s:i,,.
Dobbiano tovare i valoi di z pet cui risuka

I _1 ,_1 ,29 2- 2'',
assia

z2- z+Z=09
I* soluzioni di ryeskqutziotu di ? gmb sono date da:

"="F=:#=+=
Di coùs c gucn zo, essenda

setx=2 -- x=41'

,*t z--r--3
r-L-31
23

si ia:

sanx=! ..+ r=tf .
Duttqua il probLma, quando è risolubile,
può an rr4ttcrc dtQ soluzioni (Ftg- 9). FiS. S
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A questa conch$ione si può afiivare anche dd uno
(Fig. 10): le ascisse dei punti d'intersezione della porabola

App€ndica 2

del grafico della parsbola

sono due; le abbiamo indicate in figura.

Fig. 10

L'ayer esaminalo ottentomente questo ptoblema, valendosi di vari "strufienti ,natemali-
ci" (lo geometria elementare, I'algebra, la trigo ometria e la geomet a analitica) pemette di
ricordare ueglio che cosa significa discutere un problema cotue quello seguenle:

All'intemo di un quadrante AOB, qvatta parte di un cerchio di centro O e raggio r. si
costnrisce una semicirconferenza di diametro OB. Si traccia una semiretta d'origine O; questa
incontra l'arco ?48 in P c la semicirconferenza in O, fomando con OA I'angolo ,40P variabile.
Si cosffuisce poi il triangolo.4Pp, unendo P e Q con A e si considera l'area S di questo
triangolo. Determinare l'angolo,46P, in modo che sulti:

Discutere questo problema significa daerminare pet quali valori del parufietro k il
problema è risolubile, indicando in questo caso quante sono le soluzioni.
Si potrù allora procedere el modo seguente.
I) Si traccia qualche figura significativa, esatninando attentamente i casi lirnite. Nel ostrc caso si
ottengo o le Figg. 11, 12, 13, che permettono .li capire che, nei due casi limite, si ha:

I
'9

Fig. 13Fig. 11 Fig- 12
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II) Si sceglie l'incognim, precisand.o le limitdzioni cui deve soddisfare. Nel nosto caso I'incogni'
ta è indicata nel testo del problema, e le figure mostrano che I'angolo AÒP=x è lale che deve
risuhare

0=x=9C.

lII) Si traduce il problema in un'equazione pqra etica che lega I'incognita ai dati del problema.
Nel nostro coso si ho:

S=!È senx (1-sen A.2
e perciò I'equazione paratnetrtca è:

j12 sen x (l -sen xl= krz,

os§ta.'

isenx (1-sen.r)=k,

0=r<9r.

IV) Si determinano i valori del parameto k per cui I'equazione ammette delle soluzioni che
soddisfano alle ltulitazio i assegnate, cioè sì discute I'cquazione.
Per questo è opporùtno introdurre una nuoya incognita z, legata alla x dalla relazione

z=senx;
I'equazione diventa:

L z fi-zt=k
2

!,-L,=t2' 2- ''.

Si co sidera I'equazione ottenuta come se provehisse dal sistetna
ttt
I y=+z_ iz,.
I Y=k

con la condizione

Questo sktema ha un'immediala visualizzazione grafica sul piano cafiesiano:
tl-f-;z- ,* rapprcseno una parobolo:

0=231 fissa u pa ìcolare arco di parabola,
quello fonnato dai punti che
hanno I'ascissa z compresa fru 0 e 1;

y:k è l'equazione del fascio di rette parullele
all'asse delle z.

Ricordiamo poì che il sistema coniluce o lrovarc i punti di inlersezione fru la Parabola e le relle
det fascio- Cosl siamo condolti a trovare i valori di k richiesti, determifia do le rctte del fascio
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che incontrono la parabola nell'arco scelto. Nella Fig. 14 è disegnata di nuovo la parabola ed è
tracciato in colorc I'arco OL, che ha per estrcmi i punti O(0,0) e L(0,1),

Flg. 14

È ora immediato rendersi conto che per le rctte del fascio

possono verificarsi le segue ri situazioni:
a) lc talte sorro estente a 4 parabolo, e ciò awierc pet tutti i rdloi

k>L,a
in tol caso il sislema non ha soluzioni reali e quindi neanche l'equazione assegnata hi soluzioni
reali;
b) la tutla è tqùgen e in un punto dev'afto sceho, e questo avviene per

-tk=à,
in tal caso il sistema ha le due soluzioni coincidenti ,"t trrto V(1, !), " Wr"n l'equazione
assegnata ha le soluzioni:

- __ _1.t _.2_2.

che soddisfano le limitaziohi tichieste; si dice anche che l'equazione ha due soluzioni coincidenti;
c) le refre irrcontalo I'ano sceho in &u punli, e questo awiene per

0<k<L,a
in tal caso I'equazione ha due soluzioni distinte;
d) lt rctla possa per i due punti lit,.ik, e questo avviefie per

k=0;
in tal cdso l'equazione ha due soluzioni limite;
e) la Et 4 incont a la patubola laoi det'arco sceho, e queslo awiene per

k<0;
ìna i valoi negdtivi di k sono esclusì dalla natura slessa del problema.

Concludiamo che il probletfta ha sempre due soluzioni quando si sceglie

0=ks;.
L'esame del problerna può essere efficacemente completato dall'analisi di qualche caso partico'
lare.
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Con url procediùento analogo a quello or. s€gùito discutere i pmblemi Foposti neeli e§ercizi l-12'
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I.

2-

ln una semicirconferenza che ha il diametro,4B lungo 2r, si è tracciata la corda,4M, che forma
con il diametro,4B un angolo di m'. PerA si conduce una semiretta che forma con AB un angllo
variabile ed incontra I'arcò BM in un punto N. Si proietta ortogonalmente N su,4B, ottenendo il
punto 0 e si indica con P il punto di intersezione di lr'Q con la semiretta,4M.
Determinare l'angolo B,4N in modo che il segmento MP sia lungo kr.
In quale caso MP ha lunghezza massima?
In quale caso MP è lungo quanto il diametro della semicirconferenz a?
(Si ari,,)a a dbcuterc I'equazione:

In una semicirconferenza con il diametro,4B lùngo 2r. si è tracciata la corda,4M, che forma con
il diametro,4S un angolo di 30'. Si conduce per,4 una semiretta che forma con il diametro ,48 un
angolo variabile ed incontra l'arco,{M ir un punto N. Si proietta ortogonalmente N su.4B,
otteneDdo il punto O e si indica con P il punto di int€rsezione di NO con la cotda AM-
Determinare l'angolo BiN in modo che il segmento MP sia lungo tr.
ln quale caso MP ha lunghezza massima?
In quale caso MP è lungo qudnlo il raggio della semicirconferenza?
lSi affiva a disculerc I'equazione:

',fi-ft cocx=* con 3ff=a<gtr).

con 0"=x=6C).

con C9t=9C).

con C=a=W).

con A=x=W).

3. È dato un segmento,4C lungo 4rl B ne è il punto medio. Si tracciano due semicirconferenze che
hanno diameri AB e BC e che si trovano nello stesso semipiano rispetto alla letta ,4C Si
conduce per ,4 una semiretta, che forma con .4C un angolo variabile ed incontra in D la
semicirconferenza di diametro ,48. Da D si traccia la retta r parall€la ad .4C e si indica con E il
punto più vicino a C in cui r incontra la semicirconfetenza di diamelro BC
Deteìminare l'angolo CrD in modo che il perimetro del fiapezio ADEC val}a 4kt
ln quale caso il traryJzio ADEC ha petimetro massimo? Risolvere il problema per ft={
(Si arriva a discutere I'equazione:

!-
k=-cos, t+cos t+2

È dato un segmento -4C lungo 4r; B ne è il punto medio. Si tracciano due semicirconferenze, che
hanno diamétri AB e BC è che si trovano nello stesso semipiano rispetto alla retla -4C. Si
conduce pei B una semiretta che forma con BC un angolo variabiÌe ed incontra in E Ia semicir_
conferenia di diametro BC. Da E si traccia la letta . Parallela a,4C e si indica con D il punto più
vicino ad,4. in cui / incontra la semicirconferenza di diametro AB.
Determinare l'angolo CtE in modo che il perimetro del triangolo BDE §ia lungo 4kl.
In quale caso il lriangolo BDE ha perimetro massimo?
In {uale caso il perimetro del triangolo BDE è hrngo quanto il segmento,4C?
(Si a ivs a discutere I'equazione:

Data una semicirconferenza che ha il diametro.4, lungo 2r, si traccia la retta I tangente alla
semicirconferenza in ,4. Si conduce pel,4 una semiretta che forma con,4B ìln angolo variabile ed
incontra la semicirconlerenza in un punto P
Determinare l'angolo PrB in modo che la somma deìle distanze di P da B e dalla retta , valga
2b. ln qttale casò la somma delle distanze di P da , e da I è massima?

Risolvere il problema per k=t.
(Si aniva a dircuterc I'equazione:

k=-se 2 x+se,tx+1

Data la semicirconfercnza che ha il diametro ,48 lungo 2r, sr Ùaccia la retta I tangente alla
semicirconferenza in B. Si condùce per A una semiretta ahe forma con AB un angolo variabile ed
incontra la semicirconferenza in un punto P; si indica con H la proiezione ortogonale di P §u r'

6-
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Determinare I'angolo P,aB in modo che risulti
AP+2PH=2kr.

ln quale caso risulta massima la somma
A7+2P-H1

E in quale caso la stessa somma è
(Si dniw .t tliscuterc I equaziotrc:

k= 2cos, x+cost+2

uguale al doppio del diaBetro della semicirconfer€nza?

0n U<r=gf).

7. Calcolare uno degli angoli acuti di un lriangolo reltangolo, che ha l ipotenusa lunga a, sapendo
che la somma di ufl cateto e della proiezione dello stesso cateto sull'ipotenusa vale t .

ln quale caso la somma di un catelo e della sua projczione sull ipotenusa vale proprio a?
(Si aniva a discuterc I'equazio e:

8. Un triangolo rettangolo ADC ha t'ipotenusa BC funBa ?a, si indica con P il punto medio del
cateto /4C e con 0la proiezione ortogonale di P su BC.
Determinare I'angolo /eB in modo che risulti

0e+2Fe:ka.
In quale caso vale 2a la somma

Qc+2Fe1
(Si aùiva a discutere l equaziotrc:

sen2x+2senx=k con t=t<90').
9. È dato un quadftnte AoB. qua a pa e di un cerchio di centro O c raggio r' si considera una

semiretta di origine -4i questà formà con O,4 un angolo variabile ed incontra il lato OB in un
punto C.
Determinare l angolo Ol C rn modo che l area del quadrato di lato ,4C. diminuita dell'area del
triangolo AOC valga kr.
In qriale caso quesia differenza di aree risulta minima? tr quaii casi quesla diffcrenza vale r?
(Si aniva a discxterc I'equazione:

2 tg'.)t-tgt+2=2k co,t 0'=t=15'),

10. È data r.rna semicirconlerenza che ha il diametro /8 lungo 2r. Per / si conduce una semirelta,
che forma con ?48 un angolo variabile ed inconlra la semicirconferenza in C. Sia D la proiezione
ortogonale di C sul diametro.
Determinare I'angolo B-AC, in modo chc risuÌti

AD+2A7=2kr.
In quale caso vale 2/ la somma

AD+2A-1
(Si ,tniva a di'ùter. I eqtuzionc:

coPt+2cosr=k cotl e=t<q').
ll. Determinare l àngolo di semiapertura di un cono. che ha l'apotema lungo a, sapendo che Ia sua

sùperficie totale val€ Éra2.
In_quale caso la superficie lotale è uguale a quella del cerchio di raggio a?
(Si arriva a discutere I'eqwziotrc:

k=sen1x+senx co A<x<gC).

12. Un triangolo rettangolo ha un cateto lungo ll e l akro cateto che ha lunghezza non superiore ad Ir.
ll rriango-lo viene fa_tto ruotare prima intòrno a un cateto. poi intorno all altro cateto Sommando
i volumi dei due solidr ollenuti si ha *irr.
Determinare l'angolo aculo adiacenle al cateto lungo l,.
ln quale caso I.r;mma dei volumi è uguale àl volume della semistira di raggfu À?
(Si otiva a dBcuterc I equazione

ts'? x+tgx=3k con 0=x<15')
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Parte seconda
Discussione di problemi relativi ai capitoli 1 e 2 del testo

355

I problemi proposti nella Parte prima presentono due caratteristiche pa icolai:
a) richiedono solo la conoscettza delle hozioni relative alla risoluzione di triangoli rcttangoli;
b) conducono a discutere equazio i che si possono scrivere trella forna:

uz2+bz+c=k,

- a, b, c sono coeflicienti nanerici in cui non cofipare il parametro k;
- z è un'incognita opportunamente sceha.

ln questa Parte seconda retryono, invece, proposti problemi che hanno le caruieistiche
segueni:
a) richiedono anche la conoscenza delle nozioni relative allo tisoluzione dei triangoli qùalunque;
b) conducono a discuterc anche delle equazioki che si possono scrivere kella lorma:

aa2+b2+c=0,

- solo "a" è u coefficie te numetico, in cui non compare il parametro k;
- z è sentpre uh'ittcognita opportunamente sceha.

Sono infatti le nozioni sul coelficiente angolare di una rctta, richiamate nel cap.2 del
testo, che consentono di disattere graficamente anche le equazioni che presehtano il parametro
sia nel coefficiefite b che el coefficiente c.

Ecco un esempio. Si cleve discutere I'equazione

z:+lm-2)ztm=0 con O=r=1 ."-'- 2'.
cioè si vogliono trovarc i valori di m, per cui I'equazione ammette soluzioni reali comprese fra 0

?e;.
Prifla di t o si riscrive l'equaziotte in uodo che nfii i lemini in cui cofipare il

parametro m si trovino, per esempio, al 2" membro, fientre ol pimo membro mangono gli altri
temin| Si scive dunque:

22-Z2:rnz+fi, cioè 2z-22=m(zil).
Ora si consideru I'equaziote cotne se prore isse dal sistefia

I y=m(z+ t )1?
ll=2: 'z: cott 0'r=Z

Questo sistema ha i fatti un'immediata visualizzazione grafica:

- y:ùt(z+l) è l'equazione del fascio di rette passanti per il Punto P(-1,0): il paramelro m
indica it coefficieite angolare variabile delle rette del fascio. Per detemi are uho rctta del
fascio, bisogna fissare un valore di tn;

- y=22-22 è l'equaaione di una pambola;
. ^.1- 0=z=i ltra I arco di parabola lomnto d i ptoti ch? hanno l atcissa z compretu lra 0 e;

RicotdiaDlo anche ora che il sistema conduce n trovare i putlti tli intetsezione fru la
parabola e le reue ilel fascio. Si«mo così condolti o trovarc i yaloi di m richiesti, determinando le
rette del fascio che ihcontano la parubola nell'arco sceho.
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Fig. 16Fi§.l5

Cominciamo col disegnarc la pcrabola, che ha il vertice V indiriduato dolle coordìnate
tegugnti:

z,=i=t e yv=2- 1=1.

Si oniene V(1,1).
E poi immcdiolo verificare chc la parabola pasta pet I'origine O(0,0); si oniene cosl il

grafico tiportato it Fì9, 15,
Ora è immediato individuare I'arco che interessa: è I'arco OA indicato ia colore in Fig.

15: A è il punto della parabola che ha le coordinate seguenti

,=1 " u=s- 2=3. cioe all.ll2 ' 4 4 t2 4t
e O è I'oigine.

Osservando poi la Fig. 16, si capi"tce che, per le rctte del fascio che ha centro in
P(-1,0), possono presentarsi le segue i siluazioti particolaÌi.

a) La tulb è t4agenu alla pambola neA'arco OA

Questo awiene quando il sistemd assegnato ha le due soluzioni coincidenti, cìoè l'equazione
22+(m-2)z+,n=0

ha le due soluzioni coincidenti, In tal caso deve essere

A=(2-m)'z-4m=0,
ossia

h2 -8ùr+4=0.

Fig. 17
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Risolwndo l'equazione, §i ottengot o due valori di m:
mt=4+2\fr=7,5 e mr:4-2\F=0,5;

dol pu to P si possoto infatti condune dùe tangenti olla parubola (Fig- 17), ma di queste due
rctte ci iùtercssa quella con pendanza minorc; questd tocca la parabola nel punlo T d'acbsa

z=\/3 - 1=0,7.
Concludiamo cosl che uno retta del fdscio è tan|ente alla parabola nefqtco OA, se si sceglie

n=4-2t/3.

b) tA retta passa pù it pr* A(r,*)
Questo av ene se le cootd ùe del pùnto A soddisfano l'equazione

!=m(z+1)'
te, cioè, risuha

3 t3.,\
4=m l2+1)

ossia

n=-fu=0'3.

c) La rétb Wsa per O(0,0)

In questo caso la retta coincide con I'asse delle y, che ha equazione

percìò dere esserc

Lo Fig. 18 pemette ora di concluderc rupidamente la discussio e dell'equazione:

si ha la retta che interseca lo parabolo in O e in un oltro punto che non si trovd sull'arco OA,
perciò I'eqrnzione ha soltanto la soluzione limite z=0;

- per 0<m<0,3
le rette inkrsecano I'arco OA solo in un punto, perciò l'equozione ha una sola soluzione
valida;

Fig. 18
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- per m--0,3
lo retta incontru la parabola in un punto dell'arco OA e in A, perciò l'equazione ha una

t2
soluzione valida ed una linire (z= )):

- per 0,3<m<4-2tB
la retta incontru la parabola in due punti dell'arco OA, perciò I'equazione ha due soluzioni
valide;

- per m=4-2{3
la reuo è tangente allo parobola in T; si hanno due solùzioni coincidenti vali.le;

- per m>4-tf3
le rette risubano estetue alla parabola, dunque I'equazione no ha soluzioni reali;

- per m<0
le rette incontrano la parabola in punti che non si trovano sull'arco OA, perciò I'equazio e
non ha soluzioni valide.

Le conclusioni ottenute si possono anche si telizzarc in uno schetko come quello seguente.

Valoi di m Soluzioni dell'equazione comprese fru 0 e *

o.*.*
Im= io

fi<m<a-2!3
m=4- /3
m>4-2t/3

m<0

1 soluzione limite z=0
I soluziohe ,alida

1 soluzione vatida e I limire lz=11\ zt
2 soluzioni valide

2 soluzioni coincidenti valide zFzz=\f3-l
nessuna soluzione
nessuna soluzione valida

Discutere i problemi proposti negli esercizi dal n. 13 al n. 24 seguendo le indicaztoni presentate all'iùizio
dclla Partc prima.

13. Sul diametro ,4B lungo 2r di una s€micirconferenza si è fissato il segmento Af, lungo +ri da H si

conduce la retta a, che è perpendicolare ad,4B ed incontra la semicirconferenza in P. Da '4 si
traccia una semiretta che forma con,4B un angolo variabile €d incontra Ia retta a in N e l'arco,4P
in M.
Determinare I'angolo BAM in modo che il segmento MN sia lungo k/.
In quale caso MN è lungo quanto il raggio della semicirconferenza?
(Si aniva a discutete l'equazione:

7-2corr-kcost .on 3f=r<g0).2
Come cambia il problema, se si richiede che la semiretta per.4 incontri I'arco PB di semicirconfe-
tenza'?
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14. Sul diametro AB lungo 2r di una semicirconferenza si è fissalo il segmento,4fl lungo +.; da L si

conduce la retta a, che è perpendicolare ad,4B ed inconlra la semicirconfercnza in P. Da,4 si
traccia una semiretta che forma con AB un angolo variabile ed incontra la retta d in Ne l'arco BP
in M.
Determinare l'angolo BAM in modo che il segmento MN sia lungo *r.
In quale caso MN è lungo quanto il raggio dclla semicirconferenza?
(Si orriva a discutere I equazione:

2tos:x 't-kcosx con C -<t=6(f).
Come cambia il pro'blema, se si richiede che la semiretta per A incontri I'arco,4P di semicirconfe-
renza2

lS. Dala uDa semicirconferenza con il diametro ,48 lungo 2r. si prolulga il diametro daila parte di /
di un segmento,4l{ lungo r e da A si conduce la retta a perpendicolare ad lr8. Da .4 si traccia
una retta che forma con,4B un angolo variabile, incontrando la semicirconferenza in D e la retta
ainC.
Determinare l'angolo 8,4D, in modo che il segmento DC sia lungo k/.
In quaie caso CD è lungo il doppio del diametro?
Qu;le particolarità presènta il ir'oblema, se si sceglie k=V6?
(Si arriva a discutére l equazione:

2 cosz x+1=k cos x con 0'<x=9C).

16. In un triangolo rettangolo ABC il cateto AC non supera il cateto 18 e l'ipolenusa è lunga 2d. Dal
punto medio M di BC si conduce la perpendicolare a BC, che incontra il cateto -AB nel punto P
Determinare l'angolo CÈA in modo che risulti:

Ae PM-zka?.
Risolvere il problema per k:j.
(Si è co doti a discurere I'equazione:

I -cosz x= k cos )t co C=x<45').

17. Nel trapezio ABCD sono retti gli angoli di vertice ,4 € B e la diagonale AC, l].figa d, è
perpendicolare al lato obliquo Dc.
Determinare I'angolo CiD in modo che risulti:

Ai+B-=keD.
Risolvere il problcma per k=2.
(Si ariva a dkcuterc l'equazione:

2-s"n, t:k Pn r con ff<t<9f).

18. Data una semicirconferenza che ha centrc O € diametro AB lungo 2r, si considera una semiretta
uscelte da O. che forma con O,4 un angolo acuto variabile ed incontra la semicirconferenza in C,
Da C si traccia la retra a. che è parallela al diametro,4À ed incontra la semicirconferenza in D. Si
conducono infine le rette re / tangenti aÌla semicirconferenza in Ce D e si indicano con Te f i
punti in cui le rette , e,' incontrano la retla,{8.
Dererminare l'angoìo /AC in modo che il perimetro del trapezio TI:DC,t^lga kTI:.
In quale caso il perimetro risulta massimo?
Risolvere il problema p". È:+.
(Si arivo a dbcutere l'equazione:

k:-sen2x+senx+2 con 0'=x<9C).

19. È dato un quadrante ,4o8. quarta parte di un cerchio di cenùo o e raggjo /.!a o si conduce
una semiretia che forma con O,4 un angolo variabile ed incontra l'arco,4È in P Si indica infine
con Ii la proiezione ortogonale di P sul raggio OA.
Determinare I'angolo .40P, in modo che risulti:

OA2+AV1=kr2.
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20.

Risolvere il problema per t=].
(Si arriva a discutele I'equazione:

cos2x-2cosx+2=k con 0<x=W).

È dato un settore cifr,.ol e AOB, quarta parte di un cerchio di centro O e raggio /. Da O si
conduce una semiretta che forma con O,4 un angolo variabile ed incontm I'arco,4B in un punto
P. Si congiunge il punto P con il punto medio M del raggio O,4 e si considera la proiezione
ortogonale F/ di P sul raggio OB.
Determinare I'angolo ,44P. in modo che risulli:

PM2+ P-H2= kr2.
ln quale caso la somma

F-uz+ p-rr
assume valore minimo?
Risolvere il oroblema ner k:2.ll
(Si arriva a discutere I'equazione:

roP x-cosx- 5==11 on C=x<g|').4

È dato un settore circolare che ha l'angolo al .entro AÒB ampio 120" e il raggio lungo r. Si
conduce per O una semiretta che forma con O,4 trn angolo variabile ed incontra l'arco ,, in P; si
considera la proiezione ortogonale A di P su O/.
Det€rminare l'angolo .46P in modo che risulti:

EÈ,=*c.
Risolvere il oroblema ner k=Zti
(Si ariva a discutere I'equazione:

cos2 x cosx+l:k cofi tr=x=l2r).
Un triangolo isoscele,4BC ha i lati uguali,4B e,4C lunghi /. Determinare I'angolo,4tC, in modo
che la somma dell'altezza relativa aìla base e del reggio della circonlerenza circoscritta valga È/.
Ouale panicolarirà pre5enra il problema per k-V21
(Valendosi anche delle ozioni sul rqggio de a circot*renza circoscrita ad un triangolo esposte
alle pp. 2ll,2i3,234, si arriya a discutere l'equazione:

!+senz *ksent con A<x=W).

23. È data una semicirconferenza che ha centro 0 e diametro AB lungo 2,,. Da O si conduce una
semiretta che forma con OB un angolo acuÌo variabile ed incontra la semicirconferenza in C; si
conduce la retta I tangente alla semicirconferenza in C e si indica con D il punto in cui r incontra
Ia semire(a OÀ. Ruotando la figura intorno alla re(a ,48, il segmento CD e I'arco,4C descrivo-

21.

22.

no due superlici che hanno area .t e S'.
Determinare I'angolo BAC. in modo che valga &
raggro r.
Quale particolarità presenta il problema per È=4?
(Si anivo a dircutere l'equazione:

cos, x+(2-k) cosx+1=0 con C<r<g(f ).
Un triangolo rettangolo ha il cateto ,48 lungo à e il caleto AC che ha lunghezza non superiore ad
/'. ll triangolo viene fatto ruotare intorno ad AB, ottenendo un solido che ha volume y;
successivamente il lriangolo viene fatto ruotare intorno ad ,4C. ottenendo un solido che ha

Determinare I'angolo,4,8C in modo che valga k il rapporto fra y e y'.
(Si aniva a discutere l'equazione:

il rapporto fra S+S' e I area del €erchio dr

u-

coh C<)t=45').
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Pafie teru
Discussione di problemi relativi ai capitoli 4 e 5 del testo

In questa Parte vehgo o proposti problemi che presentano le caruttefistiche seguehti:
a) ichiedono a che la conoscenzo delle formule ptesentote nel cap. 4 del testo;
b) conducoho a discutere anche equazioni che si sctivono nella forma:

a§enx+b cos x+c= k
oppure:

a sen2 x+b senxcos r+ccos2 x*d:k,
clove a, b, c, d sono coefficienti numetici ih cui non compare il parametro e x è I'angolo
incognito.

Le iozioni esposte fiel cap.5, e, in particolar modo, le considerazioni esposte nei
paragrafi 7 e 10, consentono di discutere gruficamente anche queste equazioni. Ecco due esempL

A) Si deve discutere I'equazione

sen x r\8rcsx=k con 2Sx=j,
cioè si debbono determinarc i valoi di k pet cui I'eqwrzione ammette soluzioni cofiprcse fto 0
' 2'
Si interyretd I'equazione come se provenkse dal sistema

I y=r"n*+\/3ro, * con 0'"'r]', -^- 2

Si osserya poi che la funzione
!-senx+\/3 cos x

si può scrivere nella forma
y:t seh (x+?),

purché si scelga

(1)

Possiamo dunque scrivere la funzione

rz '", (,+ §).

q=arctB\,8=4.

(1) nella foma:

È immediato ora passare ad una visualizzazione grafrca del sistema

I v=2senh-'rl co, o<*'o1' | 3t -2

Si ha ihfatti che:

- v=zsenlt+41 rappresenta una sinusoiile, che ha subito ilelle trusformaziofii note;3t "
- 0=x=5 fissa I'arco di sinusoide "composlo" dai punti che honno ascissa x compresa fra

Ue-:)
rapprese ta il fascio di rette parallele all'asse delle y.

Ricoraliamo ancoru u a volta che il sistema cohd.uce a trcvorc i punti di inte§ezione fra
la sinusoide e le rette del fascio. Siamo così cohdotti a trovare i valori di k richiesti, deteùninando
le rette del fascio che incontrano la sinwoide nell'arco sceko.

,=tfi+@y:t1Z=z e
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Cominciamo ilunque col disegnarc la sinusoide, che ha subitn' lungo I'asse delle y' uno

stiramento che taddoppia le ord.inate, me te ha subito lungo l'asse delle x una ttaslazione di

4 verso sinisrra.3 ' " 'L;;;ro 
che interessa è indicato in colore nell'a Fig jg: A è il punto della sinusoide che

ha le coorilinate seguenti:

x=U e y=z sen lu+ 3)=Yr,
cioè risulta A(o,\tG);
B è, invece, il punta che ha le cootdinate:

x= j e y=2 sen (1r+ !)=2 se, (I") = t'

ossia B 14.1\ .

ossefviamo. inohrc, che nell arco sceho code uno dei punti itt cùi la fultzione a\sume il ralofe
marsimo: è il punto C che ha le cootdina? segueni

y=2 e x= 2_j= 6;
si ind.ivid.ua così il Punto

cl+.2t.tot

Fig. 19 Fis.20

ora è imfiediato rendersi conto, esaminanilo la Fig. 20, detk situazioni che possono prcsentarsi

per le rcfte del fascio

Si possoflo avere le situazio i seguentL

d) Le r'ettc sorto e§terlre all'arco AB tti sinusoide' Questo accade per

k>2 o k<-2.
In lal caso l'equazione dola non ha toluzioni'
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b) lA rctlo à t4 gerrle allo cana nell'arco AB. Questo accade per

In lal cnso I'equazione ha due soluzioni coincidenti:

r , =*,= 1.''o
c) Le rette incontrano l'arco AB in due punti. Questo accade per

\/3<k<2.
In questo caso I'equazione ha due soluzioni valide.

O la refa passa per A e per un altro panlo ibll'arco AB, Questo awiene per
k=\8.

In tal cao I'eqùozione ha una soluzione valida ed una limite (x:0).

e) Lé retle passano per un solo plrrlo dell'otco AD. Questo awie e per
1<k<\/3.

I questo caso I'equazione ha una sola soluzione valida.

I La retta passa per B, Questo accade per

In Ml caso Iequozione ha tna sola soluzione limite (x=+).I 2l
g) Le retk non ittconta o la cana nell'arco AB. Questo dvùene per

k<].
In tal caso l'equazione non ha soluzioni valide.
I risultati ottenuti possono essere riuniti in uno schema come quello seguente.
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Vatori tli k Soluzioni dell'equazione comprese lro 0 e j
k>2

\B<k<2
k:\/3

1<k<\R
k=1

k<1

B) Si deve discuterc l'equazione

1f3 sen2 x+2 sen x cos tc-\,B cos2 x=k con 0<x<j-
Si consideru l'equazione come se prove isse ddl sistema

I y=13 ten, x+ 2 sen x cos x- tr[i cos2 x

con 0<x=!.
Per tracciore il grafico della fuhziofie (2), la si ùscrive prifia nella fotmq

Y=\R cos2x+sen 2x

essuna soluzione

2 soluzioni coincidenti x,=x,= E''at
2 soluzio i valide

1 soluzione valida e una limite (x=0)
I soluzione valida

I soluzione timire lx=il\ zt
ne'§una soluzione

(2)



(valendosi d.elle formule di duplicazione) e poi rclla forma
u:zsenlzr+41 ossia v=2 sen2lx+ \1.' I Jt I ot

Il grafrco d.ella funzione è ancora una sinusoide, che ha subito le seguenti trusforfiaziofii:

- lungo I'asse delle y, u\o stiraùento che ruddoppia le ordinnb;
- lungo I'aste delle x, una contrazione che dimezu, le ascisse, ed utu troslazione verso sinistra

o' 6'
Lt Fig.21 è iportato il grolìco di questa siiusoide: è disegnato in colore I'arco AB che interessa
ed è indicato con C il punto di massimo, che code nell'arco AB.
I puntì A, B, C hanno le coordinate seguenti:

A: x=0 e y=ZsenZT=Zsenl:r,/3 + A(0,\/3)

B: x=§ e y=2sen2(1+E)=2senr=0 -- B(3,0)

c: y=2 " ,=i, E=i - r(i2).

364

Fig. 21

Baantosi sulla Fig. 21, si può orq procedere olla discussìo e per via grofica, ottenendo i risuhart
iponoti nello schemo seguente.

Valori di k Soluzioni dell'equazione comprae fta 0 e §
k>2
k=2

\/3<k<2
k:\/3

0<k<\/3

k<0

nessuna soluzione

2 soluzioni coincidenti tr=tr=-L
2 soluzionì valide
1 soluzione valida ed una limte (x=0)

I soluzione talido
1 sotuzione ltnte (x=5)
nesswta soluzione
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E opponuno osservorc che la discussione delle equazioni parafiettiche alel tipo
ase x+b cosx+c:0 (3)

può essere condotta anche con ahri metodi, che risuhono particolarmente efficienti quando il
parametro k non compare solo nel termine noto.

Segnaliamo in panicolare due metodi che si basano sulle considerazioni esposte nel
complemehto al cap. 5 (pp. 324-329).

1. Metodo basato sulle fonnule paranetriche
Le formule pararnetiche, esposte nel complemento al cap. 4 "Altre formule", tasfor-

mano le eqùazioni del aipo (3) in equazioni di 2" grado nell'incognita

Così si svolge la discrusione coiprocedifienti esposti nelle Parti prima e seconda di quest'Appendice,

2. Metodo basdla sùlla geometri!, analitica
Questo metodo è basato sulla definizione di seno e coseno dell'arco x incognito: x è la

luhghezza dell'arco AP di circonferenza gonioùtetrica e risuha che:
cosx è I'ascissa X di P, senx è I'o inata Y di P.

Così, invece di cercore I'arco x, si cercano le coordinate X e Y di P.
Al posto dell'equazione (3) si scrive allora il sistema seguente:

J x+vt=t
I oY+hX+r=o

Ora h pìima equozione lapprcsenta sempre la circonferenza goniomettica, mentre la seconda
equozione rappresenta un fascio di rette. Così si svolge una tliscussione grafica, valutando le
intersezioni delle rexe .lel fascio cofl la circonfercnza.

Vediamo rapidamente un esempio di applicozione di quest'ultimo metodo. Si deve
discuterc I'equazione

con 0<r<+.sen )a- m cos t= m
Invece dell'equazione data si cofisidera il sistemo

! v-nx=m
lX,-t4=l con 1'<X=t e 0=Y=1.

Riscitendo la prima equazione nella forma
y=m(X+1),

si riconosce facilmente che esso rctppresenta un fascio di rette pet P(-1,0); invece la seco da
equazione con le relative disuguaglianze individua I'arco AB di circonfelenza goniometrica,
i dicdto ih colorc nella FiB. 22.

Fig. 22
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Si troya subito che la retta del fascio passante per A ha il coefficiente angokùe

mentre la retta del fascio che passa per B ha il cocfficiente atgolore

Basarulosi sul grafico di Fig.22, è irnmetliato conclutlere che l'equazione ha una sola soluzione,
se scegliamo

O<m<l.

Discuter€ i problemi proposri negli esercizi dal n. 25 al n. 45. È oppo.trrno anàlizz.arc àttcntamente
I'equazione parametrlca ottenuta pcl decidcre il m€todo di discussion€ piir opportuno.

25. Dal punto medio O di un segmento AB lungo 21si traccia una semiretta, che forma con OB un
angolo acuto variabile. Si proietta ortogonalmente il punto B sulla semire(ta. oltenendo il pun-
to 8,.
Determinare l angolo Boa'. in modo che risuki

OE'+ EE'=kt.
ln quale caso la somma

OB'+BB'
diventa massima?
(Si a iu a discuterc I eq aziofie:

seù \+cos x=k cotl A=x=90').

26. Dato un triangolo equilatero ,4BC dj lato 1, si conduce, internamente allangolo B,ÀC, una
semireita uscente da ,4 e si proietrano orlogonalmente su di cssa i punli B e C. ottenendo i punti
MedN.
Determinare l angolo BìM in modo che valga la relazione

BM+CN-kl.
In quale caso la somma EF+CT risulta massima?
(Valendosi atrche delle fo ule di prostaferesi, si aùw a discutere I'equaziotrc:

cos (x 3C):k con C<x=&f).

27. Sui due lati OX e Of di un angolo relto di considerano. rispettivamente. due punli M ed N. tali
che OM=l e ON=V3. Si traccia una semiretta rìscente da O. che forma con O-Y un angolo
variabile e si indicano €on M' ed N' le proiezioni di M ed ly' su rale semirelta: si considera. infine,
il punto medio P del segmento M'N'.
Determinare l'angolo NAP, in modo che il triangolo NoP abbia area che vale

,- v5

In quale caso l'area risulta massima?
(Si arriva a discuterc I'equazione:

cosr.r+Vjsel, yco§ x= I coù 0"sx<9f).

2a, In una data circooferenza. che ha il diametro eB lungo 2/. si considera la corda BC, che forma
con,4B un angolo ampio 60". Nel semicerchio che non conliene C, §i considera una corda BD,
che forma con ,4à. un angolo variabil€.
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Determinare l'angolo D6.4 in modo che il lriangoÌo,4CD abbia il pcrimetro lungo ÈVJr'
In quale ca\o il perimelro del lriingolo ACD è massimo?
Geìeùdo a,tche prese tc I reorcmu,lella corda, esposto (1 p.211, e le formule di prostaferesi, si
arriva a discutere Iequuzione:

2senbc+30')+l:k

4 cos 1 5' seù ( Ì - 1 5" ) + 3 = k con 30'=t<6e).

31. È dato r.rn triangolo equilatero,AEC con il lalo lungo /. Si conduce, inlernamente all angolo BiC,
una semiretta di origiàe ,4 e si indicano con M ed N le proiezioni ortogonali di I e di C §u tale
semiretta,
Determinare l'ampiezza dell'angolo B.aM in modo che risulti:

EM2+CN1=k12.
In quale caso la somma B-M,+aFr risuÌta minima?
Risolvere il problema per,t=].
(Valendosi delle lorì le .li sottraziotle. si.ttt'iva a discuterc l'equaziotrc:

r,/i-) cot r*)*n:t )rse,,.o''=l con C=x<00")'

32. È dato un triangolo equilatero ,4BC con il lato lungo 1. Si conduce pcr il v€rtice ,4 una retta r che
non interscca iitriangòlo e forma con il lato AC un anSolo variabile. Si indicano con M ed N le
proiezioni ortogonali di B e di C su tale retta
Determinare lampiezza dell'angolo C,4N in modo che l'area del trapezio BMNC valla kl2.
In quale situazione il trapezio ha l'area massima?

Risolverc il problema per k: vil
(Valendosi anche delte Jbrmuk"di prostaferesi. si arriva a discutere l'equazione:

\/3 cos'? (x-60')=k con Cf9i=12C).

33. È dato un triangolo rettangolo ABC con il calelo ,4C lì.lngo I edil cateto ,48 lungo 2l Si conduce
Der vcrrice À uno r"tti , chc non interscca il triangolo e forma con il lato .4C un angolo
lariabile. Si irdicano con M ed N le proiezioni ortogonali di B e di C su tale retta.
Determinare l'ampiezza dcll'angolo CrN in modo che l area del trapczio BMNC \alga kl2'
In quale siluazionè I area del lràPezio è massima?

Risolvere il problema Per I=l
(Si arrita a discutete l'equazioite:

con f=ti=ge).

29. Un tÉangolo ,4BC ha l angolo,4 ampio 60"; determinare I'ampiezza dell'angolo B. in modo che
risultil

-A-B!re =k.BC
In quale caso il rapporto

-EL+E-
EE

dsulta miìssimo?
(Valendosi del teorenu dei seti e delle fomule di ptostaleresi si sùir.t a dkcutere l'equazio e:

2 cos (x-60")=k co 0'=t<12f).

30. In una semicirconferenza con il diametro AB lungo 2/ si conduce una corda,4C. che forma con
AB un angolo variabile ed una corda CD lunga quanto il raggio.
Determinare l angolo B,aC in modo che il pcrimet(o det quadrilatero ,4BDC valga &r.
In ourle ca\o il Derimcrro del ou:rdrilatero ri\ulla ma\simol
E àpponn,to ,iiotda,c la rztazione lro angoto al cenrro e ungolo alh circo J?Pnzo ch? msistono
sullò ircsso arco e it teoretna tlella corda, e\posto a p. 2l l: vtlendot delle [ornule di ptostaferesi'
si aù,|a a discurcft I equazio e:

2se l x+5 se x cosx+2 cosz x=k con f=x=94).
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34, È dato un rriangolo rettangolo,4rC con l'ipotenusa BC lunga 2l di cui O è il punto medio. Si
costruisce sul cateto minore AB il triangolo equilatero ABP.
Determinare I'angolo ,4rC in modo che risulti:

PV=kt.
In quale situazione la lunghezza di PO risulta massima?
(Si ariva a discuterc I'equazione:

con 0"9t=9C).

È data una semicirconler€nza che ha centro O e diametro AB l\n}o 2r. Per ,4 si traccia una
semiretta che foma con,4B un angolo variabile ed incontra la semicirconferenza in C. Si conduce
per O un raggio OD parallelo ad,{C e si considera il trapezio O,4CD.
Determinare I'angolo BiC, in modo che il perimetro del trapezio valga 4kr.
(Si ariw a disc tere l'equazione:

2k=-2sen2 x+sen r+2 con o<x=W).

In una data circonferenza di centro O e raggio r si è tracciata una corda P0 lìinga quanto il
raggio. Si traccia la retta r, tang€nte alla circonferenza in P. Da O si traccia una semiretta che
forma con PO un angolo acuto variabile ed incontra la r€tta I in M.
Determinare l'angolo PÒM in modo che nel triangolo PQM si abbia

pMr+eM,=kpo2.
Determinare i valori di ,t per cui il triangolo risuha.

a) rettangolo in 8.
b) rettangolo in M.
c) isoscele sulla base Pg,
d) isoscele sulla base PM.

(Si ariva a discutele I'equazio e:
2tgrx-\/3Ex+l+k

37. Data una circonferenza di centro o e raggio /, si conducono per un suo punto,4 ìa tangente r e la
corda AB, che forma con I un angolo di 60"- Si ltaccia per B una semiretta, che forma con Ia
corda,4B un angolo variabile ed incontra l'arco,4B in un punto M e la retta, in un punto N.
Determinare l'angolo -48N in modo che risulti:

BM:kAN-
lÈ oppo uno irc are le seguenti nozioni. la propneù relativa agli onsoli aua ciconlerenza che
insrsiòno sullo sresso arco, il teorema della coda, il teorcma dei sehi, le fotmule di sonruzione. Si
arriya a discutere l'equazione:

2 sen'zt+k sen x- i=k
Si può scegliere come arco AB il maggiole o il minorc dei dùe archi soxesi da a corda AB;
confrontare lo svolgimenlo del prcblema nei due casi).

Un ùiangolo.4BC ha l'angolo i doppio dell'angolo e e il lato AC lungo a.
D€terminare l'angolo e io modo che il lato 8C sia lungo 2,t4.
(Vatendosi del teorema dei seni e delle fornule di t plicazione, esPoste ei Complementi del cap. 4
(p.293), si arriva a discutere I'equazione:

con t<x=64).

4 cos, x-1=4kcos x con C=x=«f).

38.

39. Un rettangolo ha la diagonale lunga l, che forma un an8olo ,t variabile con un lato. ll reitangolo
nrota intorno a questo lato, generando un cilindro.
Determinare l'anÀolo r in moao che valga É il rapporto fra la superficie del cilindro e la superficie
del cerchio di raggio l.
Risolverc il problema per &=2.
(Si arriva a discuterc I'equazio e:

2 sen2 x+2 sen x cos x=k rcn r=t=WL
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q. Un triangolo rettangolo,4BC ruota intorno all'ipotenusa BC lunga l.

Determinare gli ango[ Àcuti del lriangolo in modo che la supedicie di rotazione ottenùta abbia
I'area che vale k^- volte I'ar€a del triangolo.
In quale situazione la superficie di rotazione ha l'area massima?
(Si arrfua a discute/e I'equazione:

41. Un triangolo rettangolo ,48C, che ha I'altezza relativa all'ipotenusa lùnga i, ruota intorno
all'ipotenusa BC.
Detèrminare gli angoli acuti del triangolo in modo che la superficie di rotazione ottenuta abbia
I'area che vale 2k; volte I'area del triaogolo.
In quale situazione la superlicie di rotazione ha I'area massirna?
(Si atiya a discuterc l'equazione:

§enx+cosx=k con f<r<gtr).
A. h una semicirconfereoza, che ha centro O e diametro,4B lungo 2r, si sc€glie una corda MN in

modo che l'angolo MdN sia retto. si fa ruotare la corda MN intorno ad.4B.
Determinare l'angolo BÒN, in modo che la superficie così generata abbia area k'r,.
Tn quale situazione si otlrene la_sup€rficie d area massima?
Risolvere il problema per k:V3.
(Si affiva a discuterc l'equazione:

\/Z tsen x +cos x):k con t<r=gr).
43. Un cilindro ed un cono di uguale altezza i, hanno lo stesso volume.

Determinare l'angolo di apenura del cono in modo che valga k il rappono fra la sìrperficie totale
del cilindro e la superficie ìaterale del cono.
Risolvere il problema per t=2.
(Si ariva a discuterc l'equazione:

con Cgt=gr).

con (f=x=gf ).

con f<r=90").

con e=t=W).

44, Si taglia una semisfera, che ha centro O e raggio r, con un piano paraÌlelo alla base. ottenendo
come sezione un cerchio. Si costruisce un cono che ha come base la sezione prima ottenuta e
come verÌice O. Si indica con.l la superfrcie laterale di questo conoi si indica. invece, con S' la
superficie della zona sferica compresa fra il piano secante e la ba\e della semisfera.
Dèterminare l'apertura del cono in modo che valga È il rappo o fra ,§+.§' e la superficie d€lla
semisfera.
(Si ariva a discutere l'equazione:

45. Un settore circolare,4OB è parte di un cerchio di centro O e ra%Eio OA=OB=r.
Il settore ruota intorno al mdgio OA, generando un solido che ha la superficie totale di area S.

Determinare I'angolo al centro acuto,{DB, in modo che s valga t;r2.
(Si ariva a discuterc l'equazione:

senx-2 cos x+2:k


