
La nascila d€lla sinusoids cone compagnadella cicloide . Le squarionidé lÀ sinusoide 6dellacicloide

È facile passare dalle equazioni parametri€hc delta sinusoide
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)=1+cos '
a quelle della cicloide.' Riferiamoci alta Fig. 11: aletermincr€mo le coordinate di un punto P della cicloidc. È chiaro
che, per il modo stesso con cui si procede per passare da una curva all'altra, l ordinata di P è la stessa
dell'ordinata del punto I che si lrova sulla sinusoidel si ha quindi:

).=)0= t+rr==1+cos r.
L ascissa di P è data da:

x r= np = nr+ Tp = Ar + FA = r"n, +..
Le equarioni parametrlche della cicloide sono dunquer

I.r=a+sen z
I Y=l +cos z
Per avere l'equazione cartesiana della cicloide bisognerebbe eliminare z dalle equazioni ora

ottenute; si capisce chc un tale procedimento è piuttosto laborioso, e l equazione cartesiana nulla
aggiunge alla descrizione dclla curva.

lpocicloidi ed
L'asteroide e

epicicloidi.
la cardioide

Nella "nota storica'di p. 161 e nelle pagine prccedenti si è parlato della cicloideì è la cu a
Senerata da un cerchio che rotola. senza strisciare. Iùngo una retta. Ci occuperemo ora di curve generate
da un cerchio che rotola, senza strisciare, non lungo una rctta ma lungo la circonferenza di u[ cerchio
fisso (Fig. 12). Si hanno cue casi a seconda che il cerchio mobilc si trovi all'interno o all'esterno del
cerchio fisso: nel primo caso la curva descritta si chiama ipociclold€ (dal gleco !po, che significa rorro).
nel secondo caso la cìlrva si chiama epicicloide (dal greco epi. che significa solrra). ll cerchio mobile può
avere un raggio di lunghezza qualunque, e, a seconda del raggio, le cu(ve generate assumono forme
diverse; noi considereremo due curve particolarmente interessanti:
A) l'aste/oide, e cioè l'ipocicloide che si ottiene quando il raggio del cerchio mobile è + del raggio d€l

cerchio fisso:
B) la cardioide. e cioè l'epicicloide che si ottiene quando il raggio del cerchio mobile è uguale al raggio

del cerchio fisso.

Ftg.'12
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FLg. 13 Fig. 14

A) L'asteroide

. . ". 
Riferiamoci alla Fig. 13: il cerchio mobile ha il raggio O'A ttgale a j del raggio O,4 det

cerchio fisso; poniamo:

e quindi:

Notiarno subito che la circonferenza piccola sara tunga j aetta circonfereDa grande, e quindi la
lunghezza della circonferenza piccola risulta uguale all arco -,{}. quarta parte d€lla grande.

Facciamo ora rctolare il cerchio piccolo lungo il grande (Fig. l4), e fissiamo I'allenzione su un
punlo qualunque P della circon{€renza mobile; seguiamone il movimento per scoprire quale curva
descrive. Se il punto. all istante zero. sr trovava in,4. dopo qualche istante si tòverà i; una dosizione P,
e si dimostra che

fi=;ì.
Riferiamoci alla Fig. 15 per far vedere che questi due archi, che appartengono a cerchi diversi, sono
uguali: l'arco , corrisponde all'angolo al cenrro /6,4=a, mentre l'arco Fi corrisponde all'angolo 16?.
che è doppio dell angolo alla circonfercnza tùP: ora siccome risulta

IfuP=za.
sarà:

tÒ'P=qz.
Risulta così:

iF=r.+a e it=qr.".
e quindi:

iF=i;.
Riportando dunque. istante per istante, sulla circon{erenza piccola, a partire dal suo punto di contatto 1,
I'arco L4. si onengono punti P d€lla curva: questa cùrva si chiama sstercide ed è rappresentata in Fig. 16.

Si scopre - e riferiamoci ora alla Fig. 17 - che un punto qualunque P dell'asteroide è vertice
di un angolo retto: I'angolo IpM è infatti retto perché è inscritto nella semicirconferenza di diametrc 1M.
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Fig. 15
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Si ha così un altro fiodo Wr costruire I'asteroide pet Wnti: basta condurre per il punto di contatto / la
perpendicolare alla diagonale (F1 del reuangolo 1fofl; il piede P di questa perpendicolare è un pùnlo
dell'asteroide.

L'ultima osservazione conduce ad una nuova scoperta e alla cosaruzione dell'asteroide come
inviluppo de e sue tangenti. Ci si basa su considerazioni cinematiche imfiaginando di folografare il
cerchio durante il suo movimento: nell'istante in cui la macchina fotografica scatia, il punto P sta
ruotando attorno ad 1. e quindi la sua velocità ha la direzioDe ilK, perpeDdicolare al raggio 1P in P. Ora,
daro che la direzione della velocità è, istante per islanle, rangent€ alla traiettoria, la retta H( sara
tangente all'asteroide nel punto P Si osserva poi che il segmento JrX è sempre uguale al raggio 4r del
cerchio grande; si arriva così alla seguentc conclusione: I'asteroide risuha, in ogni suo punto, tafigenle a
un segmento di lufighezza coslanle i cui eslremi scorro o lunto due rctte peryendicola ; si ha così la
costruzione dell'asteroide corne inyiluppo (FiE. l8\.

Fig. 16

Fig. 17 Fig. 18
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È facile determinare le equszionl parùmtricha dell'asteroide, esaminando l'ascissa e I'ordinata
di un punto P della curva. Riferiamoci alla Fig. 19: detto a I'angolo compreso fra la retta 01e I'asse delle
,, si ha:

ascissa di P=PS-RFcosa
e

xF=iRsx"
tx=dl cos a=* ctx "

dal triangolo PSf

dove
" PKI

" KIO.
Quindi

P-S-=4r cos3 e.
Si ha poi:

ordinou di P=FR=FEsrcrz
e

FE=lE sen a
dove

IÈ=4rsen a
Ouirdi:

PÌ=4rsen3a.
L eqùrrioni parxmetrtche dell'&§ieroide sono dunque:

I t=4rcos3 e
1 v=4,".nro.

Si può ottenerc I'equ6zione cartcsiam dclls curva eliminando d; si ha:

*""=W;, """"=.f4
e teDendo prcsente che risulta

sen2 a+co'2 a:l
si ottiene

Ouesra equazione, contenendo r e ) al quadrato, matte bene in evidenza che la c,ùrva è simmetrica
rispetto agli assi.

dal triangolo PRII

zzz
r3+J]3-(4r)3.

Fig. 19
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B) La cardioide
RiferiamociallaFig'20:ilcefchio.licentrocèfisso,eilcerchio,uguale,dicentloc,rotola

*"r" urii.ìii"'lttàà" J *i"rt. n..".-òl"i punto del cerchio mobile descrive una curvar ci renderemo

conto della forma di que§la curva allraverso la sna equaztone polat?

Fig.20

Fig.21

Considedamo come polo un Punto '4 del cerchio fisso (Fig 21)' e come dts' noldrc l^ semi'

retta,4c. La posizione di ,,n punto r a"r ""iJà-'iàùiÉi"i"'tiì"É 
q"#ao * 

"onoscoiro 
la lunshezza

FÀ=d e l ansolo a formato da PA e dall asse polare''--' ' '# èia iitì,iàìi .ontatro aei a,à?IÀiìo un "t*" ittunr" t sia /.la tansente comuDe in Li i
a* "",,ni',i,ì,,["iii,ii,ìi,:i'iip",',à ' '' ò; il;il ;;;;;;;ne discende che esiste sempre' surra
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Fiq 23
Fig. z

circonferenza mobile, un punto P simmetrico di,{ rispetto alla tangente comune (Fig. 22); tale punto
aoincide con,4 se il cerchio si trova nella posizione indicata in Fig. 23.

Per determinare la distarr:a AiF=d, basta osservale nelta Fig. 24 i seguenti poligoni:
1) il quadrilatero ,4CC? che è certamente un trapezio isoscele, dato che risulta

APIICC', perché entmmbe perpendicolari a ,,
c-A=dP:.

Si ottiene così:

uAc=u?c'=a;
2) ùangolo ACM, ahe è certame[te isoGcele, dato che tisulta

CA=efri=r;
si ha così:

uAc=cfrt=q
3) il quadrilatero MCC?, che è un parallelogramma, dato che nsulta

eFi-eo=r.
CMIIC'P, DÉ,ché tndi^te dalla trasversale .4P, formano angoli corrispondenti uguali.

Essendo dunque MCC? un parallelogramma, si awà:
friF=CC-=2t.

Così si può esprimere ,4P nella forma seguente:
AF=.t tr,t+ iiP;

infine, dato che dsulta (Fig. 25),
Alfr=?.t crts a,

si ottiene:
AiF=2r+ù cos c.

L'equazione polare della cur"r'a è dunque
d=2t+2Ì c6 c.

Questa eqùazione iodica un modo molto semplice per coslruire la cardioide: i punti della curva (Fig. 26)
si otrensoho Drolunsando il sesmento.4M (che è uguale a 2rcosa) di un tratlo costante uguale a 2r. Da
questa iemplice cosiruzione ap'pare la forna della -ca rdioide | è rn^ c'r|ra o foma tli cuore.
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Fis. 24


