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Complementi

La nascita della sinusoide come "compagna
della cicloide".
Le equazioni della sinusoide e della cicloide

Nella'nota stoflca'di D. 161 abbiamo visto come dal rotolamedto di una ruota lungo una retta
**^ *"'.r*.,'ìi'"i"ìàìà.". r ,ir^ *r""1;"ta da una successione di archi compresi fra due cuspidi
(Fis. 1).

ahh!,mÒ anche Darlato della ,fida che si accese tra i matematici della Prima meta del
Seicenro ,ui coÀe àererminàre l area della cicloide compre.a lra due cuspidi. E propno questo proDlema'

;ù;i;il?;;;"-R;6;iin base al Priniipio ai Cav;li€ri, che ha condotto alla stoperta di una nuova

"u^, tr_.omoacnadellacicloide;curvachlfu.rnsegurto riconoscir'rta come una sinusoide ln queste

;;;;';"d,;;'" 3;;:;li.'.À', oi.o",u* che questà curva è leramente una sinusoide't-'" - -ij;'"ì,ì1,-" 
",, it discorso sia taito netia lnota ,totica . Riteriamocj alla Fig 2: il problema è

a; a"t*-illl" i:ìii" "".p**iiàl:".à ee; ai .ictoide, ra semicirconferenza di diamerro o,4 e il tratto
à;::il'#;ì;;;; i!rì-'."rt*."- Àttiticata; taie semicirconrere*a è lunsa zr' e quindi

OA':1t/.
Se si fissa r=1. come in figura, risulta:

OA':t.

Fig. I

Fig. 2
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Abbiamo calcolato la lunghezza dei tralli paralleli ad O,4', che "formano I'area" della zona che c'interes-
sa (Fig. 3); si ha:

per lì=] semicirconfer"n ^ 63'=tOe'=tn
e"r,fc=t
p.,,io=t

, cc'=+oA'=+"
, DD'=1oA'=1,t

Questi segmenti veDgono fatli slittare verso sinisira (Fir.4) in modo che un loto estremo si
trovi sul diameùo O?4: 9i altri estremi. quelli di destra. vengonò aiiora a rrovarsi su una nuova curva che
fu apputrto chiamata {la compagna della cicloide". Abbiamo indicato questi segmenti con LL,, MM' ,
{N',.:....k Figg. 5 e 6 mettono in evidenza le due zone: esse sono equivalènti per il principio di
Cavalieri.

e, in genelale, se l'arco l?=.14 de a semicirconferenza, risuttera Pp'=?tr.

Fig. 3

Fig. 5

Fìs. 4

Fig. 6

Allora, invece di determinare l'are6 d€lla zona di Fig. 5, si può calcolaÌe quella della zona di
Fig. 6. A tale scopo. riferiamoci alla Fig. 7: sappiamo che

LL,=+" e NN,=lÌ;
quindi, se prolunghiamo il segmento LL' di un tra(o LZ=/VIV', si oniene il segmento

LL=it+iE=n
e quindi un segmento lunSo esattamente come O.4'. E così se il segmento MM'viene prolungato di un
tràno uguale, si ottiene:

MM=;z+;r=1

Fig. 7



La nalcita della sinusoid6 comè "compagna dslla cicloide". Lé sqÉzioni d€lla siitusoid€ e della cicloidg

Accade insomma che ogni segmento PP'=4n $ova il proprio corrispondente
risulta:

pp'+oo'=l!L+r trL\ É: Ì.-- \, n I
Si viene in lal modo a costruire un rcttangolo di base O,4' e di altezza OA. e, quindi, di area

La parte colorata in Fig. 7, e cioè la zona compresa fra la "compagna della cicloide" e i segrnenti OA e
O,4', costituisce owiamente la meta di questo rettangolo, ed ha quindi un'afea

Questo signilica che la zona di Fig. 6 ha area r e, dunque! ha area , anche la figura equivalente
rappresentala in Fig. 5.

Si conclude che l'area compresa fra un arco di cicloide e la base (Fig. E) ha il valore 3^_; è
dunque il t plo del cerchio generatore.

Fig.8

Trascrnati dall'area della cicloide abbiamo lasciato da Parte la sinusoide. Vogliamo ora far
vedere che la "compagra della cicloide" è una sinusoide; lo dimostriamo trovandone l'equazione.

Riferiamoci alla Fig. 9. Sia Q un punto g€nerico della "compagna della cicloide"; det€rminia-
mone l ascissa ,r=OH= RQ e t odinata y=ÒR=ffQ.

A§cissr
Si ha, per il modo stesso con cui abbiamo costruito la curva, slittando dei segmenli, che:

RQ:TS,
Ora, avevamo preso

fs=arco,4f.
e quindi si ha:

,=RO=lunghezza dell'arco li.
Se a è la misura in radianti dell'angolo corrispondente all'arco,if. risulta, dato che r=1:

,ir="
e quindi
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QQ'=4: !L4 così,
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Rifeliamoci ora alla Fig. 10. Si ha:

EO=I+W e quindi E-O=l+m.
Ora, dal ùiangolo rettangolo MIW risulta:

nry=sen (90"-a)=cos d;
si ha quhdi:

. HQ=1+cosd,
ossla

/=l+cosa,

FO. 10

Abbiamo così trovato ascissa e ordinata di un punto O della cufla in funzione dell'angolo a:

I Y=1+cosa'
Si ha quhdi:

.Y_1+co§r
e qùÉtr è pmlllb I'cquazlo& cart4siaDi di una slnusod..

Ecco: la sinusoide è entmta nella matematica come "compagna della cicloide", un ruolo quindi
secondario, come se, lei stessa, notr avesse tanta importanza! Ma il tempo doveva fare giustiziai la
sinusoide si è dvelata ben più importantc della cicloide.

Fig. 11
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La nascila d€lla sinusoids cone compagnadella cicloide . Le squarionidé lÀ sinusoide 6dellacicloide

È facile passare dalle equazioni parametri€hc delta sinusoide
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)=1+cos '
a quelle della cicloide.' Riferiamoci alta Fig. 11: aletermincr€mo le coordinate di un punto P della cicloidc. È chiaro
che, per il modo stesso con cui si procede per passare da una curva all'altra, l ordinata di P è la stessa
dell'ordinata del punto I che si lrova sulla sinusoidel si ha quindi:

).=)0= t+rr==1+cos r.
L ascissa di P è data da:

x r= np = nr+ Tp = Ar + FA = r"n, +..
Le equarioni parametrlche della cicloide sono dunquer

I.r=a+sen z
I Y=l +cos z
Per avere l'equazione cartesiana della cicloide bisognerebbe eliminare z dalle equazioni ora

ottenute; si capisce chc un tale procedimento è piuttosto laborioso, e l equazione cartesiana nulla
aggiunge alla descrizione dclla curva.

lpocicloidi ed
L'asteroide e

epicicloidi.
la cardioide

Nella "nota storica'di p. 161 e nelle pagine prccedenti si è parlato della cicloideì è la cu a
Senerata da un cerchio che rotola. senza strisciare. Iùngo una retta. Ci occuperemo ora di curve generate
da un cerchio che rotola, senza strisciare, non lungo una rctta ma lungo la circonferenza di u[ cerchio
fisso (Fig. 12). Si hanno cue casi a seconda che il cerchio mobilc si trovi all'interno o all'esterno del
cerchio fisso: nel primo caso la curva descritta si chiama ipociclold€ (dal gleco !po, che significa rorro).
nel secondo caso la cìlrva si chiama epicicloide (dal greco epi. che significa solrra). ll cerchio mobile può
avere un raggio di lunghezza qualunque, e, a seconda del raggio, le cu(ve generate assumono forme
diverse; noi considereremo due curve particolarmente interessanti:
A) l'aste/oide, e cioè l'ipocicloide che si ottiene quando il raggio del cerchio mobile è + del raggio d€l

cerchio fisso:
B) la cardioide. e cioè l'epicicloide che si ottiene quando il raggio del cerchio mobile è uguale al raggio

del cerchio fisso.

Ftg.'12


