
Che cosa è la trigonometria?

Il sig ilicato della porola trigonomeffia de va dal gteco: "fie-
tJon" signilica misuru e "tÀgonos" vuol dire tre angoli; misura, dunque, di
un triangolo, o, meglio, dei suoi elementi e cioè.li angoli e lati.

Vedrcte però che la trigotloìfietria non è "chiusa" nello studio dei
triangoli ma abbraccia e influenza campi molto rasti, chc vanno dall'astro-
nomia all'acustica, dalla topogrufia all' ottica, all'elettrcnica.

Non ,nane quindi che ,nettere sotto accusa la denominazione
"trigohometrio" che fa pensare solo al tiangolo; questo nome fu dato nel
1595 dal matematico tedesco Bartolomeus Pitiscus in un libro che, senza
troppd moclestia, avew i tiolato 'ftigonometria sive de solutione triaogo-
lorum tractatus brevis et perspicuus, cioè oTtiqonometria, ovvero tratlato
breve e ittelligente sulla risoluzione deì tiangoli".

Non è certo st/ano che sia stdta l'astroùofiia oal avere eccitato la
fantasia degli uottlini lih dai tenpi più remoti e in tanti paesi. Il sorgere e il
tratnontare del Sole, I'alternarsi dei giorni e delle no$i, il succedersi,
sempre uguale, delle fosi.lella Luna in un cielo immobile, sono fenotneni
che noh poterano sfnggire neanche all'occhio meno attehto, Sulla voha
celeste, due sono gli astti che, per la loro grarulezza, avevano soprattuno
impressionato: iJ Sole e la Luna. Quahto distavano dalla Tefia? quanto
erano grandi? E con queste domande che ha i izio I'astronothia-

Siamo in Grecia, e Aristorco di Sarno, vissuto nel III secolo a.C.,
riesce a fissare il rapporto fra le distanze Tefta-Luna e Terra-Sole. Ecco
come proceile: da un punto T della Terra (Fig. 1) t)engo o osservati la
Luna L e il Sole S quando il triatgolo TLS è tetangolo in L. Il roppotto
$ fu tovoto da Aristarco misurondo |oneolo a formob dai lati TL e TS;

ma - è chiaro - oi si può dirc che è I'ampiezza dell'angolo a ad essere
uguale a quel rapporto!

Fig. 1

Aristarco era dunque iuscito a fissare in wù relazione le imPres'
sio i di bellezza e di ordine date dalle posizioùi del Sole e della Luna.
Eruno gli inizi delh scienza delcielo, I'asffonomia, ed erano anche qli itxizi
ali un ramo della matematicu, la tigonofiet?id.

Spenava ora alla tigonometid di prccisarc quella relazione fra wt
rupporb di lati di uìt lfiangolo rettangolo e l'ampiezza di un anSolo acuto.

Ma tomhmo all'astronofiia: per misurare l'angolo a si doreva-
o, prima di tutto, inalividuare le direzioni TL e TS; cofie puntare .tlr114

Lùna e sul Sole?
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Fig- 2

A questa dofionda risponde uno strumento ideato da un altrc
Breco, Ipparco di Nicea, vissuto un secolo dopo Aristarco. Dotato di un
particolorc se so tecnico, Ipparco costtuisce la dlot:tra, un apparecchio che
può considerarsi come il teodolite dell'antichità. La diottru (Fig. 2) è
costituita essenzialmente da un disco siluato verticalmente e sostenuto da un
paletto ad altezza d'uomo; sul bordo d.el disco c'è una graduazione ili 360",
e al centro del disco è impemiata, in modo che si possa ruotare, una canna
di bambù, cioè un tubicino. Guatdahdo attave$o questo tubicino si può
puntare I'astro, e si riesce così a determinare I'angolo di elevazione rispetto
ad un riferimento fisso (Fig. 3).

E probabilmente proprio questo strumento ad aver sugge to
I'idea di sostituie all'ampiezza d di un angolo la lunghezza I dell'arco
co»iipondente.

Ch€ cosa è la l goiohel a?
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Fig. 4

Passano i secoli: il cerchio graduato porta a riflettere: se I'ampiez'
za dell'angolo c del tfiahgolo OAB (Fig. 4) è legata da una certa relazione
al tupporto f;Bu. to n"uo relazione clovrebbp valere per il ,opporo CoDo

del ,iangolo OCD (che è uguale ad OAB), dato che a'=,r; e dovrebbe
anche valere per i triangoli oCE e oAF (Fig. 5) che sono anch.'essi ugttali
ad OAB. Ma allora, co e distinguerc un triangolo dall'ahro? E solo dopo
I'i troiLuzione del piano cartesioùo (XV secolo) che quei 4 anSoli al
centro uguali vengono distinti dal segno dell'ascissa e dell'ordinata dei
punti B, E, D, F. Ecco, dalla considerazione statica di un triangolo si pass(t
a quella dinamica di un angolo di vefiice O (Fig. 6): I'ampiezza dell'angolo
formato dalla lancetta OP con I'asse delle t cambia da un istante all'altrc, e
cambiano anche, a seconda alel quadrante che si co sidera, i segni delle
coo inate di P,

Si osserva allora il punto H, e così il ptoblema passn al ca po
della fkica: è come se H fosse I'ombra sull'asse delle x di un punto P che §i
muore su un cerchio (Fig. 7); si è dunque condotti a studiarc 1l rnoto at
monico.

Ché cosa è la irigonornelria?
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'to Che cosa è la ùigonomelia?

Dalproblema asrronomico dt Arisrurco allo studio g?omettico dci
rriangoti. allà considerazione del cerchio graduaro che porta a sostituire
larci all anpolo, alla [isica dci moli otmonict,... : ?cco un cammino ch?
ouò dare ui idea deltb :viluppo (lella trigo\omctria M0 si traua solo di
'un'interDrctazione ch? è, senz'altro, mollo limilala spelo a quon@ accad-
de reràmenre nella storia. Perche, p ma di tutto le invc:tiSazioni di
Aristarco non erano "nate dal nulla"; risentivano ceftamente di osserva2io-
ni c di sludi rcndo i. lungo moli secoli, dagti Egiziani e dai Bobilone§ Ci.
rimane Dctò ben poco delle ricerche rrigonomctriche di qucrti popoli. E. del
resto, iulla ci rifiane dirctamente delle opere di Arist1rco e di lpporco: e
solo attraverso Bli scritti dell'astronomo Tolomeo di Alessandria (fissuto
nel II secolo d.C.) che sappiamo qualcosa dei larofi dei due astronomi
greci-' DoDo Tolomeo occorre fare un soho di secoli per giungere. con la
rivoluzione i,lomica del vcolo Vlll, ad un nuovo accencl?tsi dello spùito
invesisativo. La culturo islamica riurcì ad asrcrbire la sctenza Srcca ormai
in piàa decadenza, a sviluppatne dlcuni 5?ttori. per trasmerterla poi,
ar;euerto num?rosc rraduzioii in arabo, ad un'Eurcpa ancoro oddormen-
no negli anni bui del M?diocvo. Il rcrritotio dove awenne la dtfluione di
euesta'cultura ?ra immenso, dall lndia ai Pir?nci. un terriÌotio dunqu?
Àntor niu vasto di ouello che era suro llmpero Romano E propfio in
questo'mondo muwlmano. dove s incrociaiano correni culrurali -prove-
iienri da oaesi tanto tlivcr tome lo Crecia, la Siria, la Persia e I lndia. chP
to :tudi; dclta trigonom?Itia raSSiunre un aùo livello- L to o queste
conoscenze che ariivarono in Eiropa negli afini mille, attaverso la SPa'
gna.- Occorre dire che oggi, con il tilroNamento recente di numerosi
manoscritti nelli archivi di Islanbut, ci si lehde conto sempte di più.del
come la matelmatica lraba s'imponga co icerche otiqinali aal ahissimo
liwllo; si ttutta sopruttutto ili lavoi di algebra e di tlisonometlia.

Ancora dei secoh tlovevano passare perchà lo cuhura oruba [osse
fata -orooria-'e l'EuroDtt tiutcitte a Protlurre dei luvori oriSinali. Si devc
'ol -oiemLtico redetco iohann l4ùltei, detto Rcgiomonono lera questo il
nome lalino di Kònitbers la c tà dove cra natot, l oPera De triangulis
omnimodis libri Y: è queio lavoro tcrito nel 1164. che coviruisce il primo
libro eschlsivtufiente dedicato alla triSonometria.

Lo sviluooo dell alpebra, e iioe la nascita del imbolo per to'titui'
re un sepno a una parola e ina fotmula ad una lruse - siamo alla fine 'lelCinoueienro -. hà condotto poi i rnatematici aal uniJicate vatie scopcrte di
triponom?trio fatÌc in epoche divers? lurcno c6ì m?sse in rilievo qudle
,ìr|,e idee toidonentali chc illumilano tlta una teoia Sono quetre idee
ii" u"ngrr:o oggi apPlicate p?r risolverc i prcblemi piu vari. dn(he mollo
disa tt da quelli dslrononlici che ùvevano motivÌto la nataiq tlPllo fttgono-
merrio: soio problemi che va no - come vedrete - dalla ropogta[ia
oll'n.lsticn. dàll'ofi ica oll'cleuronira, 0ll cto omia.



Seno, coseno, tangente
come funzioni periodiche.
La nascita della sinusoide

Fra i tinti dspetti clrc presenta lo stutlio della ligonometria, clue
sono quelli clt hanno pafiicolarmente m«rcato lo svihrppo della matema-
tica:

1) I'itttroduzione alei rappofii seno, coseno, langente, e cioè di
relazioni fra angoli e lati .li to1 l angolo rettanSolo. Tale inlrodu.ione
permete di sviluppare quelh parte della trigonometria che conduce alla
lisoluzione di un triangolo qw unque. Ds qui, lo possibilitìt di applicazioni
iguarilanti questioni astrcnotniche e topogrufiche ;

2) lo stLtdio tli set1o, coseno e tange te comg funzioni periodiche,
indipendentemente dalla consi(lerazio e di triangoli. E questo stuclio che ha
conàotto a collegure le funzioni trigonomet che, in Particoldrc il seno e [l
coseno, a fenomeni periotlici quali le onde so ore, aprendo c<)sì un sempre
più vosto campo di dpplicozio i.

Mentre il p mo tlspelto, tllotivalo da prcblenì asttunonici, trova
le sue oigini in tempi moho antichi, il secondo aspello è invece rclatiw'
mente recinte: non certo prima del XVll secolo. Sembla incrcdibile che
una funzione come

-y=sen r
e la sua immagine grafictl la sifitlsoide sia enfr1t! così tar.li a far parte
della natematica oitra a e, (ucor più tordi, ad inporsi nel catnPo applicati'
uo. È diffirit" rendersene conlo iato che sono motli i laltoti che Poter(ttlo
sollecitare i matematici iù questo senso:

. la ,ostruzione dcl te|ltto grudu,tto con la st? otta Eirevok
attorno ol cento potcv,t lnt pen'o,e. tìn d«l tenTo dcllo Jiottro di lpyltrco.
aJ ttna rctazionc dell avo Ji t,n angolo nuggiore ,li 360":

la coqttlerazto»c Jcltt-mvole riigonomerri, he r?kttiv ol 5ao
tli ufi angolo, tar,ole costr'ùite con sempre maggiote precisione-nel corso clei.

secoli dàGreci, Indìani, Arabi. Persidni ed Eltopei, poteva far pensare ad
un prolunpomelo dei rclori tlelh pùmt colottna ol!r? Jolla. e potlare
qumtli a,l-urtervar, lo co,lante t'ir?tt2rcne dci tolori Jcl :eto dell angnlo

Ma. olte d consialeruzioni .li ùatetn«lica' quesld nascilLt cosi
tardira tlella sit'tusoiile e detle funzioni pe odichc appare inspiegabile se si

netp * [atto)illi taralteìe p\irclogiro- 'oppiatno i la ith. lin da Pmpi
molro anrichi gli uomini rimas?ru all,t\-inati do latti rhe rt riP?levano con
resolarita. coùe i lcnoneni nttrcnomi,i .t le olJ' del tnate: r 'nPpiatna
aiclte rome il vnso piac?vole c iposanrc di un qual,oso che t npcrc-.a'l
in!?nalli lissi ùbbio avun. fin da timpi tcmoti. ùnd Jittc tttlluPtt:n s llar'
te. tlotc; 5@to trudotto in itnti mu'icali c in ltegi Je(orativt
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Fig. 1, La lolo è sÌala realizzala lissando una lampadina sU bordo della ruota e un'allra
lampadina al cenho. La macchina fologratica A rimasla in iunzione mentre la ruola

Ritorua do alla natemarici, pel noi, oggi, vedere uno tabella a
due colonne è lo stesso che visualizzarla in un disegno: l'interpretazione
Bralica viene spot anea. Ma, qualche secolo fa, questa reazione non
solgeva dayverc spontanea: hon si potew infatlti pefisate ad una taduzigne
in grafico prima di avet preso piena coscienza del piano cartesiano. E in
queslo periodo, e precisamente nel 1634, che la sinusoiale è e tfito, come
curw, a far parte alella fiatefiotica; ma il suo ingresso in campo malemati-
co non è stato davvero... diretto. Vedremo che la sinusoide è entrata in
lerilorio malemalico quasi itt sordifia, ndscosla da un'allra curva - la
ticloide - che inrcrersara molto di piìt, per motivi meccaniLi.

Siaùo agli iflizi .lel '600 qua do, so(o l'influsso di Galileo,
vengono ripresi, interpretati e visti in chiove moderna dei tefii proposti dai
classici grcci. Fra questi c'è il famoso problema della "rcta Alistotelis", un
prcbletua che sefibla sslite alla scuola di Aristotele. ll problema che
studiano Galileo e con hti i suoi allievi Cavalieli e To icelli, e vari
matefiatici francesi, fra cui Roberval, è questo: ouna ruota rolola se za
sttisciare lungo un percorso rettilineo; se P è un punto della ruota, si chiede
quale curva viene descritta da questo punto duranle il rotolame to" (Fig. 1).

La prima coso che si osserva è che il punto P va gù\ e sl], e,
contefiporaneotnente, si allontona dalla posizione iniziale.

Per rendersi conto dell'esatta [omta di questa curva riferiamoci al
cerchio di diametro OA=2r tlisegnato in Fig, 2, cerchio che è tangente alla
fetta i su cui rorolo.

Se il cerchio ruotatse:oldtnente. scnza avanzare, pet una roozio-
ne ai f, ai angolo piatto, il ptuto A verrcbbe a trovarsi in B; ma il
cerchio avanza, ed è facile stobilire di quanlo avanza il punto B. Si lagiona
così: se il cerchio ruota cli un angolo piatto il punto A si po a in un punto
A' tale che OA' è hntgo metà della circonfelenza, cioè ;r; allora, se il
ccrchio Ìuota solo di o di uù angolo piatlo. il punto A non ri troverà in
B ma in B' tale che

ss'=L6n'=L =,.44

Fig.2



seno. coseno, langont€ come lunzioni peiodichs. La nascita de la sinusoide

Fig. 3

Si capisce poi che se il cerchio ruota di afigolo piatto, il punto A
velrò a trovarsi in C' tale che

cc':!oe':!,,,22
e aost, dopo ufia rotaziofie di "o di angolo piatto, il punto A ti ltotetù
in D' tale che

oo'=ioe'=i::r.
Questo ragionamento, lano per ongoli usunti a 14. 

!, 
3o ai ,,

angolo piatto può, owiafiente, ripete$i per un angolo a quafunque; si
viene così a coslruire pù pvnti la curva descritto dil purlto A della ruokl
(Fig. 3). Questa curva fu .lefia clcloide.

È una awa periodica, cohtposts di archi, e ogni arco è compreso
fra .lue cuspi.li. Lo cicloide entùsiasmò Galileo che così ne parla in wta
leueru indirizzata al suo allievo Bonoventura Cavalieri: oQuella linea ar
cuata sono più di cinqua ta onni che rni venne in menle di descriterla, e
I'ammirui pù uno curvitò graziosissimo per adatlarla agli archi di utt
ponle». Dice poi, Galileo, che gli sembrava che l'area cornpresa entro url
arco di curva e il trutto della sua base, fro due cuspidi successive, dovesse
risuhare uguale al triplo del cerchio che he dò origine.

E prcprio questo problema che fu preso co e pw{o tli sfù1a fra
,natematici italioni e francesi: calcolare I'area della cicloide. Un problema,
questo, che on awva tlei fini concftti; no, si truttava solo di una sfida
intellettuale! Ve ne vogliamo riÌeire, na non uediate che, affascinati dalla
storia della cicloide. si sia ditnenticata la si usoide; è che - come vedrete

- la sinusoide nosce proprio da questo problema.
L'area sotto la cicloide fu calcolata dal francese Robervol nel

1634. La dimostrazione si basa sul P ncipio di Cavalieri, un principio di
carutterc evidente che si ispira alle seguenti consi.leruzioni: I'area di un
rcttangolo si può pensare cotne costituita .la ta ti fili re ilinei hmghi come
la base (Fig. 4); è come se la base si spostasse parallelouente a se stesso
spazzando così l'area. Si capisce Eindi che l'area è data dal prodotto
"base per altezza".
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Fig. 5

Quettu cottcezione porta a rcnde$i cottto che se due figurc (Fig.
5), tagliate con rctte purallele a una direzione fissa, per esempio parallele
alla bose, danno luogo, ad ogni livello, a segmenti di uguale lunghezza,
allora le due figure hanno la stessa arel. Questa osservazio e di cararere
intuiivo è nota conrc Pttncipto di Cavalieri. E questo principìo che ho
po ato in modo verumefie oligiiale a delenninare l'area della cicloide, e
che ha, contemporoneamente, creato u a n ova cutr)a: la sinusoiale, Ecco il
raqionarnento che ha condoto Roberval a determinare questa arca, ispiran-
dosi alle idee di Cavaliei e Toricelli: i segmenti che in Fig. 6 riernpiono la
curva, o desta del cerchio, costituiscono ull area che avrò un cerlo vrùore;
per q atlto si è deto, il valorc dell'area fion cambia se quei segmenli
vengono "slittati" asswnendo così un'allra posizio e. Bene, Roberval fa
"slittaru" quei segmenti verso sinistro (Fig.7) in tnodo che un loro estrcno
vehga a trovarsi sul dianetro OA; gli akri estrcmi, quelli di destra, verrun-
no d fofhafe una nuova curva. Ecco, questo nùow cwva è la sintJsoidet.

Fig. 6 Fig. 7

Ma in quell'epoca questa curva non fu riconosciula cofie "sotu-
soide"; non si pensò che "la compagna della cicloide" - cofie veìiva
chianata - non era akro che la fippretentazione graficl dell'equazione

.y=§en x,'
e non si pensò nemmeùo che era possibile ottene a per punti, cone abbia-
ìno fatto noi (p. 75) basantlosi semplicenente sulle tavole trigononetriche.
Perché - viene da chiedersi - questa mancanaa di elasticilà ir ellenuole?
Rifletiaho: in Etell'epoca si eru solo agli inizi dell'interpretazione grafica
di una legge matematic.t, eru il ptincipio del 1600, il secolo della nascita e
dell'uso delle coordinate cartesiane. Ma sembra alarverc increlibile che
dovesse passare ancora un secolo per scoprirc che quella curva, n td cone
per caso per risolvere il problena della cicloide, overa un suo ruolo

I Questo problema verrà svilupparo nelle pp. 2s9 ss-
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[ondam?ntale sia in fiIrcnatica che nelle sci?nze applicat?: avcvo pe an@'dirito ad una sua cifiadinanza. ad un suo nome- E fu chiamara :inu:oide
petché nasceva tLal seno (sinus, in latino), nome che del rcsto le si addiceva
bene per le sue dolci sinuosità...

Ma, ancora una volta, l'ingresso iel territotio matematico non
\u... diretto. Ora vedremo come - almeno vmbra che cost ci alica la storia"- si chiotircno a poco a poco "i documeni" di quellet che dovcva essere la
sinusoide.

In un libro di Newton, scritto el 1671, ma pubblicato solo nel
1736, viene, per la prifia volta, fatto un largo uso di vai sktemi di
cooraLirutte allo scopo di studiare alcune curre di data equazione; Ìra i vari
sistemi di coordifiate Neh,ton si rale anche di coordinate polati.

Md è soprdttutto lacob Hermann, un fisico-matematico srizzeto,
certamente meno noto, che in un lavoro degli anni 1729'33, utilizza larga'
mente le coordinate polari, dichiarando che eruno particolarme te utili per
lo studio Rrulico delle funz@ni seno e coseno. Ed è prcptio dal rignilicoto
di quesreiuÀzioni tri7onometrichc chc Herma n ?bbe Iidea di indicarc le
coòrdinaù di un punro con cos z, sen a, e p. dove p rlppr?t?nto lo di\lanza
del punro clal poio. Con quesre coordinaè ti porcva rasSiungerP qualun-
qui punto A del piano tFig. 81. Se poi si fitsava uguale ad I il valore di p
ieniva sponraneò di lar corrttpondere alle cootdinarc cosT c senr l?
antiche ioordinate cartesiane, e veniva anche l'idea di rappresentare sul
piano cartesiono le funzioni

y=sen, e )=cos'r.
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Fig. 8

Ecco- la sinusoide era fiata cotne curva autonoma, ila sola, senza la
cicloide.

La sinusoide aveva omai diritto ad una sua firta di ticonosci'
tnefito: era una curva a onde, che si riproduceta dolcemehte; una cutra'
ouindi, che sembrava nala Dcr !radurr? knomeni periodici- Fd e proprio la
ikica dei lenomeni ondulàori. com? quelli prcdofii dall? corcle. vibrunti
che ha conclotto Eulero, negli anni immediatumente successtvt. ad un aculo
studio matemdtico delle finzioni triSononetriche e, più in generale, del
concetto di funzione. Eico Ie sue argomentazioni: una curva, come la
ynusoide, ,i doveva considerore come una unico lun2ione anch? sc era
composta di intinili archi, e queuo perchè, dal pun@ di vista analiÌico.
onira essere ràoorerentata con una rol0 ?quazionc.

E da qr"uo 
"poro 

che le lunzioni cominciano ad cntrare nei piu
vati rumi applicativi: àalle corde iibranti agli analizzatoi dei suoni' olle.
onde elettromagnetiche, alla radio, alla televisione, agli strunenti mu.sicali
eletronici,.-. Ii concetto di funzione si allarga proprio pet lia delle sue
tafite applicazioni, ma, allàrgandosi, diviene talvolta vago e ambigu.o,
Sueresiiii ,ipentamerti hanni condorro in qucrt ultifio secolo nel quadro
di una si\lemazione alell? varie t?otrc malemaliche, a prec5arlo ron uno
definizio e fomtale.


