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Sono sopruttutto due i problehi della vita tli ttti i giotni che

potevano motivare qd uno sludio dell1 geoh|etria solida:
- il probletna della covruzione di abitazioni:
- il problena di deterninarc il contenuto ili un recipiente.
Il prino po a a re de6i conto della posizione reciproca di reie e piani
nello spazio, e con.luce quindi a indagarc su questioni di equilib o e di
stabilitò in relazione olla fonno della costruzione. Il secondo, ityece,
motiva alla ricerca <li regole per calcolare il volume e l'arca della superlicie
di un conte itore, regole che varkno, orviametlte, a seconda della forma.

Vealiamo Ercllo clrc ci dice la storia: i più a tichi documenti in cui
sono riporlali problemi cli geo,netria dello spazio appartengono sia al
mohtlo babilonese che a quello egizio, e isalgono al 2000-1600 a.C. Sia
nelle tatoleue babilonesi che nei papii egizia i le questiotti di geometia
solida si riJeriscoao al secontlo probletno, quello Jelln d?rc nina2ione dei
voluhi. Nu a invcce vt si rrova relarivamente al p no problema, quello
che co d ce allo sttrdio della posizione degli elementi fold.tnehttli che
cottituirono lo tpazio. e Lioè rc e e pidni-

Quando poi aftiyiafio al periodo greco, si ttoya uno truttazione
della geometria piana estrematnente anpia, .le$agliata e rigorosa, nlentre
alla geometria dello spazio è risetuato uno svihtppo assai neno tlifluso e
apprcfo dito.

Vedremo in queste pagi e che questo diva o fra geofietria del
piano e quella dello spazio trova la causa - e sembru verumente strono - inu particolare tipo di società. Ma, rivolEiamo snbito l'ottenzione al trattato
"d'oro": gli "Elementi" di Euclide. In questo libro, scli\o nel 300 a.C.,
ùe e data un struttura ruzionale dll'esposiziofie di tutte le propietà mate-
mdticlte fi o allora scoperte: la trattazione della geomerria è sviluppata
secondo un sistemd ipotetico-decluttivo; in queskt tfttttazio e I'ideale scie ti-
fico dei Greci, e cioè I'ordine e il rigorc logico, ha trovato la sua più uha
espressione. Non vi è, negli "Elefienti", nessuna applicazione prutica; olla
teoria hon fa seguilo nessuna utilizzazione. Si r«cconta, a questo ptoposito,
che, avendo u allievo donandato a Euclide a che cosa potesse esserc utile
la geometria, questi avrebbe rcagito rirolgendosi u un servo con queste
parole: oDà al giovane w1a moneta e nanddlo ùa poiché egli vuole trufte
profitto dalla scie za!».

Il tacconto può essere sertz'altro inventato na lispecchia l0 mefita-
lità di Euclide e I'inJ'luenza fofiissimu .lel pensiero di Platoùe. ln nohe
opere di Platone Ìisulta chiarc il suo atteqgiamer o nei confronti delle
applicazioni della scienza; ascohiamo un diologo fra Socrute e Glaucone,
trato da "La Repubblica": "Bisogna inporre - dice Socrate - che i cùtadini
della tua ciuà in nessun tnodo si aste gono dalla geo rctia... Perché con
I'inseg atuehto di questa alisciplina si purifica nell'uomo un oryano dell a-
nima le cioè I'i telligenza], e lo si rinliamml quan.lo sia spento o ottetrc-
brato,la dltre occupazioii; tot orgaro che importu curare piÌt di infinili
occhi, poiché sohano per rnezzo di esso si può conoscere la verità».

Ancora piit chiaro si rivela il pensiero di Plato e quando dice.
nello stesso dialogo: "Quelli che si occupaùo di geonetria - e si rikrisce
allo geometria piana - si valgono di figure visibili, e rugionano su di esse,

on ad esse pensando mo a quelle di cui queste so o le i nugini, ragionan-
do sul quadrato come idea, e sulla sua diagonale, e non su quello o quelkt
che disegnaho. E così tutte le figure che formano o tlircgnafio, quasi ombre
o irnmagi i specchiate dall'acqua. tutre le adoperano cone rappresentazio-
ni, cercando di veilere attraverso d.i esse i loro origi ali [e cioè la loro
essenzal clte non sono visibili se non dall'inlellige za idealizzarrice,.

E solo cok gli occhi della rùenle, insoìnma, che si deve concepire
la figura geometfica, perché essa non ha spessorc ed è duhque dive$a tla
quella che apparc in un disegno anche se, nell'eseguirlo, si è utilizzata una
puhta sottilissima.

6. Geomelria dello soazio
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Vediamo ora dove cohduce questn concezione quando dal piano
si pdssa allo spazio. Leggiamo ancora un passo di quel liulogo di Platone:
oDopo il piatro - dice Socrile - si considera il solido quontlo è gia itr moto,
pima di studiarlo di pet sé solo lcioè i te de dire -: si stklil I'astrono"
,nia, o meglio la,neccanicn celeste, prina della geomelùa solidal. Mentrc
invece I'ordine rorrcbbe che dopo la seconda estensione si studiasse la
terza, e cioè quelk che si riferisce ai cubi e alla prcfo|tdìtì|,. nE vero -
osserva Glaucone -, ,na questa le cioè la la geometria solidal è una scienzo
che pare non sia stota oncora itventata». "Una rogio e - ribatte Socrate - è
che nessuno Stato la ha in pregiq e quindi lo si sutdio toppo debolhente irl
rupporto alla sua .lifficohà... E per questo che, dalo apputlto il ntodo
tidicolo co cui oru se fie trattd, dopo la geometria piana val heglio saltare
all'astronorni.t, pehsa .lo che la scienaa lnsciata.la parte [e cioè lo scienzo
dei solidil esisterìt quando lo Stato voflà bene occuparsene».

Lo Stato: sembru quasi che ci si liferisca a dei progrummi
scolastici... Ma perché questa contrarieaà ad npprcfondire b surtlio della
leoùetia dello spazio?

Riflettiano: quando dalla geometio piotlo si passa a quella dello
spazio, il disegno non basta pùì a dare un'immagine evocatice, a dare cioè
un'i.lea così chiatu della figutl da essele it1 gra.lo di astrurre in nodo da
nguardare con gli occhi della mente,. E il tlisegno non basla,ra cerlo
all'epoca di Platotle, dt o clr mancava onche il sostegno di «ccur«te rcgole
di plospettiva. Noi, a questa osservazio,te, si reagisce cost tendo dei
modelli, e così, quancl<t il nodello concrct() l'abbiono fatto ptoptio,
riusciamo anche o "vederlo" col pensierc. Ma - e queslo è il punto , la
costruzione di un modello concreto è un laroro da eseguile con le ati, e,
nella filosofia plotonica, u tale lavoro ttot'ì potewt essere di aiuto allat
scienza: la sciefiza infaui, in quatro lale, rappresento\a utt tttottdo ideale
completamente staccalo dal lavorc dell'operaio e, anche, da applicazioni
pùi nobili come quelle rcalizzate dall architetto.

Riesce verametlte diflicile farsi un'idea di.., queste idee. Ci si
chiede: ma allora, I'uot11o che, fi dalla preistoria, cosfruh)a capanne e
abitazioni p mitive. l'operaio greco che ealificava case a piti piani, aveva,
sulle figure solide e quindi sugli elementi che le Iormano, delle conoscenze
più approlohdite del grande matematico? E perché il malenalico ttotl
potew ispirursi alle costruzioni montonentali cone le piramitli d'Egitto o il
Pa enoùe, che avevano certahtente o mo le una seri« progeltazione?

I due mondi, quello alella ,naternalica purn e qùello della,ùntetna-
tica applicata, erano del tutto staccati uno tloll'altrc; erano i dtrc rnonrli che
calatterizzavano quel tipo di società.

C'erano però, anche al tenpo tli Platone, delle figule solide cl&
affascinavano: i ci que poliedfi regolari. L inleresse risiedeva, in q esto
caso, in qualcosa di , istico: lo sinneoia, l'artnonia di <lueste figure
aloreva avere un rtflesso nella coslruzione dell'u irersol E diltttti. gli
elementi. fuoco, aria, acqua, terra, con cui si pe sird fosserc costruile tulte
le cose, trovaro o la loro itterpretaziotrc ispelliraùente nel lelruedro,
nell'ottaedro, nell'icosaedro e nel cttbo. L'esiste za tlel quinto poliedto
regolare, il dodecaedro, viene così SiustifXata da Platone: "Essendoviaicora una quifita combinazione, lddio se ne servì per clecoture il aliseqno

Siumo veramente trcl mondo elelle idee, ma sono proprio q este
idee che, successivamente, noth)arono Ettclide ad uho studio aletnatico
opprolondito sui polied reSolari. Lo svihtppo che vie e dato a que o
irgoriento, nella sua Eeomet a, e infati molo 8ru de rispefto agli altti
capitoli dedicati alle figure solide.

Per una viioke più chiara sugli elementi che costiluisco o lo
sDazio bisog ?ù auendere moli recoh, c l'ai o tetù dull'Lt e: \otrc inlatti
gli a isti che nel t400-1500 si Lledicnrono allo stttdio della prosperriva. che,
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volendo rappretcntate col di:egno le ligure a te dimenrioni, furono
obbligaù aà analizzarc in de aglio la potizione reciproca delle rctÌc e dei
piani.

Veniarno oru all altro problema che costituisce una parrc londa'
mentlle dclla Beometia solida: ia derermina2ione dei volumi E un proble'
mo. qucsto. cie si è presenrato lin dai kmpi più antirhi: qua ta acqua può
contànere qu?l recipiente? Qual e il peco di q.uel troneo d albero:

E inleressante ostervare ch? mcnlr? la malemaltca che ttguaraava
le costluzioni rimase per lungo tempo stllccata dalla teoia' la problematica
prarica dei t'olumi tiovo iniece, anche nell'opcru di Euclid?, uno sÌudio
'teorico corrisoondenre: lo conriderazionc di fiBure equivalenti. la detcrmi'
nazione del iolume di pi:mi. piram i. cilindri coni tronchi di piramidi e
di coni costituisce wM parte fioho curata fieqli "Eletue li".

Per la determinazione del volume e della superficie della sfera si
deve invece atendere il genio di Archimede Ed è proprio con Arehimede.
che :compare il contrato lra motemali(a appli.ata e matcmauca puta:.tl
ovedere cbn gli occhi della mente" è sostenuto ora dall'osservazione e dalla.
tDerimennzùne sul concrelo. Sono le idee di Archifiede che. tiptete n?l
kinascimenro, mot\arono la 'cuola galileiana o Jormulare d?i ptinLipi
generali per la determinazione dei rolumi e delle aree di supedicic cutue
bggi ci ti t'ale ancora di que.tc idee: l? troveftte ?tPosk nellc pagine
dedicate dll' ar go mento.

6. Geomerria deLlo spdio



6. Parte prima

Orientarsi nello spazio

1 . ll piano e lo spazio. Le dimensioni
2. Analogie fra piano e spazio: rette nel piano e piani nello spazio.

Angoli e diedri
3. Mancanza di analogie tra piano e spazio: somma degli angoli nei

poligoni e somma dei diedri nei poliedri
4. Triedri e angoloidi. Poligoni regolari e poliedri regolari
5. Posizione di rette nello spazio. Superficie curve realizzale con rettg
6. L'uguaglianza nello spazio
7. L'equivalenza nello spazio
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1. ll piano e lo spazio. Le dimensioni

Quindo .i p1\\a dal pidno allo sPa/io. cioe da lr:,ure d -2
dimen.ioni a [igure a 3 dimen:iJni. lutto rcmbra piu dirlicile. Eppure-lo
spazio co.titui.ie propri.r lrnhicnle in cui virirmol Perchr que'tc Ji[fi-
coltr nel riconoscèrc lu formr Lll llgure.olide rnche ben nolc. 'e. Per
e.emoio. non .ono Ji.poqle 1cl mod-o ibtlu:llel (li! l).

E percne. spes.o. non riu'ciamo arl a\ere un luea delle 'ezinni
piane di uniolido? Qualc lorma possono avere le sezioni piane dcl cubo?
(figg. 2 e 3).

Cerchiamo di renderci conto di queste diffìcoltà attravelso osser-
vazioni ed csperimenli chc riguardano sia il piano che lo spazio.

Cominciarno con le ti|ure a due (linensiotti- Immaginiamo tanti
polrgoni ritrghrli dl un cartoncino e di\po§lì su un ta!olo. 5e osscl\r.mo
orreiri noh!:!oni dalla oosrTionc in cui ,'i rror iamo. cioc Lldll allo, non abbic
Ào cerro dittrc.rlr; a di.lilìÈuere lc !atie lorme: rl rlirngolo dal quadralo o
da altri poligoni.-Pe;sìamo 

adesso di chinarci fino a porre l'occhio a fìlo del piano
del ravolo: quellc ligure. ciilno e..( lriangoli o poligonr I un numero
qualunque di lati. ci i,ppaiono come.<gmenll: non nu\crdmu plu I ol5tln_
suere una drll.ahra. Cio ò do\uro al ,allo chr.Ilamo o.\er\nnoo le trgure
àal loro ste§\o habilirl: Il pi3no. E. dal piano. nL,n llu'cicmo a Jominar'
le". come av\eni\a quanoà si p.uu,rdavano oall Jllo. cioe dello 'pazio a tre
dimensioni.

Fig. 1 Fio 3



È quanto accadrebbe a un animale piatto che vivesse su quel
piano: I'animale, che non ha la possibilità di alzare la testa nemmeno di
pochissimo, non esce ad avere un'idea della forma delle figure; per
rendelsere conto. dovrebbe girarci intomo, oppure potrebbe rimanere
nella sua posizione mentre ogni figura viene fatta ruotare su se stessa.
L'animale osserverebbe così ogni figura "pezzo per pezzo", e, attraveno
una sintesi intellettuale. si farebbe un'idea della sua forma.

Passiamo ora atl'esame di fgure a te dimensioni. Un cubo. un
parallelepipedo, una piramide, sono realizzati con dei modelli. Noi osser-
viamo queste figùre, e, se ci troviamo allo stesso livello, ne vediamo una
faccia o due facce collegate lungo uno spigolo. Non riusciafto a farcene
un'idea, e questo proprio perché ci troviamo nello stesso spazio in cui
sono imme$e le figure.

Accade insomma, ora, un fatto analogo a quello che si verificava
per le figure piane quando venivano osservate disponendo l'occhio a
livello del tavolo; non riusciamo a "dominarle"; possiamo vedere bene
solo la parte della figura che si affaccia verso di noi. Per avere I'idea della
forma di ogni figura solida dovremmo uscire daÌlo spazio a tre dimensioni
per salire a quello a quattro dimensioni... Oppure - cosa fattibile - dob-
biamo girare intorno alla figura, o. anche, rimanendo sempre nella stessa
posizione, far sì che ogni figura ruoti su se stessa; in tal modo, osselvan-
dola da ogni parte, possiamo aveme, con ùna sintesi intellettuale, un'idea
comples§iva.

2. Analogie fra piano e spazio: rette nel piano e piani nello
spazio. Angoli e diedri

La rctta è un ente a I dimenrione. È facile capire il significato di questa
affermazione: fissato un punto origine O sulla retta, un verso e una uniÌà
di misura, ogni altro punto è individuato da un solo numero (fig.4); si ha.
per esempio, che:

P corrisponde a +3
O corrisponde a -2.
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Fig. 4

Il piaho è uh ehte a 2 dimensiori. Nel Cap. 1
abbiamo visto come. fissato un riferimento. ad
esempio cartesiano (fig. 5), ogni punto del
piano è individuato da due coordiDate: .r,/. Si
ha, ad esempio:

P(+2,+s).
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Sappiamo che due rctte nel piaDo possono rovarsi in tre posizio-

ni reciproche (fig. 6): avere un punto in comune, essere parallele, essere
coincidenti.

Flg. 6

Nel primo caso, le rclte dividotro il piano in 4 partii ciascuna di
queste è un angolo. Angolo è dunque la pùtc di pirno comprcsa fr. dùe
§cmirette che haDno la stessa origine (fig. 7).

Passiamo ora dall'ambiente "il piano" all'ambiente "lo spazio"-

La spazio è a 3 dimensionl Fissato un sistema di riferimento (Cap. 1,
Cornplementi II), un punto è individuato da trc coordinate .r,),-z (fig. 8);
si ha per esempio

P(+2,+4,+3).

/\/\
o

sirolo phto

Flg. 8
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Conside amo, nello spazio, dei piani, cioè degli enti a 2- dimensioni'
Possiamo npetere per ia posizione di due piani nello spazio le considera-
zioni fatte riei riguàrdi délla posizione di àue retle nel piano. Due piani
Dossono trovarsi in tre posizioni reciproche (lig.9): avere una retta in
èomune, essere paralleli. essere coincidenti.'Nel pri'mo caso i piani dividono lo spazio in 4- parti (fig 10);
ciascuna di qo".t" .i "hiu-u angolo diedro (dal greco dis=d\e e hed'ru
=facce t. o semolicemente diedro.' Diedro è dunque la parte di spazio compresa fra due semipiani
che hanno per origine [o stesso spigolo (fig. 11).

Fig. 9

Fig. 10

Fig. 11
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È a a nozione di angolo che si ricorre per misurare e, quindi,

confrontare l'ampiezza dei died . Si procede così (fig. 12): per un punto
qualunque P dello spigolo r. origine dei semipiani z e B, si costruiscono
due rctte perpendicolari ad r. una. a. sul semipiano d e laltra. b, sul
semipiano p; le rette 4 e A giacciono su un piano perpendicolare ad r.
L' ampiezza dell'angolo

9:fi
rapprcsenta la misura del diedro @; questo angolo fi si dice sezlone
nomale del diedrc. I diedri si confrontano dunque misurando gli angoli,
lorc sezioni normali.

6. Perl€ prime

Fig. 12

Ecco qualche esempio di diedd in poliedd belt nori.
Diedri nel cubo

Il cubo (fig. 13) ha 12 spigoli e ha quindi 12 diedli; ogni diedro è
fomato da due facce che concorrono in urlo spigolo. I diedri del cubo
sono owiamente uguali e misurano 9f dalo che la sezione normale è
§empre ull angolo rctto.

Un piano diagonale del cubo, come./4BFE (frg. 14) foma con le
facce EFCD e EFGH dùe diedi uguali: ciascuno misùta 45', essendo la
metà di un diedro rctto.

Frg. t4Fig. 13
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Diedri nel tetraedro regolare
Iltetlaedro regolare (tetras=qtJalto, hedru=facce) è una Pirami-

de la cui superficie è limitata da quattro triangoli equilateri uguali (fig.
15).

Se il tetraedro è regolarc, i diedd formati da due facce che harno
uno spigolo comune sono uguali; e si capisce che ogni diedro è minore di
uno retto.

Fig. 15

3. Mancanza di analogie fra piano e spazio: somma degli angoli
nei poligoni e somma dei diedri nei poliedri

Data la stretta analogia fra diedri e angoli, si potrebbe pensare
che le proplieta sugli angoli "si traducessero" in prop età riguardanti i
diedri; ma basta un esempio per rendersi conto che ciò non si verifica
semPre.

Per i poligoni convessi (fig. 16) si ha: la somma degli angoli
intemi di uh poligofio di n loti è data da

S:(n-2) angoli piatti.
In particolare, per il t angolo (fi9. 17). essendo r=3, si ha:

S:1 angolo piatto,

Flg. 16 Fig. 17
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La rcmmo degli angoli di un poligono convesso dipende dunque, esclusivo-
mente, dol numero n dei lati. Per esempio. il quadrato e il rombo di fig. l8
hanno la stessa somma di angoli; si ha:

S=(4-2) angoli piatti=2 angoli piaui.
Nello spazio, I'analogo del poligono è it polidro, cioè ll solido

che ha la superficie formata da facce poligonali.

Fig. rB

L'analogia è determinata dal fatto che alle rctte, lati del poligo-
ro, vengono sostitùiti ipiani, facce del poliedrc. Sono polieùi: il cubo, il
prisma, la piramide (fig. 19); noo sono invece polied il cilindlo, il cono,
la sfera, dato che la loro supedicie non è formata da poligoni.

Abbiamo visto, nel paragrafo precedente, come alla nozione di
angolo corrisponda, nello spazio, quella di diedro. Calcoliamo allora,
voÌendo seguire l'analogia, la somma dei diedri di un poliedro. Esaminja-
mo due casi:

,{) poliedri limitati dallo stesso numero di facce;
B) variazione di un poliedro pcr continuità.

Fig. 19

,4) Consideriamo un cubo e il poliedro formato da due tetmedri regolari
aventi una faccia comune (fig. 20); questi poliedli hanno, entrambi, la
supedicie costituita da 6 facce. Calcoliamo la somma dei diedri.

Nel cubo, ogni diedro misura 1 angolo retto, e la somma dei 12
diedri risulta quindi uguale a:

S=12 angoli retti.



Fig.20

Nel doppio tetraedraedro (fig. 21) i diedri
sono complessivamente 9: di questi, 6 sono
formati da due facce di uno stesso tetraedro
(came ABC e DBq e farl],piezza a di
ciascuno di quesli diedri è cerlamente nil,o/e
di I retto; gli altri 3 diedri, formati da facce
(come ABC e EBC) appartenenti a tetraedri
diversi, sultano ciascuno doppio dei
precedenti, e qrindi di ampiezza 2c. La
somma di tutti i diedri è quindi:

S'=6e+3'2a=12a.
Ora, dato che z<1 angolo retto, risulta

S'<12 retti, cioè S'<S.
La sommo dei diedri in poliedli aventi lo
stesso numero di facce non è dunque coslante.

B) Consideriamo una piramide avente per
base un t angolo equilarero (fig. 22).
Realizziamone un modello costruendo la base
,4BC con un materiale rigido e gli spigoli
vA,VB,VC con dei lili elastici collegati in y.
Aumentando o diminuendo la tensione dei
fili si awanno delle piramidi - pensiamole
rette - con altezza diversa.

Per una certa posizione del vertice y
si ottertà il tetraedrc regolare; in questo caso
i 6 diedri sono uguali e ciascuno di essi ha
n,l'ampiezza

d minore di 90".

La somma dei diedri è dunque
6d<6 anSoli rctti.

311

Fig.21

7.

Fig. 22
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Immaginiamo ora di awicinare il vertice y alla base. allentando la
tensione degli elastici- Al limite, il tetraedro degenera nel triangolo base
(fig. 23): i diedri formati dalle facce laterali con la base vanno a zerc,
mentre idiedriformati da due facce lateralivalgono ciascuno 180"; quindi,
complessivamente. si ha:

3 angoli piatti=6 retti.
La somma dei diedri non risulta uguale nei due casi. Si intùisce che la
somma dei diedri vafierà con continuità, e potrà essere espressa, quindi, sia
da un numero razionale che da un numero irrazionale di angoli rctti.

Questo risultato. che non sembrerebbe avere grande importanza,
si rivelerà ìnvece (paragrafo 7) ricco di cooseguenze.

Fig. 23

4, Triedri e angoloidi. Poligoni regolari e poliedri regolari

A) Triedri e angoloidi

Lo studio dei poliedri porta a considerare. ohre ai diedri, gll
angololdi, cioè lo spazio compreso fra tre o più semirette passanti per uno
stesso punto e non giacenti sullo stesso piano (fig. 24).

L'angoloide formato da tre semirette si dice triedro. Qualche
esempio: la pjlamide ABCD a base tdangolare (fig. 25) ha 4 angoloidi
(triedri) di vettici A,B.C.D, cioè tanti quanti sono i vertici. La piramide
ABCDE a base quadrangolare (fig. 26) ha 5 angoloidi: uno, di vertice A,
ha 4 spigoli; gli altri sono triedri. Il cubo (fig. n) ha 8 angoloidi uguali,
tanti quanti sono i vertici.

Fig.24
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Fig. 25

Frs. 29

Fig. 26 Fig- 27

vogliamo ora considetute la somma degli
ahgoloidi di una piramide. Rico[iamo anche adesso
a un modello (fig. 28): costruiamo una piramide a
base quadrata in cui la base sia realizzata con
materiale rigido, e con quattro spigoli di filo
elastico. Allontanando o awiciflardo il vertice dalla
base si otlengono lantc piramidi. Abbiamo già
osservato che varia I'ampiezza dei diedri. Varia
anche l'ampiezza degli angoloidi, e precisamentc: se
I'altezza della piramide - immaginiamo che Ia
piramidc sia retra - aumenta (fig. 29), diminuisce
l'angoloide al vertice mentrc aumentano gli
angoloidi alla base; se diminuisce l'altezza della
piramide (fig. 30). aumenta I'angoloidQ al vertice
mentre diminuiscono quelli alla base. E chiaro
però - e ci riferiamo a quest ultimo caso - che la
somma degli angoli delle facce dell'angoloide al
vertice non può raggiungere i 360'. perché la
piramide verrebbe a "schiacciarsi" sulla base (fig.
31). Si ha quindi: Ia somma delle facc€ di un
a[goloide deve essere sempre minore di 360'(1).

Fig.30

I Chiamìamo, secondo l\N. iacce dcllrnsoloide Bli aùsoli dclle ,icce.

Fig.31
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B) Poligoni regolari e poliedri regolari

Sappiamo che un poligono regolare ha lati e angoli uguali.
Consideriamo ora i poliedri regolari. Un poliedro è regolare quando ha per
facce poligoni regolad uguali e ha tutti gli angoloidi uguali.

Il doppio tetraedro regolare (fig. 32) considerato al paragrafo 3
non è regolarc perché non tutti gli angoloidi sono uguali. E così /1o4 è
regolare il p'arÀllelepipcdo rettangolo perché, pur avendo gli angoloidi
uguali. non ha tutte le facce uguali (fig. 33). Le due condizioni imposte
dalla dclinizione sono dunque essenliali.

Fig 32 Fig.33

Lo sludio dei poliedri regolari porta a scoprire una mancalìza di
analogia con ipoligoni regolari: mentre esistono poligoni regolari con un
numero qualunque di lati, ci sono solo 5 tipi di poliedri regolari. Vedremo
ora che qùesta limitaziofle è imposta dal vincolo che abbiamo trovatop ma: Ia somma delle faccc di un angoloide deve essere minore di 360'.

Cominciamo a costruire un poliedro avente pet facce dei t ango-
li equilateri, ognt angolo è dunque di 60". Si possono presentarc i seguenti
casti

1) le facce concorrenti in un vertice sono 3; in questo caso è possibile
costruire il poliedro perché

3 60"=180"<360".
Si ha il tetraedro regolare: è una piramide avente per facce quattro
triangoli equilaÌeri uguali (fig. 34);
2) in ogni vcrtice concorrono 4 facce; è ancora possibile costruire un
poliedro regolare perché

4 60'=240"<360'.
Si ha l'ottaedro regolare: è formato da due piramidi uguali a basc
quadrata, disposte simmetricamente rispetto alla base (fig. 35)i
3) le facce concorrenti in ogni vertice sono 5; la costruzione è ancora
possibile perché

5 60"=300'<360".
Si ha l'icosaedro r€golare: ha 20 facce (fig. 36).

Non esistono altri poliedri aventi per facce dei triangoli equilate-
d: infatti se in un vertice convergono 6 triangoli, si ha

6 60"=360'.
e dunque le sei fccce di un angolorde si trovano su un piano.
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Fig. 34 Fig. 35

Passiamo alla costruzione di poliedri regolari
con facce quadrate. Si ha un solo caso:

4) in uD veltice convergono 3 quadrati: si ha il cubo, o
esaedro regolare (fig. 37). Non si possono avere alt casi
perché, se in un vertice convergono 4 quadrati, la somma
dei loro angolì risulta

4 90'=360'.
5) Anche con pentagoni rcgolad è possibile costruire un
solo poliedro regolare: il dodecaedrc (fig. 38). La
possibilita si deve al fatto che ogni angolo di un
Pentagono regolare vale 1080 e

3.108'=324'<36f.
Ci si rende conto facilmente che con poligoni

regolari ave i un [umerc di lati maggiore di 5 non si
può costruire un poliedro regolare; per esempio. se
consideriamo gli esagoni, anche con tre
esagoni convergenti in un vertice si ottiene un
angolo giro:

3.120'=3tr.
Si conclude che esistono solo 5 tipi di poliedri regolari: ll
tetraedrc, l'ottredm, I'icosacdro, il cubo, il dodecsedro.
Ecco ùna tabella riassuntiva di quanto abbiamo
§coPerto:

Fiq. 35

Fig. 37

Fig.38
tipo

del poliedro
tipo

delle facce delle facce
per vertice

delle facce
di un anEoloide

tetraedro
ottaedro
icosaedro
esaedro o cubo
dodecaedro

triangoli
triangoli
triangoli
quadrati
pentagoni

3 60"=180"
4'tr=240"
5 6tr=300'
3'90"=210'

3 108':324"

3
4
5
3
3
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5. Posizione di rette nello spazio. Superficie curve realizzale
con rette

Consideriamo una retta / appartenente al piano del foglio (fig.
39). Fissato un punto P sulla retta. facciamo ruotare la retta attorno a P.
senza che si sollevi dal piano: si ha art /ascio di infinite rette pet P (li,E. 40):
la retta r spazza tutto il piano.

Immaginiamo ora che la retta r non sia obbligata a restare sul
piano del foglio, ma possa assùmere una qualunque posizione nello
spazio, staccandosi dal piano ma rimanendo semprc lisso il suo punto P
(fig. 4l): si ha una stella di infinite re[e pet P. Le rette. ora, sono di più:
"invadono" lo spazio.

Osserviamo che ognr piano passante per P conlienc infinire rcLte
(fig. 42): si hanno quindi in[inite rcltr \u ciascuno degli inliniti piani per P.

Fig.39

Consideriamo ora due rette oello spazio (fig. ,13): la rctta ,'
passante per un punto P e la retta § passanle per un punlo O.

Si capisce che. in generale. una retta per P c una rettà per O non
s'incontrano: per incontrani. dovrebbero giacerc sullo stesso piano. cioè.
per esempio, la retta r dovrebbe trovarsi su un piano che passa proprio
per P (fis. ,U).

Fis.

Fig.40

Fig-42
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Si conclude che. in generale, due rette nello spazio non appa{en-
gono allo stesso piano, cioè non hanno punti comuni; si dicono sghembe
(fie.45).- È a',norrc un ca\o odrlicolarc che due Ielle sinconllino. e ancor
piir particolare che riano paiallelc llits 4o). croò che non \'incunlrino pur
anpJrtenendo Jllo aslesso Plano.

Fig. 45 Fg. 46

È molto interessante vedere che è proprio Ia posizione di duc
rette sghembe, cioè la posizione che si verifica generalmenle. a suggerire
la costiuzione di superficie curra. Portiamo due esempi.

a) Due sbarette uguali. dotate di fori (come quelle del mecca_
nor sono ai5Doste rn no.izi.rìe ncrrllclu (rg.47): altrrver\o ilori corri'
.pondenripal.u un ltlo elc*rico ln modo d: Ieilliza,e ul inlclirii'lurd di rll'
paralleli., Teni/m,, ora rissa. (on u1:1 mdno. la -batta AB. e.olleviamn la
C, con l'altra mano (Iig. 48). lacendo in modo che l'eslremo C imanga
nella oosilione intzille.-e chc ilili elhstlci cisno \empre ben tcsi. Le duc
sbare non sono piu parallelc: 'ono.ghcmb(: c \engono snche ad essere
sphembi Ira loro i fili cla\tici.- Oucllo chc colplsce ò che. ora. i llli drnnu luogo r unu rapcrfcir
crr,'vd. Si ottiene dunquè una superficie cu a che è formata da relte'

Fig. 45

Fig. 47 Fig. 48
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b) Si costruisce un cilindro utilizzando due dischetti uguali. dota-
ti di forellini lungo il bordo; le generatrici dcl cilindro sono realizzale con
dei sottili bastoncini conficcàti nei fòri (fig. 49).

Tcniamo fissa. cor una mano. una base, per escmpio l'intcriore.
e. con I'altra. ruotiamo la base superiore sul suo stesso piano. Lc genera
trici non sono più parallclc. ma divcntano sghembc. e la forma cambia:
dal cilindro si passa a un ipeùoloide (fig. 50)l si tratla di una supcrficie
curva che è. però. formata da rette.

Le supcrficie rigate. e cioè formate da retle. sono molto ulilizza_
le in drchitctlur3. proprio perchc IJ loro coclru/ione in ccmenlo armah c
estremamente sempÌice.

6. L uguaglianza nello spazio

AuC e DEF lfig- 5lr sono duc trirn8oli uguali. t lacrlc rendcrsi
conto che non sì riesce a sovrapporre ABC e DEF Ìacendoli scivolare sul
piano: se. per esempio. teniamo fisso ABC c slittiamo DEF senza solle_
varlo dal piano. poitando a coincidcrc FD con ,4C (fig. 52). ci accorgiamo
che il vcrticc E non va a coincidere col vertice B.

Per far coincidcre esattamente un triangolo con l'altro, siamo
obbligati a procedere come è mostràto in fig. 53: dopo avcr slittato DE-F
in modo chè l) coincida con .4 e F con C. si ribalta DEF attorno ad ,4C.

RiUettiamo che. operando un riballamento. il triangolo viene
distaccato dat piano, e passa, sia pure per un istante, Pcr lo spazio a tre
dimensioni; in questo caso si dice che ABC e DEF sono in|erratn?ùte
uguali.
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Fig. 51
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Fig. 52

Flg. 53

Passiamo a un'esperienza analoga da eseguire, ora, su due figure
solide, due triedri. Consideriamo il triedro formato dalle semirette 4, à, c,
e il suo opposto al vertice, che è fomato dai Folungamenti d', ,', c' di a,
A, c (fig, 54), Per rendersi conto di come sono disposti qùesti due triedri,
supponiamo che le semirette a, a (e quiadi anche a', r') giacciano sul
piaoo del foglio; accade allora che se la semiretta c è sollevata da! piano
veno di noi, la c' si trova al di sotto del piano.

Fig. 54
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Fig. 55

Un triedro e il suo opposto al vertice sono owiamente uguali,
ma è impossibile sovrapporli; ecco perché: se portiamo la laccia a'b' a
coilcidere con la faccia uguale aò, la semiretta c' non va a coincidere con
la c. ma viene ad essere. rispetlo al piano del foglio. la sua immagine
speculare (fig. 55). I due triedri sono inversam?nte l'lgurli. Ci troriamo
proprio in una condizione analoga a quella di prima, relativa a triangoli.
E, come nell'esempio di pima, p€r far sowappone i due triangoli, si
doveva operare un baltamento, uscendo, così, fuori dal piano, ora, pet
poter sovrapporre i due t edri, dovremmo uscire dallo spazio a tre dimen-
sioni ed entrare in un nuovo spazio "più potente", uno spazio a quattro
dimensioni,

Si conclude che la sovrapposizione di due triedri uguali può
essere impossibile. Esistono dunque delle figure solide uguali, ma non
sowapponibili.

E un fatto, questo, che abbiamo sempre sotto gli occhi, ma su cui
non portiamo attenzione: la mano destra non può essere sovrapposta alla
sinistra, e s'intende con questo "disposta della stessa posizione". Ce ne
rcndiamo conto qùando ci capita di avere due guanti per la stessa mano,
per esempio la destra; non ne possiamo utilizzare uno per la sinistra! La
cosa è possibile se riusciamo a rivoltarlo: quest'operaz ione equivarrebbe
dunque ad uscirc dalla terza timensione per entrare nella quarta!

7. L'equivalenza nello spazio

Due solldl sono equivalenti s€ hanno lo stesso volume. Questa
definizione significa che se i due solidi sono dei rccipienti essi contengono
la stessa quantità di liquido; e, se sono costruiti dello stesso materiale, per
esempio di argilla, hanno lo stesso peso.

Il concetto di volume per figure solide corrisponde al concetto di
aiea pei figure piane. Vi è però \na mancanzd di analogia che è assai
riposta; questa: mentre due poligoni equivalenti, cioè aventi la stessa
area, sono sempre scomponibili in poligooi a due a dùe uguali (fig. 56), si
dimostra che due poliedri, pur essendo equivalelti, Irocsono ton essere
scomponlblli in poliedri a due a due uguali.

Ciò significa che l'uguaglianza di voiume ha un significato Più
ampio della equiscomponibilità. Insomma, due contenitori poliedrici,
come un cubo e un tetrapack, po§§ono contenere Ia stessa quantità di
liquido, ma nor essere divisibili in poliedri uguali.
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Frg. 56

La dimostrazione di q\esto teorema "negativo" è stata data in
eooca relali\amente recentc (lo0l) dal matemalico ledesco Ma). Dehn. Il
tàtro che a queqta scopella \i sia arri\ali da meno di un §ecolo. la capire
che Ia dimoitrazione ò assai posta. Noi cercheremo di far cogliere il
perché dcll'ìmpossibilità di una iale scomposizione fermando l'attenzione
sulle ampiezze dei died .

Esaminiamo prima il caso di Iigure piane' considerando gli angoli
di un poligono, per esèmpio di un quadrato. La somma S deglì angoli di
un quadralo è di 1b0", ciòe di 2 angoli pralli. vediamo se que(lo valore
viene alteralo quando 'i Ji\ide il quadralo in piir noligoni. O5servjamo i
qurdrati della fìg. 57: nel ca.o I) là divistone secondo una diagonale non
ilterc la somma S degli angoli perche non si creano degli angoli in piir: nel
caso 2) ta divisione operata con un asse mediano crea due angoli piatti (F/
e i), e quindi la somma degli angoli è qùella diprima (360') aumentata di
2 aùgoti piatti; nel caso 3) gli angoli da aggiungere sono É+k=2 angoli
piatti e I'angolo giro Ò, e quindi in fitto 4 angoli piani.' ',lei vari ca.i. dunque. una scomposizione o lascia invaliala la
somma S o la incremenra di un multiPlo dr angolo piatlo. ossia dl un
numero intero di angoli retti.

Ouesto risul-tato si può facilmente generalizzare alla scomposizio-
ne in parll poligonali di qualunque poligono.

Ftg- 57
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Fig.58 Fig. 59 Fig. 60

Passiamo ora ai poliedri. Conside amo un cubo. La somma S dei
diedri del cubo è

S= 12 angoli retti.
Se dividiamo il cùbo con un piano diagonale (fig. 58) non vengono alterati
i diedri di spigoli AB ed EF, ma si creano dei nuovi diedri fra il piano
diagonale e la faccia anteriore (dùe diedri la cui somma è I angolo piatto)
e fra il piano diagonale e la faccia posteriore (due died la cui somma è 1
angolo piatto). Complessivamente, ad S si devono ^*i,!ngerc 2 anSoli
piatti, cioè 4 rcui.

Se dividiamo il cubo con un piano mediano (fig, 59) si creano 8
dieùi retti in più perché il piano sezione, in figura orizzontale, forma con
ogni piano verticale 2 diedri retti.

Se poi il cubo è sezionato come in fig.60, la somma § verrà
aumentata di: 4 diedri retti (per il piano diagonale), 8 retti (per il piano
orizzontale), e ancora 4 retti, che si creano nell'intersezione dei due piani
sezione; complessivamente S aumenta di

4+8+4=16 retti.
È facile rendersi conto che comunque si effettui ld scoùlposizione del cubo
in parti poliefuiche si ottiene una sommo di die.lri che è semprc un numero
intero dl angoli retti. E questo sultato si può generalizzare alla scomposi-
zione in pani poliedriche di un qualunque poliedro.

La conclusione a cui siamo ora giunti porla a una scoPerta di
caratterc generale sulla possibilità o meno di scomporre due poliedri nello
stesso numero di pa i uguali. Cominciamo col riferirci a un tetraedro e a
un cubo di uguaÌ volume, e supponiamo che la somma dei diedri del
tetraedlo che abbiamo scelto sia ùguale a ùn numero irrazionale di angoli
retti (vedi paragrafo 3). Se il tetraedro fosse equiscomponibile con il cubo,
le parti poiiedriche che costituiscono il tetraedro dovrebbero. dispo§te in
modo diverso, costiruire anche ilcubo. Ma queslo porta a una conclusione
assurda; ecco perché: la somma dei diedri è espressa, per il tetraedro, da
un numero iràzionale (eventualmente aumentalo di un numero intero di
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angoli rerti ) menlre per il cubo tale somma e espressa da 12 angoli relli
(a;mentata eventualmente di un numero intero). Accadrebbe allora che
un numero irrazionale di angoli relti risulterebbe uguale a un numero
intero di ansoli retti!

La"conclusione assurda è dovula al fatto che abbiamo supposto
che tetraedro e cubo fossero formati dalle stesse parti poliedriche disposte
in modo diverso.

Vi sono dunque dci tetraedri non equiscornponibili con il cubo.
Ora, siccome ogni poliedro conves§o può scomporsi in tetraedri (fig. 61),
si arriva al Eorema ili Dehn: dre poliedri equivalenti possono non essere
equiscomponibili.- Il concetto di equivalenza fra i poliedi ha dunque un significato
più ampio della equiscomponibilita.

Fig. 61. Un poliedro può sempre scom'
porsi in un certo numero dr piramidi, prc_
iettando oqni faccia da un punlo inlemo
al poliedro, e una pramide può sempre
scomporsin un cerlo numoro diletraedri
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1. Il Principio di Cavalieri

In questa Parte seconda studieremo i due prcblemi:
a) determinazione dell'area deÌla superficie di un solidol;
b) determinazione del volume di un solido.

Consideriamo separatamente questi problemi.
a) Determinare I'area della superficie è facile solo in questi casi:l) se la supedicie è formata di poligoni, cioè se il solido è un poli,edro; in
tal caso infatti basta determinare l'area di ogni poligono, faccia del
poliedro;
2) se la superficie è sviluppabile sul piano, come per esempio il cilindro
(fig. 1). In questi casi iI problema si dconduce a determinare l'area di una
figura piana. Ma, in generale, una superficie non è sviluppabile sul piano
- basta pensare alla sfera -, e quindi, spesso, la determinazione dell'area
della superficie pona a problemi complessi.

Flg. 1

B( Per il calcolo del volume ci vaùemo, spesso, di un princrpro che trova
la sua motivazione in riflessioni di carattere concreto. I concetti che
trattercmo, intuiti già da Archimede, ffovano il loro pieno sviluppo nella
scuola di Galileo, soprattutto per opera di Bonaventura Cavalieri (1598-
1&7) e di Evangelista Torricelli (1608-1&7). L'idea viene dal considerare
un solido come formato da tanti strati paralleli di spessore sottilissimo
(fig. 2), quali - per usare proprio un'espressione di Cavalieri - "le pagine
di un libro». Il volume del solido risulta, così, costituito dalla somma di
questi strati.

Alla concezione statica di "somma di strati sottilissimi". il Cava-
lieri stesso sostituisce una concezione dinamica: quella di considerare il
volume di ùn solido, per esempio di un parallelepipedo rettangolo, come
"spazzato" dalla base che si sposta parallelamente a se stessa per tutta
l'altezza (fig,3), o, se si tratta per esempio di una piramide, dalla base che
si sposta parallelamente a se stessa rimpicciolendosi opportuname[te
(fic. 4).

'È benc Iare una preciwionc: larea è la nisun di una sup.rficie. @sì comc la
lùghez. è la misùra di un segmenlo.



Fig- 2

Fig. 3 Fig. 4

A partire da queste considerazioni si può enunciarc come pro_
Drierà di caraTtere evidenle il principio di Cavalieri: se piii solidi. di uguale
àltezza e poggiati sullo sletso piano. sono tali che. segali con piani paralleli
alla basei dànno a qualunque livello figure di uguale area, allora i solidi
hanno Io st€sso volume (fig. 5)r.

1 Si osserla chc la condizionc che i solidì abbiano uguale alte2d ò contenut! ncl lesto
dell e.unciato. e si può quìndi oÒenere.

Fig.5
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Si caDisce infalti che, se si verificano quesle condizioni isolidi

risulleranno, per quanto si e del1o. costituili dalla stessa quantlta ol
materia.

Queste idee che, nei guardi dei solidi, traducono una sensaao-
n" "on.r"ìi *no uulide anche p-er le ligure piane: una figura piana si.può
oenqare. secondo lesDressione di Cavalieri. come una lela lnlessuta ol llll
iririr.ii. o. dinamicamente, come un tilo che si sposla parallelamente a

le sresso. soazzando cosi larea (fig. 6) Si capisce allora che due ligure

^r.unno 
iu ìt"aau area se le corde parallele alle basi. staccale sulle due

iigir", uu.un"o, ad ogni livello, la sìessa lunghezza (fig 7)'

Fig.6

Fig.7

2. ParallelePiPedo
Paraìlelepipedo è uII poliedro che ha per facce sei parallelogram'

mi a due a due uÀuali e paralleli (tig. 8)
Se pli soieoli di quat(ro facce sono perpendlcolarl al planl oelre

utrre are-iu&e, 'ii-paralleiepipedo si dice retto: in questo caso' quallro
facce sono dei rettangoli (fig 9).



Fig. I Fig. 9

Sr l'area di tutta la superficie, si ha:
S,=2ab *2ac+2bc . (1)

Ouesta formula, scritta al modo seguente
SFQa+2b) c+z.ab, (2)

fa capire che l'area della supeÌficie toule del parallelepipedo rettangolo e
retto, è data dall'area della superficie laterale

SF(2t +2b).c
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Fig. 10

Se poi tutti i parallelogrammi sono tettangoli, si ha il panlelepi.
pcdo rettaryolo (fig. 10).

Il cubo è un parallelepipedo particolare: ha per facce dei quadra-
ti (fig. 11).

Fig. 11

A) Arca della supeùcia

- Cominciamo dal parallelepipedo retto a base rettangolare (fig.
l2). E chiaro che la superfrcie è foroata da 6 rettangoli a duc a due
ugùali; perciò, se indichiamo coII a,b,c la lurlghezza dei tre spigoli, e con

Fig. 12
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e cioè dal rettangolo ottenuto sviluppando tale superficie sul piano,
aumentata dell'area 2A=2ab delle due basi (fig. 13).

Se indichiamo con p iÌ perimetro della base del rettangolo
sviluppo della superficie laterale e con /r la sua altezza, la (2) si scdve così:

s-ph+2A.
Nel caso del cubo (fig. 14). essendo

la superficie .S è espressa da
s:612,

dove / indica la lunghezza del lato.

(3)

B) Volume
Per la determinazione del

basiamo sulle idee di CavalieÌi.

Fig.14

Se il parallelepipedo è obliquo (fi,g. 15), le facce sono dei
parallelogrammi, non dei rettangoli. La supedicie non può essere espressa
dalla formula (3) perché l'altezza delle varie facce non coùisponde alla
lunghezza degli spigoli; si deve allora determinare l'altezza di ogni faccia.

Fig. 15

volume del parullelepipedo retlo ct



Si ottiene il volume spostando, parallelamente a se stessa, la base
lungo l'altezza (fig. 16); da questa concezione dinamica risulta che r7
volume è dato dal protlotto dell'arca A della base per l'oltezzd h:

v=A.h. (4)
Se il parallelepipedo ha base rettangolarc,la (4) può scriversi così:

(5)
dove a,b indicano Ie dimensioni del rettangolo base, e c indica Ì'altezza
(fig. 17).

Nel caso del cr.rao, se / indica la lunghezza dello spigolo si avrà

È facile rendersi conto che il vofurne del parollelepipedo obliquo è dato
sempre dalla fomula
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(4)

Fig. 16 Fig. 17

Basta infatti, in base al principio di Cavalieri, confrontaie il parallelepipe-
do obliquo con un parallelepipedo retto avente la stessa altezza e per base
un parallelogramma equivalente al parallelogramma base dell'obliquo
(fig. 18); risulta ovviamente che se i due solidi sono poggiati sullo stesso
piano, Ie sezioni operate con piani paralleli alla base sono, per ciascuna
delÌe due figure. uguali alle basi, e, quindi, risultano fra loro equivalenti.

Occorre fare attenzione al fatto che, ora, l'^hezza h del parallele-
pipedo (fig. 19) non è lunga come uno spigolor perciò, non ci sipuò valere
della formula (5).

v

Fig. 19



3. Prisma

Prisma è un polledro limitato da due poligoni uguali giacenti su
piani parÀlleli (le basi del prisma) e da parallelogrammi aventi Per Iati
opposti i lati corrispondenti d€tl€ basi (te facce del prisma) fig. 20.

La definizìone è assai lunga. ma basta osservare la Iig. 21 per
rendersi conto che non si può ometlere alcuna precisa2ione.

È chiaro che il parallelepipedo è un prisma particolarct i Poligoni
base sono dei parallelogrammi.

Un prisma è retto (fig. 22) se gli spigoli dellc facce sono perpen-
dicolari alle basi; in tal caso le facce sono dei rettangoli.

Fig. 20. Oueslo solido rapprosenla un prisma a basa
pentagonali.

Fig. 21. Oueslo solido r,on è un prisma: i poligoni base
sono uguali e apparl€ngono a piani paralleli, ma le
facce lal€ralr nor sono paral€logramm,i r lali opposli
sono sghembi ka loro. E come se il p sma della I'g 20
avessé subilo ura tors,bne.

Fig- 22

A) Arca della superficie
Riferiamoci al prisma retto (fig. 23). Siccome la superficie

Iaterale del prisma è. quando si sviluppi sul piano (fig. 24), un rettangolo
che ha per 6ase il peimetro p del poligono base e per altezza I'altezza à
del prisma, l'area delÌa superficie laterale sarà

I'area della totale sarà
SFph+24.

dove ,4 è l'arca del poligono base.



Fì9. 23 Fig.24

B) Volune
Pei la determinazione del volume basta co[frontare un prisma

con un parallelepipedo avente la stessa altezza e base equivalente (fig. 25)
per rendersi conto, in base al plincipio di Cavalieri, della validita dela
formula

v=A h.

È interessante confrontarc il volume di prkt ti di uguale altezza e
avehti per base poliqoni regolari isoperimetlici (fig. 26\.

333

Fig. 26



334
Siccome I'area di un poligono regolare aumenta all'aumentarc

del numero dei lati, fermo restando il perimetro (cap. 5, paragrafo 5), si
avrà che, a parità di perimetro di base e di altezza, ilvolume di un p sma
aumenta all'aumentare del numero delle facce. Da un pulto di vista
concreto, questo significa che un contenitore di data altezza, costruito con
un foglio di cartone, è più capace se il foglio ha un numero maggiore di
piegature.

4. Cilindro

Si ottiene un cilindro circolare retto facendo ruotarc di un giro
completo un rettangolo attorno ad ùno dei suol lati t€nuto frsso.

Se il rettangolo è ABCD (fig. 27), il lato Ar, tenuto fisso,
nppreseota 1'asse del cilindro, e le varie posizioni assunte dal lato CD
lapptesentano le generatrici; i lati AD e BC descrivono dei cerchi, 1e òasi
del cilindro. Il cilindro così ottenuto è limitato. a differenza del cilindro
illimitato considerato neì Cap. 2, paragrafo 1.

A) Area della superficie
Per la determinazione dell'area della superficie di un ciìindro si

segue un ragiolamento analogo a quello svolto per il prisma- Si immagina
di tagliare il cilindro luDgo una generatdce e di svilupparlo sul piano: si ha
un rettangolo che ha per base la lunghezza della circonferenza e per
allezza I'altezza del cilindro (fig. 28). L'alea della superficie laterale
risulta quindi

<.:)-,, h

dove r è il taggi,o e h I'altezza; la superficie totale avra I'area
SFznr.h+2tP.

t-E'r

B) Volume
Il conftonto di un cilindro con un prisma di uguale altezza e

avente base equivalerte (fig. 29) conduce, in base al principio di Cavalie-
ri, alla formula:

V: rt2,h.
Si può osservare, ricordaodo quanto è stato detto sull'area dei poligoni
isoperimetrici e sull'area del cerchio, che il cilindro, a parità di perimetro
di base 9 di altezza, ha volume maggiore di qualunque p sma.

Fig.27



Piramide tli vertice y è un poliedro limitato da un poligono'
eiacetrte in u|r piano non passante per y. e da triangoli avenli come vertice
iomune ll punio V e comi basi i singoli lali del poligono (fig. 30)'.-- $ la base è un poligoao igolare e se I'altezza cade nel centro
aera base r iie. jl r. tu piiu*ià" si dice retta a base regolare I rriangoli
lacce sono, in'lal caso, uguali e isosceli: laltezza di ognì triangolo §l dlce
aDotema della oiramide-'"'- '- v."riIÀ. ota vedere come si detetmina l'arca della supetJicie e il
volume di rTta piramide.

Fig. 31
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A) Area della superficie

Se la piramide e relta a base regolare è mollo semplice lro\are
una [ormula ihe esprima l'area della iuperficie taterale. dalo che i
triangoli facce (fig. 32) hanno la stessa altezza. Se si indica con a
l'apolema e con/ iì perimetro di base, la superficie laterale sarà data daìla
somma delle arce dei triangoli, e quindi da:

s,=ip.o.
§ si trova dunque come I'area di un triangolo che ha per base il perimetro
della base della piramide e pet altezza l'apotema.
Se si aggiunge I'area A del poligono base si ottiene la supedicie totale:

1S,=+p a+4.

È chiaro che se Ia facce tiangola non sono uguali, per avere la superficie
laterale si dovranno calcolare separatamente le alee delle singole facce.

B) Volume
Cominciamo col delerminare il volume di una Piramide molto

particolare. Dividiamo un cubo (fig. 33) in 6 piramidi aventi per verice
iomune il centroydel cuboeperbasi ciascuna delle facce del cubo Dato
che le sei piramidi sono uguali il volume di ogni piramide ral.:, I a.t

Fì9. 32

Fig. 33
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volume del cubo. Ora, il volume del cubo è dato dal prodotto dell'area -4
della base per l'a]l.ezza, che indichiamo con 2r; si awà perciò:

ve,,:àv.,b"=à4.2h.
e quindi il volume della piramide è dato da:

Iv=iA h.

ll volume di questa piramrde pafiicolare ò dato dunque du ldellar"adella base per l'altezza.
Fàremo vedere che questa formula vale per qualunque piramide

Ragioneremo in base al principio di Cavalieri. Cominciamo col dimostrare
due proprietà.
1) Se si sega una piramide con un piano parallelo alla b^se, il poliSono
sezione è simile al poligono base.

Riferiamoci alla fig. 34: y è il vertice della piramide, ,4BCDE è
il poligono base e A'B'C' D' E' è il poligono sezione. Per dimostlale che
questi due poligoni sono simili occorre far vedere che:

- gli angoli corrisponrlenrr A e A-. B e 8'. .. sono uguali:
- ilati iorrispondènti AB e 4'B'. BC e B-C . sono in proporzione.
La p ma proprietà deiva immediataùente dal fatto che i lati corrispon-
denìi dei due poligoni sono f inte$ezione di una Iaccia della Piramide con
piani paralleli, e quindi

A'B'IIAB, B'C'IIBC,..,;
di consegùenza saranno uguali gli angoli formati da coppie di rette
parallele, e cioè

É,=6, e,=e , .

Per dimosffare Ia seconda proPrietà riferiamoci alla fig. 35. Si osserva
subito che i triangoli

VAB e VA'B'. VBC e VB'C', ...
sono simili peiché harno angoli corrisPondenti uguali; di consegùenza i
lali corrispondenli saranno in proporzione. e cioè:

A'B':AB=B'C':BC=...
Si conclude che il poligono sezione è simile al poligono base.

Fig.34 Fig 35
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2) Vogliamo ora dimostrare che le cree,S e S' dei poligoni simili ABCDE
e A'B'C'D'E' stanno fru loro come i quadrati delle altezze delle due
piramidi che hanko tali poligoni come basi (fig.36). Ciò discende dal fatto
che le aree di poligoni simili stanno fta loro come i quadrati di due lati
corrispondenti; si ha, ad esempio

S tS'=AB2 ' A' B'2.

Fjg. 36

Si ha poi:
dai triangoli simlli VAB,VA'B' :

dai triangoli simtli VOB,VO'B'l
e quindi:

AB:A'B'=VO tVO',
e finalmente

S I St=VO2:VO'2.

AB:A,8,=VB:VB,
VB:VB'=VO:VO'.

(1)
È proprio in base alla prcprietà (1) che si riesce a dimostrare che il
volume di una piramide è dato dalla stessa formula che abbiamo trovato
per la piÉmide sesta parte del cubo, e cioè che vale sempre la formula:

v= !,q.n.
3

Allo scopo, dfedamoci alla fig. 37, in cui sono disegnate due piramidi di
basi Q e P: una è la sesta parte di un cubo di spigolo 2lr, ed ha quindi
altezza h; l'allÙa h^ la stessa altezza ed ha per base un poligono equivalen-
te al quadrato base della prima piramide.

Fig. 37



Vogliaoo dimosuare che le due piramidi, s€gatc cotr un piatro
parallelo ala bas€ cotròtto a utra quslutrque distùza ,, da.l vertice,
danno luogo a s€ziotri Q' e P'eqùvalcnti; se si vcrifica questa equivalen-
za, allora le due piramidi, in base al prircipio di Cavalieri, avraDno lo
stqsso volume.

Per l8 propdetà 2) si ha:
Qi8'=tP th'2

e
P i P' =h2 | h'2-

Risulta quhdi
Q:Q,=P:P,,

ossia

Q':P=Q:P'
Ora, siccorne per iporesi è

Q=P'
dsultcra snche

Q'=P''
Si conclude che il volume di una qualuaque piIamide è drto da:

v:à4.h.
Un'atteuta lettura della formula ottenuta ci dice che il volume di una
piramide risulta I aet votume di un prisha che ha la stessa base e la
stessa altezza, € questo pgtché il volumc di utr prisma è drto da

V=A.h.
I,a forEula mette dunque in cvideua una proprieta che è difÉcile vedere
a occhio: utr prisma si conpore di tre pimmidi equivaleoti (fi9, 38).

Anche a proposito delle Éamidi vale la stesa osservazione fatta
a proposito dci pdsmi di ugùale altczza e aventi per base poligoni
isoperimetrici: il voluma di una piramide 8umenta all'aumentare del
numerc dei lati del poligoDo base, ferE iestsudo I'altezza e il pedmetro
d,el poligono. Ripreodercmo questa o€§erYaziorc a proposito dcl cooo.
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5. Cono
Si ottiene ult cono circolare retlo facendo ruotare di un giro

completo un triangolo rettangolo attomo a uno dei cateti tenuto fisso.
Se il t angolo rettangolo è ABC (fig. 39), il cateto,4B. tenuto

fisso. è /'asse del cono. e le varie posizioni assunte dall'ipotenusa ,4C
rappresentano le generatrici, il cateto BC descrive un cerchio, la base del
cono.

Il cono così ottenuto è limitato. a differenza del cono illimitato.
considerato nel Cap. 2. paragrafo 1.

B) Arca della superficie
Se si immagina di tagliare la superficie del cono lungo una

generat ce e di svilupparla sul piano si ha un seftore circolare (fig. 40).
L'arco del settore corrisponde alla lunghezza della circonferenza e il
raggio del settore corrisponde all'apotema a del cono. L'area della
supedicie laterale del cono è dunque uguale alì'area del settore, ossia è
uguale aÌl'area di un triangolo che ha per base la lunghezza dell'arco. e
cioè 2 , e pet allezza I'apotema a; si ha:

^ t^rt= 1:.=t.a=1tn.
L'arca della superficie totale si otterrà aggiungendo alla laterale l'area del
cerchio base; si ha:

S,=nra+*2.

Fis- 39 Fiq. 40

B) Volume
Per la determinazione del volume si conftonta un cono con una

piramide avente la stessa altezza e per base un cerchio equivalente al
poligono base della piramide (fig. at). E sempre il principio di Cavalieri
che porta ad affermare che il volume del cono si trova come quelÌo della
piramide; si ha quindi

v=i,t2.h.
È interessante osservare che, in base a quanto si è detto sull'area dei
poligoni isoperimet ci e I'area del cerchio. sulterà che, a parita di
perimetro di base e di altezza, il cono ha volume massimo rispctto a
qualunque piramide-
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Fis- 42

7. Sfera
Si ottiene una sfera facendo ruotare di un giro completo un

semicerchio attorno al diametro (fig. 42).
Ogni punto del semicerchio descrive una circonferenza situata in

un piano pèrpendicolare all a§se di rolazione / flig. 431.' òalla definizione ora dala dlscendono due proprieta. caratleristi_
che della sfera. e che possono quindi essere ptese come altre definizioni:

F9.43

Fig.41

l) tuti i punti della superficie
sferica sono ugualmenre disranti
ào un punro, il centro della
sfera. Riferiamoci alla fig. 44:
segando la superficie sferica
con un qualunque piano che
contiene lasse r (Per esempio
con il piano del foglio) si
oirienè una circonferenza. e i
nunti della circonferenza sono
iome sappiamo - ugualmente
distanti dal centro (fig. 45).
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2) la sferu è l'ufiica superficie che ha due assi di rotazione perpendicolari
fra loro. Ci si rende conto della validità di questa proprietà osservando
che se r e J (fig. 46) sono due assi di rotazione fra loro perpendicolari nel
punto O, il piano z per O. perpendicolarc ad /, scga la sfcra (ottenuta
dalla rotazione di un semicerchio attorno ad r) secondo un cerchio; è
chìaro che questo cerchio, fatto ruotare attorno ad r. genera la stessa
sfera.

È anche facile capire che se Ie retle r e s non fossero fta loro
perpendicolari, non sarebbe generata una sfcra.

La sfera non è. comc il cilindro e il cono, sviluppabilc sul piano:
non è possibile, cioè. tagliare la supe icie sfe ca in modo da poterla
"distendere" sul piano. Il problema della determinazione dell'arca della
superficie è perciò più complesso. non potendosi riportare a quello del
calcolo di un'area piana.

Noi determineremo prima il volume, basandoci sul principio di
Cavalieri. e poi. conoscendo la formula deÌ volume. usciremo a determi-
nare l area della superficie sferica.

A) Volufie
ll volume della sfera è stato determinato pcr la prima volta da

Archimede, nellll sec. a.C. Qui viene riportata una dimostrazione data ai
primi del 1600 da Luca Valerio, professore di matematica e di greco
nell'antica Università di Roma. La dimostrazione di Luca Valerio è
comunemente nota col nome di dinostrazione della scodella di Galileo,
perché Galileo la riporta in uno dei suoi scritti. Qucsta dimostrazione si
basa suÌ p ncipio di Cavalieri.

Per essere più chiari divideremo la dimostrazione in tre parti.
1) Volendo determinare il volume y della sfera, basterà determinare il
volume della semisfera.

Si può ottenere una semisfcra faccndo ruotare di 18ff un semi-
cerchio di diametro,4B attorno al tuEEto OH perpendicolare ad AB nel
suo punto medio O (fig. ai).

Vogliamo calcolare il volume di questa semisfera. Indichiamone
il raggio con r. Conduciamo le tangenti al cerchio in A,B,H; otterremo il
rcttangolo ABCD. Se questo rettangolo ruota di 180' attorno ad OH, esso
genera un cilindro di raggio HC=r e altezza OH-t.

Risulta chiaro dalla fig. 48 che il volume della senisfera si ouiene
sotruerulo .lal volufie del cilindro il volume della pa e coloruta, è a qùesta
parte che si dà il nome di "scodella di Galileo". Per farsi un'idea della
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foma di questa zona basta pensare a un bicchiere cilindrico tale che lo
spessore del vetro vada assottigliandosi verso i bordi.
2) Il volume del cilindro sappiamo Salcolarlo, ma non sappiamo invece
determinare quello della scodella. E la formidabile intuizione di Luca
Valerio che ha portato a scoprire, in base al principio di Cavalie , che la
scodella ha lo stesso volume del cono ottenuto facendo iuotare di 180'il
triangolo OCD attomo ad OH (fig. 49).

Ecco da quali considerazioni è motivata I'intuizione di Luca
Valerio: si osserva che segando il cono con ùn piano parallelo alla base si
ha un cerchio e che l'area di questo cerchio diminuisce con continuita a
mano a mano che il piano sezione, a partirc dal livello base del cono, si
awicina ad O. Si osserva anche che, segando la scodella con lo stesso
piano, si ha una corona circolare (pet farsete un'idea si pensi allo spessore
del vetro quando il bicchiere, di cui abbiamo pailato prima, viene segato),
e I'area di questa corona diminuisce con continuità dal valore uguale
all'area del cerchio base del cono fino al valore zero quando il piano passa
per O (in tal caso infatti si ottiene una linea, il bordo del bicchiere).

Lasciamo ora queste considerazioni intuitive per dimostrare,
algebricamente, che cerchio e scodella hanno in effetti sezioni di uguale
area a qualunque livello.

Riferiamoci alla fig. 50- Indichiamo con a la distanza del piano
sezione dal punto O. L'area del cerchio di centro E e Éggio EF è data da

A=r' EF2,
dove

EF=oE perché E0F=EF):45'
quindi

A=70 E2=;n2.

Fig. 49
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L'area della corona circolare è data da

A',=;EM.- --EN2=;r2 - ,-EN 2-

ora, dal t angolo OEN. per il tcorema di Pitagora. si ha:
ENz= ON2 _ OE2=12-a2.

e quindi
At = iP 7r(r2 - a2) = nr: - iP + ìal = L-ar.

Risulta dunque:

si conclude che cono e scodella sono equivalenti.
3) Il volume della semisfera è dunque:

y'= y" (volume cilindro)-y"' (volume cono)=
-1 1)

=--r!. t_: :. r= =r.\ 1rr.=1r/J.
Quindi il volume dclla sfera sarà:

v=+ri.
Il volume della sfera si ottiene prendendo i t del prodotto di ^- per il cubo
del raggio.

Riportiamo qui i punti fondamentali di questa lunga dimostrazione:
1) si osserva che il volume della semisfera è la differenza fra il volume deÌ

cilindro e quello della scodella;
2) si dimostra che la scodclla è equivalente a un cono che ha Ia stessa base

e la stessa altezza del cilindro:
3) si calcola il volume della semisfera sottracndo al volume del cilìndro il

volume dcl cono.

B) Area della superficie
La determinazione dell'area della supedicie sfcrica non è così

semplice come quella dei solidi finora considerati, e queslo perché - come
abbiamo già detto - la sfera non è sviluppabile sul piano.

Noi determineremo la formula dell area della superficie sferica
mettendo a conftonto la formula che dà il volume. e che abbiamo ora
trovato, con una formula che dà sempre il volume ma che fa intervenire
I'area della supedicie sferica-

Fig 51



Si considera la sfera coùe sùddivisa ih tante soltili piramidi aventi
tutte il vertice nel cento di essa e cotl le basi disposte in modo da formare
un poliedro inscrifto con un ùuùrcro grandissimo di facce (tig.5I).
Abbiamo così una sfera 'sfacceltata".

Il volume di questo poliedro è certamente minore di quello della
§fera. ma si intuisce che aumentando il numero delle faccette il volume del
poliedro tende a quello della sferai ogni piramide "si assottiglia" e la
prop a altezza tende al raggio. La somma dei volumi di tutte le piramidi
tende perciò al volume di una piramide che ha per altezza il raggio r della
sfera e per base la superficie S della sfera. Si avrà:

v=§+.
Ma noi abbiamo trovato che il volume della sfera è dato da:

v = !,,1.
3

Dovrà quindi essere:

ossla:
S'r=4;r3.

da cui:
S=4;r1.

L'area della superficie della sfera si ottiene moltiplicando per 4 quella di un
cerchio m!§simo.

È interessante notare che la formula ora trovata mene in luce
una proprietà geometrica che non appare certo evidente: I area della
supetficie skrica risulta uguale a quella della supetficie laterole.lel cilindro
circoscritto alla sfera. lnfalti (fig. 52), il raggio del cilindro è r e Ia sua
altezza è 2r. e quindi l area della superficie laterale del cilindro è data da:

<.= r-r.)r=A-.:

Fig. 52

È proprio questa osservazione che ha suggerito ai geografi una particolare
proiezionc cartografica: la proiezione su cilindro- Si proicttano i punti
della superficie sferica sul cilindro per mezzo di rette che si appoggiano
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Fig.54

Fig. 53

all'asse del cilindro e che sono ad esso perpcndicolari (Iig. 53): a un punto
P della sfera corrisponde un punto P' sul cilindro. La corrispondenza è
biunivoca a<l eccezione dei "poli" deua sfera, a cui corrispondono le
circonferenze di base del cilindro.

Quando poi si sviluppa iì cilindro sul piano. si ottengono delle
rette parallele che corrispondono ai paralleli. e delle rctte perpendicolari a
queste, che cor spondono ai meridiani (lig. 54).

Vedremo negli Esercizi (110) chc la proprietà di mantenerc Ie
aree (area sfera=area laterale del cilindro) è valida anche 'in piccolo":
cioè. quando si proietta una zona della sfe{a sul cilindro, la forma della
figura cambia ma I'area non viene alterata. E proprio questa osservazione
che condurrà facilmente alla determinazione dell area di una calolta
sferica.

Divideremo questo paragrafo in due parti: nella parte A) larcmo
vedere chc il cubo ha superficie minore di parallelepipcdi di ugual
volume; nella parte B) dimostreremo che è la sfera ad avere la superficie
minore di quella del cubo e di qualunque altra figura ad essa equivalente.

A) Consideriamo un parallelepipedo retiangolo formato da un certo
numero ,? di cubi. Se 1è la lunghezza dello spigolo del cubo. il volumc dcl
cùbo sara F. E ìl volume del parallelcpipedo costruito disponendo un cubo
sopra l'altro (fig. 55) sarà

Se supponiamo /=1 si avrà

Per calcolare la superficie del parallelepipedo, premettiamo questa osser-
vazione: se i cubi che formano il parallelepipedo non fossero a contatto,
come nella fig. 56, la superficie complessiva degli n cubi risulterebbe

s=n 6.12=6n. Fig. s5
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Fig.56

Se ora disponiamo i cubi a contatto in modo da ottenere il parallelepipedo
di fig.55. l'area S della superficie si otterrà sottraendo alla supeificie
prima ottenuta le aree dei quadrati di contatto, cioè di quei quadrati che,
trovandosi internamente _non cooperano alla formazione della superli-
cie. Calcoliamo il numero di questi quadrati -interni". Riflettiamo che di
ogni cubo interno non si devono considerare due quadrati di contatto. e
che ai due cubi che si trovano agli estremi si deve togliere solamente un
quadrato (fig. 56).

Con un ragionamento di questo tipo si possono confrontare le
supedicie dei vari parallelepipedi costruiti con z cubi. Si arriva alla
conclusione che il cubo, formato da r cubetti, ha la superficie di area
minima. RisuÌtato, questo, che corrisponde ad una immediata percezione.

B) Ci si chiede: sara sempre il cubo ad avere, a parità di volume, Ia
superficie minore di qìralunque aÌtro solido?

Cominciamo con alcune considerazioni di carattere concreto: fÉr
avere la possibilità di costruire solidi di forme diverse dobbiamo vaterci di
un materiale che si possa manipolare, come, per esempio, dell'argilla. Se
con que§ta argilla costruiamo un cubo, ci viene spontaneo di comprimere
questo cubo fra le mani in modo da rcalizzarc ln solido ancora più
compatto. Eserciteremo una forza che agirà ora in direzione otizzontale
ora in direzione verticale: poi. ricominceremo con una compressione
orizzontale seguita da una in direzione verticale, e così via. Modellando il
nostro cubo d'argilla in qucsto modo, "si sente" che a poco a poco si
ottengono superficie sempre più "arrotondate" e che, quindi, ci si awicina
alla sfera. Dimostreremo ora la validità matematica di questa percezione.

Partiamo dunque da un cubo, e operiamo su questo una trasfor-
mazione al fine di "allotondarlo", cioè facciamo in modo che la nuova
superficie abbia un asse di rotazione, in una direzione scelta a piacere.
Prendiamo pei esempio come asse di rotazione una retta / perpendicolare
a una faccia del cubo (fig. 58).
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Fig. 59

Procediamo così: seghiamo il cubo (tìg. 59) con dei pianiperpen-
dicolari a questa retta; si ottengono dei quadratì uguali. Ora, ad ogni
quadrato sostituiamo un cerchio equivalente che abbia il centro sulla retla
r. Si capisce che il cubo sarà sostituito da ùn cilindro della stessa altezza; e
questo cilindro avrà lo stesso volume del cubo per il principio di Cavalieri.

Fis. 60

Questa operazione ci fa dunque passare da una suPe icie senza
assi di rotazione, come il cubo, ad una superficie equivalente, il cilindro,
che ha un asse di rotazione.

Che cosa accade dell'area della supe icie? Riflettiamo: Ia super-
ticie del cilindro è certamente minore di quella del cubo perché la
superficie laterale del cubo si può pensare come formata dal contorno di
ogni sezione quadrata e quella del cilindro dal contorno di ogni sezione
ciicolare, e nòi sappiamo (cap. 5. paragrafo 5) che, a parità di area, il
perimeffo del cerchio è minore del perimetro del quadrato.

E adesso, ancora un passo avanti: si parte dal cilindlo e. valen-
dosi del pdncipio di Cavalieri, lo si trasforma in una suPerficie equivalente
che abbia un asse di simmet a - sia s - perpendicolare all'antico asse /
(fig. 60).

Questa volta, le sezioni del cilindro non sono uguali: si tratta di
rettangoli che hanno una dimensione sempre uguale all'altezza del ciÌin-
dro; làhra dimcnsione, che è una corda del cerchio base, varia da zeio a



349

Fig.61

una lunghezza massima che corrisponde al diametro del cerchio base.
Otteniamo una supcrficie, di rotazione attorno alla retta .r, fbrmata da
cerchi di cui il più grande è equivalente al rettangolo sezione massima del
cilindro (fig.61).

Dal punto di vista percettivo, si capiscc che questa superficie ha
una forma 'piir a[olondata del cilindro equivalente: dal punto di vista
matematico possiamo affermare che l'area di questa supcrficie è minore di
quella del cilindro perché a rettangoli si sono sostituiti dei cerchi equiva-
lenti.

Il procedimento continua con ìo stesso metodo: si prende come
nuovo asse l'antica retta r, che è perpendicolare ad s. e si costruisce una
superficie equivalente alla precedente. e così via. Si ottiene in questo
modo una successione di superficie equivalenti e che hanno un'area
sempre piùL piccola. Il processo terminerà quando si arriva ad una superfi-
cie che ha come asse di rotazione sia r che s; e questa superficie non può
essere che la sferd dato che è la sfera l'unica superficie ad awre due assi di
rotazione perpendicolari fru loro (fig. 62).

La sfera occupa dunque, fra le figure solide, Ia stessa posizione
che ha il cerchio nei confronti delle figure piane.


