
7 . Parte pri^a
Esercizi

Sui diedri

2.

1.

4.

(Si consiglia di eseguire il dìsegno e, eventualmente, di cosrruire un modello utilizzando ca oncino,

Quanti diedri ci sono in ùna piramide retta a base quadrata? Quanti diedd risultano uguali fra
lolo?
Quali sono gli elefienti della piramide che costituiscono Ia sezione normale d€l diedro formato da
una faccia e dalla base?

Ci si riferisce all'esercizio precedente. Si chi€de: all'aumentare dell'altezza della piramide, ferma
restando la base quadrata. che cosa accade dei diedri formati da una faccia e dalla base? E che
cosa accade dei diedri formati da due facce?
La somma dei diedri fomati da una faccia e dalla base può essere uguale a 4 retti? Può, questa
somma, essere uguale a zero?

Considerare dclle piramidi rette a base quadrata e della stessa altezza. Si chiede: al variare del
quadrato basc. ferma restando l'altezza. varia l'ampiezza dei diedri formati dalle facce con la
base? E in che modo?

Quanti diedri ha una piramide retta a base esagonale regolarc? Quali elementi della piramide
costituiscono i lati della sezione normale dei diedri formati dalle facce e dalla base?

Riferirsi alla fig. 1. Si passa da un parallelepipedo retlo a un parallelepipedo obliqùo di ugual
base e ugualc alte2za. Nel parallelepipedo retto il diedro formato da una faccia, per esempio
ABCD. cor, la base CDEF è owiamente retto, ed è uguale al diedro opposto, formato dalla
faccia OI{EF con la base //GBr; la somma dei due diedri opposti è duoque di un angolo piatto.

Fig. 1

Che cosa accade di questa somma quaodo si passa al parallelepipedo obliquo indicato in figura?
Ragionare sulle sezioni normali.
In un parallelepipedo rerlo la somma der dredri è di 12 angoli retti. E §e il parallelepipedo non è
retto. ii ha .empre questo valore? (riferirsi alleserci.,,io plecedente).

Determinare il valore della somma dei diedri di un prisma relto avente per base un triangolo
vaia questo valore se il prisma triangolare è obliquo?

Calcolare la somma dei diedri di un piisma retto avente per base un Pentagono € di un prisma
retto avente pef base un esagono.

Riferirsi ai due esercizi precedenti. Considerale un prisma retto avente per base un poligono di n
lati; dimoslrare che la somma dei diedri è esPressa da 4(n -1) retli.

6.

7.

8.

9.
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ln quante parti viene diviso lo spazio dai 4 piani delle facce di un tetraedro?
Osseivare che, nel piano. n punti dividono una retta in ,?+1 parti (per esempio, 2 punti dividono
la retta jn tre parti).
Sempre nel piano, 3 relte, non passanti per lo stesso punto e non parallele, dividono il piano in
6+1 pafii. Si chiede: 4 rette non concorrenli in un punto e non parallele, in quantJ regioni
dividono i] piano? E 5 relte? E ,? rette?.- nht+l)
lJt trova .=+l)
Passiamo allo- spazio e rjferiamoci anche all'esercizio 10. Si chiede: i piani-facce di un pnsma a
base triangolare in quante regioni dividono lo spazio?
Siano z e B i semipiani che determinano un diedro. Costnrire il piano bisettore del diedro, e
dimostrare che ogni punto di questo piano ha uguale distanza dai iiani a e B.
Considerare la sezione normale del diedro dato.
Per lo svolgimento di questo esercizio riferirsi sià al paragralo 2 della PaÌte prima. sia all'esercizio
26 del cap. 5. dove si è trovato che Ia lunghezza del lato /r del penragono règolare inscrito in un
cerchio di raggio r, è data da(1) ts:+\/:]0-r.G.
Dimostrare che la sezione normale del tetraedro regolare di spigolo 1 (fig. 2) non può avere
l'amptezzd a:72'. cioe l amprezza di + di un angolo giro (Ìig. 3). (In tal caso infati si aùebbe5

B^a:AL|:r:+\/3.
e risuherebbe che to spii<.,lo ,/LA non è uguale a 1, ma è naggiore di 1.

Fig 3

valersi delta fo/muh (1), dote r=+13).

12.

l3-

F19.2

Sezioni piane del cubo

l4- Se si sega un cubo con lrn piano parallelo ad una faccia si ottiene, come sezione, un quadrato
uguaÌe a una faccia.
Quale poligono sezione si ottiere segando un cubo con un piano diagonaÌe?
Si può ottenere ùn triangolo equilatero come sezione del cùbo? in che modo sì può averc un
ùiangolo equilatero di lato massimo?

Sezionare un cubo con piani paralleli a un piano diagonale. Si otterranno dei rettangoli; sono
simìli?

Sezionare un cubo con un piano passante per un vertice e contente lo spigolo opposto. Ouale
sezione sì ottiene?
Riferiamoci all'esercizio precedente. Spostiamo ora il piano parallelamente a se stesso. Si otter-
ranno tanti triangoli isosceli; sono simili?
Segare un cubo con piani perpendicolari a una diagonale. Osservare che si hanno tanti triangoli
equilateri.fino a ch€... Si possono anche avere degli esagoni; quali partjcolarità hanno quesri
esagoni? E possibile ottenere come sezione un esagono regoiaie? In che modo?

È possibile avere un tmpezio come sezione del cubo? E ir che modo?

t5.

16.

17.

18.

19.
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N. Spiegare perché, sezionando un cubo. non si può avere un poligono con un numero di lati

suPeriore a 6.

21. Calcolare la Iunghezza della diagortale di un cubo di spigolo 1 e di un cubo di spigolo 2.
Trovare poi la formula generale che dà la lunghezza della diagonale di un cubo di spigolo lungo a.

22. La diagonale di un cubo è lunga d; delerminaÌe la lunghezza dello spigolo.
23, Lo spigolo di un cubo è luflgo 5. Determinare:

1) l'area del r€ttangolo diagonale;
2) I'area del rettangolo ottenuto sezionando il cubo con un piano parallelo al piano diagonale e

passante per i punti medi degli spigoli.
U. L area della superficie di un cubo è uguale a 216. Determinare:

1) l'area del triangolo equilatero massimo, ottenuto segando il cubo con un piano perpendicolare
ad una diagonale; osservare che i lati del triangolo sono diagonali di tre facce del cubo
concorrenti in un vertice;

2) l'area del tdangolo equilatero otienuro sezionando il cubo con un piano passante per ipunti
medi di tre spigoli concorrenti in un vertice. Come è I area dr quesro trtangolo rispetto all'area
del triangolo equilatero massimo?

25. Un cubo ha lo spigolo uguale ad a. Considerati tre spigoli concorrenti in un vertice, determinare
I'area del triangolo isoscele che ha come vertici della base i punti medi di du€ di quegli spigoli e
come vertice opposto alla base I'estremo del terzo spigolo in cui non concorrono i rre spigoli
considerati.

26. Determinare area e perimetro dell'€sagono regolare ottenuto sezionando un cubo di spigolo
cm 12 con un piano perpendicolare ad una diagonale. (I veflici di questo esagono sono punti medi
di sei spigoli del cubo).

n. Un cubo di spigolo 2d è segato da un piano diagonaìe
secondo il rettangolo /48CD (fig. 4)- Calcolare l area del
rellangolo. Se si sega poi il cubo con un piano parallelo a
questo e passante per i punti medi di due spigoli
consecùtivi si otticne il rettangolo EFGIT. Come è l'area
di questo rettangolo rispetto all'Àrca di ABCD?

Fig.4

Riferendosi alÌ'esercizio 27. si consideri il solido limitato dai rettangoli sezione di cùi sopra e dalle
tacce rcttanqolari AEHD e BCGF; che parte è dell'intero cubo?

Dato un cubo di spigolo 2d, determinare l'aiea della sezione triangolo equilatero massimo e della
sezione csagono regolare.
Osservare che questi due poligoni hanno lo stesso perimetro (ugùale a tre volte la diagonale di
una faccia). mentre I'area del rrrangolo e i j- uetlarea dellesagono.

Com€ s€zione di un cubo si può ottenere il trapezio
isoscel€ 4BCD, dove,48 è la diagonale di una faccia e
CD è la congiungente i punti medi della faccia opposta 

^(fig. 5). Calcolare I'area del ùapezio supponendo lo
spigolo lungo 2r.
Spostando il piano sezione parallelamenle a se slesso.
fino a segare i punti medi dei lati O,4 e OB in H e l(, si
ottiene il triangolo isoscele Ill(L; determinarnc l'area.
Quale è il rappono fra I area del triangolo e l'àrea del
lrapezio?

2E.

».

30.
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Riferiamoci alÌa fig. 6: ,48 è la diagonale del cubo; C e D sono i punti in cui i due rriangoli
equilateri massimi HÀ:a. MNP. giacenti in piani perpendicolad ad,4B, segano questa diagonale.

Se un piano è parallelo ai piani di quei triangoli equilateri massimi e passa per un punto interno al
segmento CD, esso non segherà il cubo secondo un triangolo equilatero ma secondo un esagono
perché, in tal caso, vengono segati non tre ma sei spigoli del cubo (fig. 7); in particolare, se il
piano passa per il punto medio O di AB si ottiene un esagono regolare (fig. 8). Consideriamo
l'insieme di questi esagoni. Ogd esagono ha due terne di lati uguali, disposti in modo che due lati
consecutivi hanno lunghezze diverse (a meno che non si abbia il caso dell'esagono regolare).
Dimostrare che gli esagoni hanno lo stesso perimetro-

Fig.6

Fig.7 Fig. I

Riferendosi all'esercizio precedente, dimostrare che gÌi esagoni dell'insieme considerato hanno gli
stessi angoli, e determiname l'ampiezza.
Sempre riferendosi all'insieme d€gli esagoni considerati negli esercizi precedenti, dimostrare che
ogni esagono si può inscrivere in un cerchio.
Come si potrebbe determinare l'area di ogni esagono considerato negli esercizi precedenti? Quale
fra questi esagoni ha l'area massima?

Dimostrare che la diagonale del cubo è divisa in tre parti uguali dai due insiemi dei triangoli
equilateri e dall'insieme degli esagoni, ottenuti sezionando il cubo con piani perpendicolari ad una
dìagonale.

Sui triedri, angoloidi, poliedri

32.

33.

34.

35.

36. Quanti angoloidi ha un tetraedm regolare? e quanti un ottaedro rcgolare?
Considerare un tdedro di vertice ye lati a. ò. c. La somma dei diedÌi del tdedro risulta minore di
6 rctti e maggiore di 2 retti; perché?
Ragionare sui due casi limite: considerare il caso in cui Ie rctte a, à, c tendono a 'schiacciar§i" su
un piano, e il caso in cui tendono a divenire parallele.

Nel testo (paragrafo 4) ci siamo resi conto, con un ragionarnento dinamico, che la somma delle
facce di un angoloide è sempre minore di 360'. Questa prop età si può scoprire anche con una

38.



39.
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dimostrazione "statìca". Riferiamoci ai triedrii pattiamo datla proprietà, evidente. che la o8ni
tiedro una faccia è ùinore della somma delle abre due.
Consideriamo il triedro di vertice V e lati a, b. c (fig. 9). Se a'è il prolungamento di a, per il
triedro di vertice y e di lati a'Ac. si ha:

bvc<a'Vc+ a'Vb.
Aggiungendo ai due membri di questa disugùaglianza la somma

eva+bva
risulta...

Fag. I
Nel lesto (paragrafo 4) si è scoperto che esistono solo cinque tipi di poliedri regolarii sono

tetraedro, ottaedro, icosaedro, cubo (o esaedro), dodecaedro.
È facile calcolare, per ciascuno di questi poliedri, il numero v dei vertici e il numero r degli
spigoli, anche senza avere il modello sotto gli occhi. Riferiamoci per esempio al tetraedro; si deve
tener presente che il numero/delle facce è 4. Allora, per avere il numero v dei venici, si ragiona
così: il tetraedro ha/=4, e ogni tdangolo-faccia ha 3 vertici, e quindi il numero totale dei vertici
dovrebbe essere

ma ogni vertice è comune a 3 facce, e quindi si ha:
v:12 t3:4.

Per avere il numero s degli spigoli si ragiona cosìi ogni triangolo-faccia ha 2lati, e siccome le
facce sono 4, il numero degli spigoli dovrebbe risultarc

3.4=12,
ma ogni spigolo è come a 2 facce, e quindi si ha:

s=12 t2:6.
Gli elementi del tetraedro regolare sono quindi:

t1t
Calcolare /. v. s per gli altri poliedri regolari.
Scrivere una tab€lla di questi valori per i 5 poliedri regolari.

Indicare con/il numcro delle facce di ùn poliedro regolare, con r il numero di spigoli per vertice,
e con, il numero degli spigoli che ha ogni faccia. Si scoprono queste rcÌazioni:

nf nfs=i. "=;
Ouale relazione lega il numero s ai numeri v ed ,?
Tutte queste relazioni valgono anche per un Poliedro non regolare?

Riferirsi all'esercizio 39. Verificare, sulla bas€ della tabella contenente i valori di/, v, s, che, per
ciascuno dei 5 poliedri regolad, si ha
(r) f+v-s=z.
Viene naturale di chiedersii la relazione (1) sarà valida anche per poliedri non regolari? Conside-
rare per esempio il caso di piramidi aventi Per base un poligono di 4, 5, 6 lati e verificare se è
valida la (1).

Per dimostrare che la relazione
f+y-§:2,

detta formule di Eulero, è sempre valida (se, come vedremo all'esercizio 43, il poliedro è
conresso) si segue un ragionamento "a tappe"; poltiamo qui le prime "tappe"r
1) un poliedro pùò scomporsi in tetraedri al modo segÈente: basta proiellare le facce del poliedro

4.

4l-

42-
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{9.".n p""to interno per avere un certo numero di pirarnidi (fig. 10); poi. ogni piramide si può
dividere in tetraedri (fig. 11);
2) per un tetraedro, anche non regolare, vale la relazione

f+v-s-2
dato che, sempre, si ha

f=C, Y:4. s=6;
3) ora, quando a un tetraedro "se ne accosta" un altro secondo una faccia (Iig. 12), accade che

/ dal valore 4 passa a 6v » » 4 » »5
" 6 » »9.

Quindi l'aumento subito da /+v ...

Fig. 10

43-

44.

Fig. 11 Fig. 12

Comiderale un poliedro formato da un cì.rbo e da una piramide retta avente per base una faccia
del cubo e per altezza I'altezza del cubo. Calcolare /, t,, s in due casi:
1) ìa piramide è costruita esternamente al cubo;
2) la piramide è costruita all'interno del cubo, e, quindi, il vertice della piramide appatiene alla

faccia opposta del cubo.
Verificare che. nel caso 2) (poliedro ,on convesso. e cioè non tutte le facce lasciano il poliedro
dalla stessa parte) non è valida la formula di Eulero.
Unendo i centri dell€ sei facce di un cubo si otliene un ottaedro. Questo ottaedro è regolare.
Perché?

Unendo i centri delle otto facce di un ottaedro regoÌaie si ottiene un orbo. Perché?

Se si uniscono i centri delle quattro facce di uD tetraedro regolare si ottiene un altro tetraedro.
Dimostrare che è regolare.
Se si uniscoro i centri delle venti fa€ce di un icosaedro regolare, qùale poliedro si ottiene?
In ogni poliedro regolare esiste un punto - il centro che è equidistante dalle facce, dai vertici e
dagli spigoli. Basta ilerirsi al cubo per capire che queste tre distanze non sono uguali fra loro.
Se r rappresenta la lunghezza dello spigolo di un cubo (fig. 13), esprimere, in funzione di s, ìa
distanza dr del cen.ro O del cubo da ogni faccia, la distanza d3 di O da un vertice, e la distanza d,
di O da uno spigolo.

45.
46.

o.
48.

Fig. 13
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49, Riferendosi all'esercizio precedente e tenendo presente che il c€ntro del tetraedro regolare (fig.
14) si trova sul piano mediano. determinare dr, d2. d..

50, Ouattro punti dello spazio non appartengono, in generale, a un piano. Siano,4, B, C, D quattro
punti in queste condizioni; essi determì,nalo un quadrilaterc sghembo. Per averne un idea basta
pensare a due triaryoli ABD. BDC aw i 1l lato comune 8D, ma appartenenti a piani diversi:
8DC potrebbe essere la base di un tetraedro e ,4BD una faccia. Siaro M, N i punti medi dei lati
AB e AD; e siano H, tr i punti medi di CB e CD. Dimostrare che il quadrilatero Mlr'.Kfl è un
parallelogramma (basarsi sul fatto che Mlr' è parallelo a 8D perché..., e così HX...).
Riferirsi all'esercizio precedente. Dimos[are che i segmenti che uniscono i lati opposti di un
quadrilatero sghembo si tagliano in due pani uguali.
Dihostrare che se si uniscono i punti medi degli spigoli di un tetraedro regolare si ha un ottaedro
regolare (basarsi sull'esercizio 50).
Dall'esercizio precedente risulta che a quattro facce di un ottaedro regolare si possono "affianca-
re" altrettanti tetraedri aveoti lo stesso spigolo dell'ottaedro (fig. 15)- Da questa osservazione
discendono due importanti prop età di questi poliedri regolari:l) it diedro dell'otlaedro regolare e il diedro del t€traedro regolare sono supplementari;
2) il tetraedro regolare che ha lo spigolo doppio dello spigolo dell'ottaedro è formato dall'ottae-

dro e da 4 tetraedri che hanno lo stesso spigolo dell'ottaedro.
Se lo spigolo dell'ottaedro vale 1, lo spigolo del grande tetraedro varra 2, e il suo volume sarà
8 volte maggiore di quello del piccolo tetraedro. Di conseguenza. il volume del tetraedro risul-
ta + del volune dell'ottaedro di uguale spigolo.

51.

52.

53.

Flg. 15

54.

55.

Rette e piani nello spazio

Qual è il tuogo dei punti equidistanti da due piani che si secano? E da due piani paraueÌi?

Determinare il luogo dei punti dello spazio equidistanti da due rette che si secano o che §ono
parallele.
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Determinare il luogo dei punti dello spazio equidistanri da tre rette, lari di un trìangolo.
Determinare il luogo dei punti deilo spazio equidistanti dagli estremi di un segmenro-
Determinare il luogo dei punti dello spazio equidistanti dai tre venici di un triangolo equilatero.
Quale punto particolare dei triangolo appartiene al luogo?
E se jl triangolo non è equjlatero, il Ìuogo passa sempre per quel punto particolare del triangolo?
Determinare il luogo dei punti dello spazio equidistanti da 4 punri A, B, C, D non giacenti sullo
'tesco piano. Sr vedrà (he il luogo si riLluce ad un solo punlo.
In un cerchio è inscritto un po,igono; per il centro del cerchio costruire Ia retra r. perpendicolare al
piano del cerchio. Dimostrare che ogni punro di / è equidistante dai vertici del poligono.

61. Dimosùare che se piir piani paralleli sono segati da due trasversali, a segmenri uguali dell'una
corrispondono segmenti uguali dell'altra (è un'estensione del reorema di Talete).

71.

E dato un piano z e due punti,4. B fuori del piano e giacenti da una stessa pa{e; determrnarc su
z il punto P tale che risulti minima la somma delle distanze /P+PB.
Si costruisca il punto À' simmetrico di,4 rispetto al piano ,, e si congiunga B con,4'; la retta BA'
inteneca z nel punlo P cercatoi perché?

Nel cubo ci sono degli spigoli sghembi? E nel tetraedro?
Seduepianiaepsonoparalleli,èowiocheullaretta/qualunquedelpianozèparallelaal
piano p. Si chiede: la retta r è anche parallela a qualsiasi retta del piano p?

Dimostrare che se una retta r e un piano d sono paralle,i, e se un piano B contiene /, allora la
retta d'intersezione dei piani z e B è parall€la ad /.
Data una rctta r e fissato su di essa un punto P, si capisce che si possono condurre per P infinite
rette perpendicolari ad /; fra queste rette, indichiamo cor r quella che giace sul piano del foglio.
Tulte queste rette formano un piano - sia 4 perpendicolare ad r.
Si chiede: un piano qualunque contenente s sarà perpendicolare ad r? Se vi sembra che questa
condizione non basti, quante rette per P deve contenere, come minimo, il piano per s perché sia
perpendicoìare ad i.?
In quale modo si può costruire per ìrn punto P un piano perpendicolare ad una retta / che non
passa per P?
(Ossetvare che P ed r detenniùano un piano, pet esempio il pidno del foglio. Da P si conduce, sul
pisno del foglio, la reua s perpendicolare ad t; q esta taglia t ì un punto Q. A ora...)
Sia r la retta perpendicolare al piano z nel pìrnto P. Per P si conduce su z una retta qualunque s;
questa risulta dunque perpendicolare ad r. Si costruisce poi, su z, una retta, perpendicolare ad s.
Dimostrare che , è perpendicolare al piano formato da, ed / (teorema delle tre perpendicolari).

Dati un piano , e un punto P fuori del piano, dimostrare che:
1) il s€gmento P,{ della perpendicolare condotta dà P ad d.. e cioè ln di.starzd di P dal piano r, è

minore di ogni altro segmento obliquo che unisce P con un punto qualunque B del piano;
2) se due segmenti obliqui PB, PC hanno ugnali prcieziotli AB. AC. essi sono uguali.

Si conduca per il centro di un cerchio una rct1a / obliqua ispetto al piano del cerchio. Si prenda

Esistono dei segmenti aventi un estremo in P e l'altro estremo sulla circoùfetenza, che hanno la
stessa lunghezza? Osservazioni.

Date due rétte sghembe a, ò, esiste un segmento perpendicolare sia ad a che a b; questo segmento
rappresenta 14 dbtanza (mifima) fra le due rette. Per costruirlo si procede così:
1) si costruisce il piano, contenente la retta d e parallelo alla retta ò;
2) per A si costruisce il piano B perpendicolare ad a, piano che sega z secondo la retta c,

owiamente parallela a à;
3) per P si cosiruisce PO perpendicolare a c. Quesia retta PO è perpendicolare ad z e quindi

ànche alla retta a; ed è anche perpendicolare a b perché b è parallela a c. Dunque PO è
perpendicolare sìa ad a che a b.

Dopo aver eseguito le costruzioni indicate, dimostrare che PO è minore di ogni alaro segmento
che congiunge due punai,R, S, dove À appartiene ad a e S appattiene a b. (Basta ds S co du/re
ST perpendicolarc al piano a e osserwrc che...)

Teorema di Desargues (i593-1662). Questo teorema costiluisce una delle prime scoperte di
geomeùia proiettiva; oltre al valore matematico può essere di aiuto per disegnare con cura un

58.

59-

60.

63.

64.

65.

66,

62.

67-

68.

69.

70,
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triangolo proiezione di un altro su un piano ad esso non
parallelo.
Riferiamoci alla fig. 16: da un punto y è proietiato sù un
piano z un triangolo /8C che grace su un piano p; si
ottiene il triangolo A'8'C'.
Sia r la retta d'inters€zione dei piani r e p. Si dimostra
che i punti d'inteIsezione L. M, N dei lati corrispondenti
dei due triangoli, e cioè AB e A'B' , AC e A'C' , BC e
8'C', appanengono alla relta r. Infatti, /B e A'8'si
trovano sul piano Y,4B
(faccia del triedro di vertice l4
e questo Piano sega r nel punto a.
Così le rette AC e,4'C' si trovano
sul piano Y,4C che sega r...
Quindi...
Che cosa accade se a è parallelo
a p? Come risultano i triangoli?
Esiste la retta /? Fig. 16

73.

Fino agli inizi del XIX secolo l elenticità e il magnétismo erdno consderai come lenomeni
complelamente indip.ndenti. Nel 1820 il fisico danese Oersted scoprì, quasi pet caso, che un filo
perco6o do conente inlluefizava l orienramento di un aqo naghetko siluao ndle vicirunze.
Nasc.va così una p.ima idea sul l.Bome di qùesti due f.nomeni. Alle icerche di Oefi,ed fecerc
seguito gli studi del fisico fiatefiatico francese Ampère.

Della limatura di ferro che si Ìrova su un
piano perpendicolare a un filo conduttorc r
(fig. r?)t quando il filo è percorso da
corre[te la limatura si dispone secondo
circonferenze aventi per centro il punto A
d'intersezione del filo col piano.
Come risulta rispetto ad J, la direzione del
aampo magnelico in un qualunque pu[to P
del piano?

Fig. 17

14. Per individuare il verso del campo magnetico Senerato da un filo rettilineo percotso da con:ente ci
si rale della "regola della manodestra;' (fig. 18): quando il Pollice della mano destra è diretto nel
verso della corrènte che percorre il frlo, le dita della mano disPo§te inlomo al filo indicano il
verso del camPo magnetico.
Come si modifica la regola se si opera con Ia mano sinistra?

Fig. 18
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Un filo metailico flessibile, che può essere percorso da coùenre, è immerso in un campo
magnetico.
Se ì;nrerruttore e aperro. nel filo non pas\a correrte e qrindi esso preserta la concavità verso
l aìto perche e soggerto dl suo peso. Se, invece. passa corrente, il filo viene sospinto verso l,alto,
presentando così la concavità verso il basso-
Quale direzione ha la forza subita dal filo rispetto al campo magnerico e al filo stesso?

Sulla base della fig. 19 descrivere in quale modo si può conoscere il verso della forza magnetica.

Fig. 19

Due fili condutlori s e I sono disposti parallelamente e si trovano nelle vicinanze uno dell'altro.
Una corrente lr percorre il filo r e una corrente 4 percorre il fiio t, nello stesso senso.Il filo s verrà ad essere soggetto a una forza F dovuta al campo magnetico creato da 1r.
Indicare quale direzione e quale verso ha la forza a ir uII punto qualunque P di s.

Un filo chiuso, posto su un tavolo, è percorso da corrente (fig. 20). Se si crea un campo
magnetico in direzione perpendicolare al tavolo. come si dispone iÌ Iilo?

78.

Uguaglianza diretta e uguaglianza inversa

19-

80-

81.

Sia y,4BC un tetraedro; /BC è la base e y il vertice opposto.
Considerare il tetraedro uguale costruito sulla stessa base ma avente come vertice il punto y',
simmetrico di y rispetto alla base. Questi due ietraedri sono direttamente o inversamente uguali?
Cioè, si possono o non si possono sovrapporre?
Che cosa si può dire al riguardo se i tetraedd sono regolari?

Su un trapezio isoscele, preso come base, si costruiscono, da parti opposte, due piramidi re.te
uguali. Queste piramidi sono direttamente o inversamente uguali?

Segando un cubo con un piano diagonale si ottengono due poliedri uguali. Si tmtta di ìlguaglianza
diretla o inversa? E se si opera nello stesso modo a partire da un parallelepipedo che non sia un

Il piano deteminato da uno spigolo di un tetraedro rcgolare e dal punto medio dello spigolo
opposto divide il tetraedro in due tetmedri. Sono regolari? Sono uguali?

82.
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Equiscomponibilità dei poliedri

83-

u-

85.

t6.

Dividere un paralelcpipedo rctto e rettangolo con due piani paralleli a una faccia. Quanti nuovi
diedri si creano? Qual è la somma di questi die&i?
Segando un tetraedro con il piano determinato da uno spigolo e dal punto m€dio delo spigolo
opposto si creano dei truovi dieùi. Ounti? Qual è la loro somma?

Il piano che determina sul cì.rbo una sezione esagonale regolare (vedi fig. 8) caea alt diedri?
QuaDto vale la somma dei diedri del cubo e dei diedri creati dal piano considerato?
Dimostrarc, basandosi sulla fig. 20, che due parallelepipedi aventi uguali le basi e le altezze
relative sooo equiscomponibili.

Fig. 23

Perché due prismi triangolari aventi ugùali basi e uguali altezze sono sempte eqùiscomponibili?
Osservare che un prisma triangolare è la metà di...

gl.
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1.

2.

3,

4.

5.

6.

7.

8.
g-

Cubo e parallelepipedo

Determinare iì volume di un cubo di spigolo a e qìrcllo di un cubo di spigolo 2d. Si può prevedere
il Épporto fra i volumi?
Determinare il rapporto fra la diagonale di un cubo di spigolo d e la diagonale di un cubo di
spigolo 2a. Si prò prevedere il valore di questo rapporto?

Determinare l'area della perficie di un cubo di volìrme 64113.

Determinare il volume di un cubo che ha l'area della superficie uguale a 21642.

Un cubo ha lo spigolo lungo x. Esprimere gralicamente l area Ì della sìrperficie in funzioDe di x.

Un cubo ha 10 spigolo lungo ir. Esprimere graficamente il rolume ) in funzionc di r.
La superficie di un cubo è uguale a 600a'z Determinare la lunghezza dello spigolo, la lunghezza
della aiagonale e larea Jel reltangolo diagonale.

Il volùme di un cubo è 51213. Determinare la lunghezza di una faccia e la diagonale del cubo.

A parnre da 4 cubi ugusti con Io spigolo lungo 1 si possono costluire due par.illelepipedi
relrangoli disponendo icubi in modi di!er§i.
Essi hànno. eìidentemente, lo stesso volume. Hanno anche la §tessa superficie? Calcolare le due
superficie e spiegare i risultati ottenuti.

Quanti paralÌelepipedi rettangoli si possono formare disponendo di 8 cubi uguali? Determinare
pèr ciasèuno di ésii t'area deùa supeìlcie supponendo lo spigolo tungo 1. Quale parallelepipedo
ha la supedicie minore?
Si possono dispore 5 cubi uguali uno sull'altro in modo da ottenere un parallelepipedo rettan'
golo.
§e ne possono disporre 6 uguali ai precedenti, ponendone tre sìl tre, in modo da avere un altro
naralleleDiDedo rettinsolo.
b.r.r*in,rie votume icl rrea della superficie dei parallelepipedi così ottenuti, supponendo lo
spigolo lungo 1.

tln DaralleleDiDedo ha le dimehioni ll, b, c. Cdlcolarne il volume
Se 'i raadop'piàno a,e dimen\ioni. dire quale Òpera/ione.i deve rare perche:
1) il volume ron cambi;
2) il volume risulti moìtiplicato per 8;
3) il volume risulti diviso per 4.

Dato un cubo di lato a, calcolare il volume del cubo che ha Per lato una volta e mezzo il lato dato'
Questo volumc è maggiore del doppio del dato?
É se prendiamo comè_lato una luilhezza uguaìe a una volta e un quarto iÌ la'o datoÌ

Determinare il volume di un cubo di lato lungo 2. Costruire poi ilparallelepipedo retrangolo che
fr" r.i r.^. il reltdnqolo diaqonale del cubo- e per altezza la lunghezza della diagonale dr una
r".di, a.r *u.. Veriicare chi il volume del paiallelepipedo e doppio d(l volume Jel cubo

È dato un cubo di spigolo 4. Calcolare il volume del parallelepiPedo che ha-Per ba§e rl quadrato
*""i. p.r '.rii.l i iu'nri meai della bare del cubo e per altezla lalte2za del cubo' come ticulra
ouesto volume risocllo al !olume del cubo dalo:
òeterminare poi ,ì rapporro delle ruperlicie lolall dei due solidi.

10,

ll_

13.

14,

15.

6.
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16. Un cubo e un parallelepipedo rettangolo di lati 44, 64, 9d hanno lo stesso volume. Determjnare la

Iunghezza deì lato del cubo e il rapporto fra le due superficie totali.
17. Un cubo e un parallelepipedo rettangolo sono equivalenti. Sapendo che le dimensioni del

parallelepipedo sono 2d, 3a e 4.5d, determinare il rapporto fra le superficie totali e il rapporto fra
le diagonali.

lE. Un cubo e un parallelepipedo rettangolo con i lÀti \tnlhi a.3a e 2.25a hanno la stessa superficie
totale. Determinare il rapporto dei volumi. Si può prevedere quale dei due solidi avra volume
maggio{e?

19. Di un parallelepipedo rettangolo si conosce I'altezza (r?=8). la differenza fra le dimensioni Ì e )
della base (r-y=6). e I'area della superficie laterale (5/=224) Determinare le dimensioni x e )
incognite.
Inrerprerare poi rl problema sul piano carte\iano.

?.o. Di un parallelepipedo rettaogolo si conosce l altezza (h =4), la somma delle dimensioni .l e ) della
base (r+y:f4) e il volume (y=96). Determinare le dimensioni incognite r e 1.
lnterpretare poi il problema sul piano cartesiano-

21. Un parallelepipedo rettangolo ha la base quadrata di lato I e l altezza h.
Scriverc la formula della supcrficie laterale. Esaminare 1re casill) / costante (per esempio a:2); rappresentare sul piano cartesiano Ia legge che lega la superficie

laterale all altezza.
(Si può itldicdrc h con )i e Sr con y);

2) ll costante (per esempio r=3); rappresentare sul piano cartesiano la legge che lega la superfi-
cie lalerale a /.
(Si può i,tdicare I con x e St co 9;

3) S/ costante (per esempio S/=12)i rappresentare sul piano cattesiano la legge che esprime / in
funzione di À.
(Si può indicsre I coù y e 11 co x)-

22. Un parallelepipedo rettangolo ha Ia base quadrara di Iato I e ì'altezza à.
Scriv€re la formula del volume e rappresentare sul piano cartesiano le leggi che esprimono il
legame fra due variabili nei lre casi:
1) / costante (per esempio l=2);
2) i coslante (per csempio l,=3);
3) 7 cosrante (per esempio Y=12).
Nell'ultimo caso si ottiene una curva "nuova": non è un iperbolel

23, Un paralìelepipedo rettangolo ha la base quadrata di lato / e I'altezza à.
Scrivere la formula della superficie totale. Considerarc tale formula nei casi:
1) / costantel in tal caso la superficie lateraìe è direltamente proporzionale ad À?
2) À costante.
Illusrrarc r due casi nel piano cancsiano.

A. Riflettere sulle considerazioni seguenti. e €ompletarle.
Il cttbo ha volume massino lra i paru elepipedi retta goli di Suale supetficie.
Cominciamo col renderci conto del signifìcato di questa proprieta. Significa. per fare un esempio
concreto. che fra tutte le scalole costruite utilizzando la stessa quantità di cartonc, il cubo è quella
che ha il massimo contenuto.
Seguite ora questa dimostraz ione che. ifl parte. dovrele completare.
Dimostriamo prima di tulto la seguente proprietà di carattere aritmetico se due umeù po\itivi, d
e b, han o na data son,na, il ptodono a-b è nassimo quando a=b.
Rendetevi conto su qualche caso numerico del significato di questa ProPrielà (fissate ad esempio
Ia somma uguale a 12; allora il prodotlo massimo si ha quafido i numeri sono entrambi uguali a
6). Ouesta proprietà significa, da un punlo di vista gcomelrico. che fra tulti i rettangoli di uguale
perimetro (àd esempio uguale a 24) e il quadrato ch( h3 lareir massimri potele realizzare dei
ierrangoli di ugual perimétro valendovi di uno spago tenulo ben teso fra Ie due mani.
Per di-mostrare la pìoprietà in generale indichiamo con 2s Ìa somma dei due numeri a. à, cioè
poniamo:

a+b=2s.
Questo significa chc se uno dei numeri. per esempio d. supera s di ùna quantità .r, l'akro numero.
6. è inferiore ad s della stessa quantità r; scriviamo dunque così:

Calcoliamo ìl prcdotto d'ò; si ha:
r. à=(J+r)(r_x)
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a. b=s2-x2.
È chiaro allora che d ò è massimo quando ad 12 non si toglie nulla, cioè quando

e in tal caso risulta proprio
a=s. b=s.

Passiamo ora da due numeri a tre numeri. Sìalo a, 4,. tre nÌìmeri tali che la loro somma è
costante; poniamo

a+b+c:3s.
Vogliamo dimostrare che il prodotto

risulta massimo quando
n=b=c=s.

Supponiamo che sia

ma che d e à nor siano uguaii ad r; sarà allora, per esempio:
a=r+-r. b=s-x.

Calcolate il prodotto

esprimendolo in funzione di s e di jr.
Vi accorgerete che a,b c isulta massimo se i tre numeri sono uguali.
Fin qui, una proprietà rumerica. Passiamo ora all'interpretazione geometica- Consideriamo dei
parallelepipedi retlangoli e retti di spigoli lunghi a. ò, c; la supe icie è data da

2ab+2ac+2bc.
Invece di esprimere Ia costanza della supedicie basterà esprimere che è costante la metà della
superficie; scriveremo per esempio che è

ab+ac+bc=3s2.
Il volume dei parallelepipedi è dato da

ora, questo prodotto è massimo se è massimo
a2. b2. cz.

che si può anche scriverc
ab.ac. bc.

Prismi

25, Un prisma retto ha per base un triangolo equilatero di lato d. Determiname il volume sapendo
che la sua altezza è il doppio del lalo del triangoìo equiìatero-
Se raddoppia il lÀto del triangolo eqùilatero e l'altezza del prisma rimane uguale, che cosa accade
del volume?

- Un prisma retto àa per trase un esagono- r€golare di-lato d, cd ha l'altezza "g*1. a j ,.
Determinare il volume dcl prisma e l'area della superficie totale

27. La base di un p sma .etto di aTtezza a è un lriangolo rettangolo isoscele di ipolenusa lunga a.
Determinare il volume del pisma. Osservare che il volume risuÌta la metà del volume di un cubo
di spigolo a; si poteva prevedere?
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29.

Un prisma retto ha per base un rombo in cui una diagonxle e i i- dell altra e la somma delle

diagonali è di 14a. Determinare la superficie lotale del p sma sapendo che I'altezza è uguale al
semiperimetro di base.

Un prisma retto ha per base un trapezio isoscele. Sapendo che la somma delle lunghezze delle ba-
si del rranezio i 18/ e che unr è ; X actt ,trr,. dcrermindrc:
1) la luoghezza delle basi;
2) l'allezza del trapezio sapendo che gli angoli alla base maggiore sono di 45' ciascuno;
ll la superficre del pnsma sapendo che la 5ua altezra " i I a.ffo tu'. minore del trapezio.

Lo stesso problema dell esercizio precedente supponendo che il rrapezio base abbia gli angoli
acuti di 60' ciascuno.

L stcsso problema dell'esercizio 29 supponendo che il trapezio basc abbia gli angoli acuti di 30"
cÉscuno,

Cilindro

Facendo ruotare di un giro completo un reitangolo di dimensionj 6 e 8 attorno all'uno o all'altro
dei suoi lati si ottcngono due cilindri. Avranno lo stesso volume? Si dircbbe di sì, e invece...
Perché i volumi non risultano uguali?
Calcolare il rapporto dei volumi nel caso in cui le dimensioni del rcttangolo sono d e ò. Che cosa
si scopre?

Riferendosi all'esercizio precedente, €alcolarc il rapporto fra le superficie laterali e poi il rapporto
fra le superficie totali dei due cilindri.
Dato che un cilindro si ottiene facendo ruotare di un giro complcto un rettangolo attorno a uno
dei suoi lati, si capisce che si potrà calcolare il volume dcl cilindro moltiplicando I'area del
rettangolo che ruota (e che _spazza" il volume) per... Basarsi su un caso numerico.
Perché moltiplicando I'area del rettango;o che ruota per la lunghezza della circonferenza del
cerchio base del cilindro. risulta un volume doppio dcl volume effetlivo? (vedi Complementi").
Determinare la superficie totale e il volume di un cilindro sapendo chc I'area di base è 9r e
l'altezza 10.

Determinare il volume di un cilindro di altezza uguale al diamctro di base, sapendo che la
circonferenza è lunga 4'.
Determinare I'allezza di un cilindro di area di base 16; e di cui la superficie lat€ralc è doppìa
dell'area di base.

Determinare la superlicie totalc di un cilindro di volume 8l; e altezza uguale a 9-

Con un foSlio di dimensioni 24 e 32 si possono costruire due cilindri cuNando il rettan8olo
attorno all uno o all altro lato. Dererminare volumc c area della superficie totale dei due cilindri.
Si può prcvedere se saranno uguali i due lolumi? e le due superficie tdali?
Svòlgerè lo stesso problema indicando le dimcnsioni del rettangolo con a e à.

Un cilindro ha il volune uguale a 360r e l'altezza uguale a 10. Determinare il rappono fra la
superficie lotale di questo cilindro e quella di un ahro cilindro che ha lo §tcsso volume e il raggio

30-

3t-

32.

J4.

37-

35.

.

38.

39.

40,

4t-
doppio.
Due cilindri hanno l'area della superficie totalc uguale
Delerminare il rapporto dei volumi.

a 224n. L tuggi sono lunghi I c 4.

Riferirsi àll'esercizio precedente. SvolSere il Problema sapendo che i raggi sono I c ,'a-

l'arca della superficie totale del cilindro di raggio. è ugualc a la4 
"r'].

c che
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43. Due cilindri sono equivalenti; l'altezza del primo è à.

Sapendo che il raggio del primo è r e quello del secondo ò {. determinare il rapporto fra le due
.uperlrcie lorah.

44. Due cilindri sono equivalentir l'altezza del primo è I e quella del secondo 4fi; il raggio e Jl?.
osservare che, in questo càso, i cilindri hanno anche uguale la superficie lotale.
Quando si verifica questo fatto?

45. In un cilindro di volume 288^- e di raggio uguale a 6 sono inseriti due cilindri aventi la stessa
allezza del cilindro dalo e per diametro il raggio del dalo. Determinarel
1) il rapporto fra le superficie laterali dei due cilirdri e la superficie laterale del daio;
2) l'analogo rapporto fra le superficie totaii.
Che cosa si osseNa?

46. Verificare che se l'altezza fi di un cilindro è uguale al raggio /, la supedicie iaterale risulta me1à
della totale.

47- Un cilindro ha il raggio r e l'altezza h. Scrivere lÀ formula deÌla superficie lateralc e saudiarla nei

1) / costantl}ì
2) i cosianre;
3) S/ coslante.
lllu.trrre cra.cuno d.i ca.i .ul piano carle'iano.

Piramide
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52.

48.

49.

50,

51.

53.

54,

55-

Determinare il voìume di una piràmide retra a base quadrata. sapendo che l'area di base è 1004']e
l apotema è 13a.

Determinare il volume di una piramide a base esagonale regolare sapendo che il lato di base è 6a
e lo spigolo è 10ll.

Una piramide ha pc, base ur rettangolo in cui la somma delle dimensioni C :+a e una e I f
dell'altra. Determinare l area della superficie tokle sapendo che l'altezza. uguale a 5,' cade nel
centro della base.

Delerminare volume e superficie totale di una piramide retta a base quadrata sapendo chè il Iato
del quadrato ò 2a e che le facce sono dei triangoli equiiateri.
lJna Dirrmide rella a bdre ouddratd hr la ruperlicie laterdle di cm J"n e il lato dr bd§e dr cm 16

Dereimir,rc ,t rapporlo lr. il \olume dr qìre.la pir"miLle e il tolumc di una Pirumide dr uguale

al.ezza e avente per base un rcttangolo isoperimetrico al quadrato e taìe che una dimensione è i i
dell altra.
Si può prevedere quale delle due piramidi avrà il volume maggiore?

Rilerirsi all'esercÌzio precedente. Determinare il rapporto fra ii volume della piramide a base
uuadrata e rl volume di una prramiJe di uguale ahezza e avente per base un rombo dello stesso

dcrine'ro del quddrdro e lormdro d" due lriangoli equilrterr.

L nd Diràmide rerro a baie .luadrala hd lalrezza Ji (m l5 e lapolema di cm 17' Con'iderare la
Ji,,ni'a. O,. 'i "rr'ene .epaìdo la pir"m,de dara .on un piano pdlalrero allà bc'c c dt\'unre dr
im J dal rerri.r, < dererm-inrr( rt ripporro tra i volumi delle due ptramidi

Una piramide a base quadrata vicne tàgliata con un piano parallelo aila base e passante Per il
punto medio dell'altezza. Quàli rapporti fra gli elementi delle due piramidi ri§ultano uguali a 

2L?

Considerare: i lati delle basi. le allezze, gli spigoli laterali, le superficie laterali, le superficie
totali. i volumi.
A ouale di\taua d.rl verli.e di und pirJmioe rella J ba§c quaJralc 'r dete (ondurre un nrano
p,.jif.fo "rt, ba.e in modo c\e il quaàrato 'ezrone obbia un'area uguale alla metà dellareà della
base della pirarnide?

56.



7. Parl6 s56nda. Esercizi 671
51. Una piramide retta ha la base quadrata di lato l, ed I'altezzÀ lunga ll. Scrivere la formùla del

volume e studiarla nei due casi:
1) I costante;
2) À costante.
Descdvere, nei due casi, la formula sul piano cartesiano.

5E. Una piramide retta ha la base quadratà dj lato I, e l'a.ltezz^ lunga à. Scrivere la formula della
sùperficie laterale e studiarla nei tre casi in cui manga costante il lato o l'apotema o i area della
superficie lotale.
Interpretazione grÀfica.

59. Problefia analogo a quello dell'esercizio precedente. considerando. ora, la superficie totale.

Poliedri règolari

60.

61.

a.
63.

&.

65.

6.

Determinare l area della superficie di un tetraedro regolarc di spigolo Zr. Rappresentare grafica-
menle questa furzione.
Risolvere lo stesso problema dell esercizio 60 relativamente all'ottaedro regolare.
Risolvere lo stesso problema dell esercizio 60 reìativamentc all icosaedro regolare.
Determinare il volume di un ottaedro regolarc di spigolo 2r.
Deterrninare il rapporto fra i volumi e il rapporto fra le superficie di un otlaedro regolare di
spigolo 2a e di un cubo che ha lo stesso spigolo.
Considerare i centri delle 6 facce del cubot essi sono vertici di quale poliedro re8olare? Determi-
nare il rapporto fra il volume dcl poliedro così ottenuto e quello del cubo.
Si scopre, sulla base dell'esercizio 53 della Parte prima. che un letraedro regolare sj può scompor-
r€ in 4 tetraedri regolari e in un ottaedro regolare aventi come spigolo la mctà dello spigolo del
tetnedro da cui siamo partiti. Il volume del tetraedro regolare risuha quindi uguatc a ] <Ìel
volume dell'ollaedro regolare di uguale spigolo.
Basandosi su questa proprietà calcolare il volume di un tetraedro regolare di spigolo 2a.

Determinare in modo diretto il volume di un piccolo tetraedro regolare di spigolo lungo 2??.
ricordando che il centro di un rriangolo equilatero divide un altezza in du€ parti di cui una è
doppia dell'altra.
Indicando con Zr la lunghezza dello spigolo e con ) il volume. scrivere la rclazione che lega Ì a .r
relativamenle al cubo. all'ottaedro e al telraedro regolare. Rappresentare graficamente queste
funzioni.
Determrnare la lunghezza dello spigolo di un tetraedro rcgolarc che ha la superficie uguale a

Determinare Ia lunghezza dello spigolo di un tetraedro regolare che ha il volumc uguale a a3\4.
Il volume dcll i€osa€dro regolare si può determinare basandosi sulle seguenti considerazioni: un
icosaedro regolare può scomporsi in 20 piramidi uguali avenÌi per vertice il centro y dell'icosa€-
dro e per basc una delle facce triangolari. Nota la lunghezza / dcllo spigolo è facile determinure
I'area della faccia; resta quindì da calcolare I'ahezza yO dclla pnamide. o essendo il centro dcl
triangolo faccia. Si conduca per y il piano perpendicolare a un asse dell icosacdrol l ìcosa€dro
verra segaro dal prano secondo un decagono regolare di lato j. e dt questo decagono 'i può
delerminare rdggio e dpotemd.
Come si potrà allora calcolare l'altezza VO'l

67.

68.

69.

70.
7l-
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Cono

72. Facendo ruotare un triangolo rettangolo di caleti 6 e 8 attorno all'uno o all'altro di questi cateti, si
ottengono due coni-
Calcolare il rapporto dei volumi.
Determinare poi il rapporto nel caso in cùi i caleti siano lunghi ll e 6r che cosa si scopre?

Determinare altezza e area della superficie totale di un cono di volume 24r e raggio iungo 6.

Determinare il raggio di base e la superficie totalc di un cono di volume i5; e altezza lunga 3.

Curvando una lamiera che ha la forma di settore circolare si ha un cono. Determinare il volume
di questo sapendo che il raggio del settore è lungo 5 e la lunghczza dell'arco ò 8i.
Lo stesso problema dcll esercizio precedcntc sapendo €he il raggio del settore è lungo 4 e l angolo
del settore è di 48'.

Un cilindro e un cono hanno lo stesso volume ugualc a 320-- e lo stesso raggio uguale a 8-
Dctcrminarc iì rapporio fra le due superficie totali.
In un cono di superficie totale uguale a 480r e raggio uguale a 15 sono inscritte due piramidi: una
ha per base un quadraro e l altra ha per base un retlangolo di cui una dimensione è uguale a 24.
Determinare il rapporto dei volumi delle due piramidi. Si può prevedere quale delle due ha
volume maggìore?

Il volume di un cono è 128^- e il raggio ò 8. Dcterminare:
1) il rappono fra l area della superficie totale del cono e quella, pure tolale, di un cilindro che ha

lo stesso volumc c ìa stcssa base del co[o:
2) l an.,piezza dell'angolo del settore circolare ouenuto sviluppando sui piano il cono.

Un rriangolo isoscele di area ar e basc lunga 2a ruota di un giro completo attorno alla parailela
alla base passante per il vertice opposto.
Determinare il rapporto fra la superficie del solido così geùcrato e la superficie del solido che si
ottiene facendo ruotare lo stesso triangolo attorno alla sua basc.

La somma delle basi di un trapezio rettangolo è uguale a 50a e una basc è i ? dell altral l'altezza è
ugÙale a 12a.
Facendo ruolare ìi lrapezio di un giro completo attorno a ciascuna delle basi si ottengono due
solidi. Detcrminarc il rapporio fra ìvolumi e il rapporto lia le supcrficie dei due solidi.
Si può prevedere quale dei due solidi avrà volume maggiore? E quale avrà superficie maggiore?

Un cilindro e un cono hanno lo stesso volume 7 e lo stesso raggio /. Determinare il rapporto fra
le superficie totali delle due figure nei caso in cui V:800-- e r= 10.
Troverete che i due soìidj, oltre ad avere lo stesso volume. hanno anche uguale l area della

Dimostrate che questa proprietà vale sempre se l altezza del cilindro è i { del ra-qgio.

Se si fa ruotare un triangolo rettangolo di cateti 6 e 8 attorno all'ipotenusrì si ottiene un solido
formato da due coni avenri Ia ba-e Lomune.
Determinare volume e superficie di questo solido.

Un triangolo equilatero di lato 2a ruota di 360'altorno a un lato.
Determinare volume e area della superficie del solido così ottenuto.

Un triangolo equilaiero di lato 2a ruota dj 360" attorno alla parallela a un lato condotta per il

Determinare volume e arca della superficie del solido così ottenuto.

Determinare il volume y di !fl cono equilaterc (Àpotema = diamelro) di raggio r. e rappresentare
graficamente questa reiazione.
Un cono ha raggio r e altezza r. Scrivere la formula dcl volume e studiarla llei lrc casi:
1) / costante;
2) À costante;
3) Y costante.
Rappre.enlare le tre lunrioni \ul picno carlesicno.

79-

80.

74-

75-

76.

77.

7a-

87.

81.

82.

E3.

84.

85.

86.
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Slera

95.

96,

97,
9t.

99.

88. Il raggio di una sfera è lungo r; se si raddoppia il raggio. raddoppia anche il volume?

t9. Aumentando di 1 il raggio r di una sfera, di quanto aumenla il volume?

m. Quanto deve essere lùngo il raggio di una sfera perché il volume risulti uguale a 4,5r?
91. L'area della superficie lotale di un cono è 90^- e il raggio è uguale a 5.

Determinare il rapporto fra il volume del cono e il volume della sfera che ha lo stesso raggio.
92. Tre palle da lennis, il cui diametro è di cm 6.6. sono disposte una sopra I'altra in una scatola

cilindrica la cui supeficie laterale e le cui basi sono tangenti alle palle. Determinare il volume
della parte 'vùota".
Calcolare il volume di una sfera inscritta in un cubo di spigolo d. e il volume del cubo inscritto in
questa sfcra.
Oual è il rapporto fra i volumi dei due cubi?
Se que\ta operazione viene conlinuiìra. si ottiene un'akra sfera; determinare il rapporto fra i
volumi delle due slere. E uguale dl rapporlo fra ivolumi dei due cubii
Un cilindro equilatero (diametro di base: allezza) è circoscritto a una sfera. Sapendo che il
raggio del cilindro è r. determinare il rapporto fra il volume della sfera e quello <iel cilinclro.
Un cono equilatero (diametro di base = apotema) è circoscrilto a una sfera. Sapendo che il raggio
del cono è,", deteminare il rapporto fra il volume della sfera e quello del cono.
Una sfera ha raggio r Raddoppiando il raggio. in quale modo aumenta la superficie?
Calcolare il volume di una sfera la cui superficie è 4mtr.
L area di una superficie sferica è lzg--. Sapendo che è uguale all'area della superficie totale di uo
cilindro che ha lo stesso raggio, determinare il rapporlo fra i volumi dei due solidi.
In un cilindro di altezza à è inscrita una sfera. Detcrminare il rapporro fra ia superficie laterale
del cilindro e la superficie della sfera. Che cosa si ossena?

100. In un cilindro di altezza i sono contenutc due sfere. Esse sono tangenti fra loro e anche alla
superficie laterale del cilindro e alle basi.
Dererminare il rapporto fra Ia superficie totale del cilindro e la superficie delle due sfere.

l0l. Analogo problema dell'esercizio precedente supponendo che le sfere siaoo tre.
102. Riferendosi agli esercizi 100 e 101, supponiamo che le sfere siano,, e che il raggio di ogni sfera siar. L'allezza del cilindro sarà allora 2Ìn. Il rapporto fra la superficie totale del cilindro e la

superficie delle n sfere sarà dato da
S :2a! 2ttzrtl= k!?tl4lS' 4=r1tt 4;Pn

Questo rapporto si può anche scrivcre
S 4-ìn , 2ìr ,, I

Se n diventa sempre pih grande. a quale valore rende questo rapporto?

Sulle basi di un cilindro di raggio uguale a, sono costruite, inlernamente al cilindro, due
semislerei queste semisfere si toccano nel punto medio dell asse del cilindro. Determinare:
1) il rapporto fra la superficie delle due semisfere e la superficie laterale del cilindro;
2) il rappono fra la superficie delle due semisfere e Ia supcrficie (otale del cilindro.
Segando una sfera di raggio cm 20 con un piano che dista dal centro di cm 16 si ottiene un
cerchio. Qual è I'area del cerchio? Ouale è il volumc dei due coni che hanno pcr base questo
cerchio e per vertici gli estremi del diametro della sfera perpendicolare al piano secante? Varia la
somma dei volumi dei due coni al variare della distanza dal centro del piano secante?

In un cerchio di raggio cm 10 è inscrirto un reuangolo di cui un lrto è gli + del raggio. Facendo

ruotare la figura attorro al diametro perpendicolare a quel lato si generano un cilindro e una
sfera. Determinare il rapporto fra i volumi di quesle figure- Varia il volume del cilindro se il

93.

94.

103.

t04.

105.
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rettangolo è sempre inscritto nello stesso cerchio ma ha dimensioni diverse?

106, Un cubo e una sfera di raggio / hanno uguale l'area della superficie. Ouale dei due solidì ha
volume maggiorc?

107. Determinare il rapporto fra il volume di una sfera di raggio I e il volume di un cono la cui area di
base sia ìlguaÌe all'area della superficie sferica e la cuì altezza sia uguale ad r.
Troverete ihe il rapporto è uguale a 1; era prcvedibile questo risultato?

108. In un cerchio di raggio ,'sono inscritti un esagono legolare e ùn qlladralo.
Facendo ruolare di mezzo giro l esagono e il quadrato attorno à un diametro del cerchio passarte
per alue vedci opposii dell'esagono si hanno due solidì inscrirti in una sfera
beterminare il raùorto dei vohrmi e il rapporto delle superficie di questi solidi. Si può prevedere
quale dei due solidi avrà volìrme e superficie maggiore?

109. Indicare con .r il raggio di una sfera. Rappresenlare sul piano cartesianol
1) la formula della supe icie dclla sfera:
2, la tormula del volume della .fera.

Proiezione della sfera sul cilindro circoscritto. Calotta e zona sferica.
Si dice catoua sfefica uùa detle paii in cn La superlrcrc tlcllu sJeta e di,t'u tlu ùn ?iano secante (fig'
1). Zona è ta parte di superficie sferiru tonp,àsa 1,a due put ie n ParuUcli fta lorc (fi?. 2)'
Ùna calotta si pua duùiue considerare h ctti utto .{ei piatli non è secnnte na è

Fiq. '1 Fig 2

Per deteminsre larea di una zona ci si wle ù una pr,,pneta c|rc è ài P sà inrcressante: si
ai^""- rn" oua do 5i Droietnno t DLt4tt dt utt.t 'upeiticie ,teri« 'u tt ciliadro 'thoscrino alla
rtoa con reni oetoendiiolun alt asse Jel citindro, non solo ucca.le (paruqrafo 7) che l'area della
siupe,lt,rc ,lella' s7'ra e uguale altarea d?lta suP?ttk1? lanale J,l ,ilndtu tJry' 3'. ma h ùft? 'ri

^ànirneo"o 
onrhr "in piccoto , e cioè a una ligura trac.iùn \ lla d{ù @tttsponJe' 'ul cilindro,

una lryu,u di totno di\cra na equi'alcn?.

Fig.3

Comi cia,no con I'ossen'are che u a filutu tn(.lata \tlla sJctù viene ella ploteziÙne' alteruta
i,;,' i, i,i,.*,,. ^*piore e tu <ua i,,nn:a àat ' Pr.hio tnù"'nto 1u"8o 't '1utte it Litndro rtca'ii''iìi.'ò,é,,"ri t,, isl 4.,lhbiùno fttoruto u a tiettto 'Lth5 p hn.\k'no cu quadritarcrc',7ii,ini.i 

"i.ii;"'i dd,e ratdttctinoho,ì'ì'ticdue naìdia t tu\irmo' per ?"?rc ptu chtan tr
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erminoloPia P?o!rufiru). A questo quadilate'o rcÀsponde'
che è 'pii bitso' tt1ll 'più laryo del quadrilarcro'

Fig. 5

Ma auesu "dilaruzione e compensata da una 'conÙazione

ii.i'iiii t " i a* p*o eti tfià. 6t ,or^ponde \d cnindrc'

to L.

675

sut cilinùo, w rettangolo curvilineo

Fig.4

R{eiamoci oru a a li|. 5: at parullelo di ru*lio t' cornsPond? sul ciÌindrc' un cerchio di tuPPio t:
si ha quindi che la ptoi"zion? sut cilindrc ptoduc? una 'dilatazione nel rappono 't '

'rn ahez2a"; ecrc perchè: all'ùrco s
un segmeno p, contratto nel fappot'

Fig. 6

vogliamo ora dimostrarccàe il rapporto di contrazione I è uguale aì raPporto di ttilatazione 4
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può considerurc come

Fig. I

Rileriamoci a a fig. 7. Osservia o che se I'arco s è moho piccolo' si
rettilineo; i triongoli /eltangoli OO'A e ACB sono alloru simili, e perciò

CB :I'ABr
e quindi

Dal fatto che il rupporto di co tluzione è uluale al rapporto di dilatazione risultu che: l'atea della
zoni compresa lrà due paralleli che hanno la distanza h è uguale all'area della superficie laterale
di un cili;dro che hd ldsre.§d a\eua h tlie. 8t. Qunù t.o;ea dclla zona e dan tlt:

A..,,.-2;rh.

P =''

Fig. 8

E così, aùche l',\rca della calotta di altezza 11 e raggio di base r (1i8. 9) sarà dnta da:
A,a",,.:2;rh.

Non è difficile determinare i volume della calo.ta (cletto, anche, segmento sferico). R,/eria,loci
alta fis.'i1: it votume detta calorta ù atrczza h, limitata dal cerchio di tuqgio r', è dato da a
differinza lra il volume del settorc sfedco di ,er'rice O e il wlume del cono di lertice O, avenle per
base la base dells ulotla.

Fig. 7

Fig. 10 Fig. 11
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où it volllme V del senorc slerico che ha 'per base' la catona A (fi8 11) si può cdcobft
iiiii",àlt"ià i,ii r,iiii, iii t*ti ii,*,iii 'oarissime 

che hanno i[ vinice in o e Per bose ta'riJiiili ii ,iit"iriiÀiìa, itt" "t*, 6'edi tuEioname to svotto qet testo - parasrafo 7 - per
'dererminare là superficie della sfera): è quindi dato da

v*d nr-=+A F52ù h F3nhtz'
Il votume v' det cono di ruh,io r' e ili ohezzo t-h è ilato ila:

v' "","=+"r''.' 
(t-h).

Si ha qui]tdi:

v-"*:!"nc-!"t'6-n1.
Si Duò anche ottenerc una fomulo che esprtne il volume delta calotta solo in ft't'tzione di h e di t;
irIi, itio tropo, vatersi ài un teorema Ai Euclide per avere t' pet me22o di h e lìi L
Si ha:

u-"''="*t-+)


