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Le coniche nel tempo e nello spazio

I-a clessidra. Il nome viene dal greco: "clepto-itlra" significa
"rubate acqua"; il cono di sotto ruba acqua a quello di sopru (fig. 1).

Il tempo che I'acqua, o la sabbia, impiega pet scefidere ddll'uno
all'dltro recipiente dà... una misuru di tempo.

Dice Demostene, il famoso oratore ateniese, che in tribunale atl
ogni arvocato difensore era concesso di parlare uun cerlo numero di
clessidte», cioè di voltare uno clessidra tante vohe, come noi dicia,no «ùn
certo numero di minuti,.

Sofio stati gli Egiziani a inyentare qùeslo "orologio"? o i Caldei o
i Fenici, o forse i Cinesi? Non si sa. Quello che si sa è che questo apparcc-
chio pet misurarc il tempo eru molto usato in Grccia-

Può essere che, awndolo sempre fra le mani, e toltandolo e poi
vobandolo ancora, qualcutÌo abbia osseflato che la sLEerficie libera de[-
I'acqua o della sabbia assumevo lome diverse (fiq. 2).

m

o
Fg 1. Una clessldra
greca.

l, \*'- -4I>'' {
Fig. 2

Sono queste forùe, e più precisamente le curve che
costituiscono il bordo della superficie libera, che i Greci
chiamdrono coniche per ricordare, appunto, che sono sezioni
piane clel cono; e, a seconda della Jorma, diederc loro il nofie
di ellisse, parabola, ipeùole (fiB. 3).

Fig 3



Non si sa, in vetità, se sia stata la clessidra a condurre all'ossenta-
zioie delle coniche: la storia non rifetisce niente a questo ptoposito. Quello
che la storia ufficiqle ci ha tramandato è che le coniche sono nate, in
Gfecia, per risolvere un problema che nulla sembru ayerc in coinune con
queste curve: il problcria della duplicoziohe del cabo. Si trdtta di questo:
come costruire, con gli strumenti usuali, e cioè riga e compasso, un
segmento che rappresenti il lato di un cubo doppio di un cubo dato; per
esempio, se il cubo dato ha spigolo uguale a I e quirulì yolume uguale a l,
si vuole costruire con esattezza lo spigolo di un cubo di volume 2. È chiaro
che, se indichiamo con x lo spigolo del cubo di volume 2 (fig. 4), dortà

P=,! d0 cut x=\ 2.

v=2
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Fig.4

Questo problema, che a noi non senbra di tanta impofianza,
aveva presso i Greci un yalore non solo matematico ma afiche.-. rcligioso;
era stato infatti proposto ai matematici dell'Accaalemia di Atene dai sacer-
doti che voleyano raddoppiare un altare di forma cubìca-

Ora, il problefia della duplicazione del cubo - si capì parecchi
secoli dopo - non è risolubile utilizzando solo riga e compasso; e il
matematico greco Menecmo (IV secolo a.C.) I'avew) tkoho lalendosiproprio del disegno di curve "nuove": la parabola o l'iperbole. E così che
le coniche fecero il loro ingrcsso in matematica: un inqresso un po' "in
sordim", come strumento utile per solvere il problema della duplicazione

Fu lo stesso Menec o che si acco§e che le curye che aveva
utilizzato si potevano ottenere come sezioni di un cono; e ptecisdmente si
poteva avere la parabola tagliando ur1 cono .li apertu t 90' con un piano
perpendicolare a una generatrice (fig. 5), I'ellisse tagliando un cono di
apertura minore di 90o con un piano perpendicolarc a una genelatrice (fig.
6), e un'iperbole tagliando un cono di apeltura maqgiorc di 90' con un

_ piano sempre perpendicoldre a una generatlice (fig. 7).

Fig.5 Ftg 7
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A distanza di un secolo, alla fine del III secolo a.C., il Srande

matemotico Sreco Apollonio ebbe delle coniche una visione piu unitai|:
non c'era biiogno rii tiktisi a coni di apefiura divers|; le coniche, sia la
parabola che I'ellisse e I'iperbole, poterano ottenersi, tutte e tre, come
sezioni di ufio srcsso cono con piani ad inclinazione d ersa (fig. 8). Si
passa per continuità da una all'ahra: basta variare I'inclinazione.

Fig. 8
Il larorc di Apollonio è operu di un granale fialematico: lo studio

delle coniche appare, ancora una volta, come notivalo da un'irulagine
teorica Diu osto che du un-os<ervazione della realn- Menrre la rcaln,
indipenàenremenre dalla clessidra. ero 11. pronru a mo rurcele: la curua ch?
si iede piit spesso, inJolti. è un ellise perché. quando ossetviomo un
cerchio, ii appare, in g'enerale, con la forma di ellisse; e anche la parabola
eru lì, " a pòitata di nnno": bdsta laficiarc un sasso per vedere .lelirÌearsi la
sua traiettoria che è, appunto, una parabola.

4l A?nio di Aichime,.le. contemporaneo di Apollonio. non :luggt
quella proprien aclla parabola che ne doveva lùr? poi. ai Gmpi not! uno
itrume:nto fondamcnrale per la rrasmi§one e la ricezione delle ondc: lo
specchio, ideato da Archimede al fine di incendiare le navi rcmane che
àv«nzatano verso il porto .li Sil,acusa, non era altlo che
un paraboloide, cìoè la superficie che si ottie e dalla
rotazione di una parabola (fig. 9); se i raggi del sole
cadono sullo specchio parabolico p arallelamente
all'asse, i raggi riJ'lessi vengono a passare tutli per uno
stesso punto, il fuoco. In quel punto vi è ld tnassima
concenarazione ili luce e di calore, tanto che,-.. si
produce un fuoco. Lo studio delle coniche, che atevo
raggiunto in pochi secoli di stoùa Srecn un ahissimo
livello, fu seguito da secoli .li silenzio. E solo col
Rinascimenlo che gli uomini |urono di nuovo attirati
da queste cufle: fra le altre, la scopefia di Keplerc sulle
orbite dei pianeti e quella di Galileo sulla traiettoia di
un proiettile. Questo ritrorarc le coniche nella realtà
ebbe un rifiesso an,he sullo rtudio leorirc dt quesR
eurvc ;rinotando i marematici alla ti.erLo di nuove
proprietà geometriche e analùiche. Fg 9
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P ma di studiare le coniche da un punto di vista matematico
cerchiamo di vedetle. Le figg. I e 2 rappresenlano la fologralia di un
cilindro e di un cono. Il cilindro è realiTTato con due dischi uguali di
perspex che hanno al bordo dei forellini; i dischi sono tenuti ad una certa
distanza per mezzo di un'asta rigida inserita nei centd, e per i forellini
passa un filo elastico in modo che si hanno così delle generatrici. Per
ottenere il cono a due falde. basta tenere fisso un disco e ruotare l'altro
sul suo stesso piano; i fili elastici vanno a passare tuttì per uno stesso
punto, il vefiice del cono. Occo(e "staccarsi" dal modello per concepire il
cono come superficie illituitala , senza basri le generatrici sono perciò delle
rette che passano per un punto e si appoggiano ad una circonferenza (fig.

Fig. 1 Fig.2

Fig. 3



Le coniche é la loro 6qua2ione comune

Procediamo ora con un'esperimento, valendoci di un proiettore,
dove al posto della diapositiva è inserita una lamina opaca con una
fenditurai si realizza in tal modo un "piano di luce". Se questo piano di
luce colpisce il nostro "cono di fili" si vedrà, su ogni filo, un puntino
luminoso, e i punti luminosi visualizzeranno la sezione del cono con un
piano (fig. 4). Si ottiene come sezione:
- rn'ellisse, e come caso particolare un cerchio, se iì piano incontra tutte

le generatrici (fig. 5)i
- uta parabola se il piano è parallelo a una generatrice (fig. 6): il punto

lurninoso, sezione del piano con quella generatice, "sfugge" all'infinito;
- rn'iperbole, con i suoi due rami, se il piano di luce è parallelo a due

generat ci (fig.7): sono due, ora, ipunti di luce che "sfuggono"
all'infinito.

Come caso particolare si possono avere due rette passanti per il vertice
(fie.8).
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Le trc curvc - ellisse. parabola.

iperbolc si dicono corric,lre proprio perché si
otrengono come :czinni delcono. Alvariare
della posizione dcl piano sccante varia dunque
lc form della conicc. c. pcr con(inuita. si
passa da una cuùa all altra; si capiscc così che
le tre coniche. pur avendo una forma ben
diversa. hanno qualcosa ir comune:
apparlcngono alla stessa famiglia.

Lo stesso cffctto si può ottenere con
un lumc.r paralumc crlindrico (ftg. 9): r raggi
Ji luce u.ccntr dalla lamprLÌna e compre,i
cntro i duc bordi del paralume costituiscono
un cono; se questo cono di luce è segato da un
piano. pcr esempio da una parete, vcdiamo
apparirc su questà delle curve luminosc che
sono, appunto. l ellisse. la parabola. l ipcrbole
a seconda della posizionc del lume rispetto
alla parcte.

Da un punto di vista matematico il
fenomeno è quello diprimai da un punto di
vista fisico è diverso: ora. infatti. il cono è "di
luce" e quindi impalpabile. mentre il piano
sccanle è concreto. è una parete; prima.
invece. era il cono ad essere concreto,
formato di fili. mcntre il pinno era di luce,
impalpabile dunque.

Fig. I

2. Le coniche come ombra di una sfera

Vedrcmo ora lc coniche a pa ire da un'altra esperienza.
Una pàlla. poggiata su un tavolo. indicato in fig. l0 con z, viene
illuminara da una sorgcnte puntiforme S: ncl caso dclla figurà. lombra
della palla appare comc una curva chiusa compresa fra i pùnti / e B.

Fg 10



Le coniche e ia loro equazione comune

Questa curya si può anche consideraie come la sezione, col piano
, del tavolo, del cono di vertice S che "abbraccia" la sfera Iungo il cerchio
di diametro Htrl (fie. 11).

149

La culva, essendo sezione di un cono, è una conicai Irel caso
della figura è un'ellisse.

Si può anche dire che I'ellisse è l'ombro, sul piano d,.lel cerchio
di diametrc HK, al diametro 1i,< del cerchio corisponde il segmento /B
che, per il modo stesso con cui si proietta, \iene ad essete un asse di
simme tria dell' elllsse.

Osserviamo ora la fig. 12: la sfera, che tocca il piano a nel punto
F, è sempre nella stessa posizione, ma abbiamo abbassato .S lungo la retta
,, tangente alla sfera in Il. Sono rimasti fissi i punti l7 ed ,4, ma è
cambiata la posizione di K, ed è quindi cambiata l'inclinazione del piano
del cerchio rispetto al piano d. Di conseguenza è cambiata la posizione di
B, ombra del punto I(: B si è allontanato da .4 lungo la tetta AF e
l'ellisse-ombra "si è allungata".

Fig. 11

Fì9. 12
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Spostiamo ancora S lu go la retta ,; portiamo S al livello del

"polo Norà" della sfera (fig. 13), e osserviamo: il raggio di lùce JK risulta
oia parallelo al piano a. e quindi il punto /( non ha ombra sul piano: si
può ìmmaginare che il puntu B sia andato all inlinitot l'ellisse si è aperta e
si è ottenuta la parabola.

Abbassiamo ancota,s lungo ,, awicinandolo ad H (fig. 14) La
generatrìce §K del cono di vertice S ha un'inclinazione tale che, ora, è il
s-uo prolungamento ad incontrare il piano nel punto B. Con un immagine
dinahica sipuò pensare che B. dopo essere andalo all'infinito. percorren-
do r a destrà di -4, compaia di nuovo, ma, questa volta, a sinistra di,4.

Si capisce che la curva si compone di due rami, uno passante pel
.4 e che rappiesenta effettivamente l'ombra di una parte del celchio di
diametro lk, e l'altro passante per B e che vediamo come ombra solo
"con gli occhi della mente"; la conica è un'iperbole (fig. 15). I due rami
dell'iperbole hanno entrambi, come l'elìisse e la parabola, la retta / come
asse di simmetria.

Fig. 13

Fig. 14
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Fig. 15

Anche se I non è - come abbiamo detto - ombra del punto 1<, i
due rami dell'iperbole possono considerarsi come proiezione da S del
cerchio di diametro FI<.

Abbiamo così ottenuto le te coniche come ombra (o proiezione)
di un cerchio-

3. La scoperta di un rapporto costante che caratterizza le coniche
Abbiamo visto che le tre coniche - ellisse, parabola, iperbole -,

così diverse fta loro, si possono ottenete come ombre di una siera su un
piano. Vedremo ora che questa comune "o gine" dà luogo a una prop e-
tA comune sul piano di proiezione.

Osseryiamo la fig. l6: è disegnata l'ellisse che si ottiene proieh
lando dal punto S il cerchio di diamerro HK; F è il punto in cui la slera
tocca il piano a, d è la retta in cui il piano del cerchio incontra il piano a,
e D è il punto in cui la tetta lrK inconha la retta ,4F.

Fig. 16



152

Fig. 17

È chiaro che. al variare di S sulla retta,4Il, varia la posizione
della retta d, mentre il punto F rimane fisso (fig. 17).

Sono prop o li retta d e il punto F gli elementi fondamentali che
"iuniscono" Ié tIè coniche; la rettà d prende il nome di direttrice e il
punro F di fuoco. per una proprielà Iisica che scopriremo nei Complemen_
ti (v. pagg. 560-565).' § nota che se un punto P percorte una conica llig. l8). qualun-
oue essa sia. varia sia la 5uà distanla da F che la sua distanTa dalla relta dl
s'i osserva inoltre che )e PF aumenta. anche Pd aumenta. Ci si chiede:
quesle due distan/e \aranno. in qualche modo. legale fra lorol Scoprire-
mo che. effetlivamente, esi\Ie un legame ta PF e Pd.

Fig. 18

Rileriamoci alla tig. lq: uniamo il punlo P. variabile §ull'ellisse'
con il cenlro di proiezione -S; si ottiene la generatrice PS. La generalrice
PS è tangente alia "lera in un punlo P. che appartiene alìa circonferen?a
di drameiro HK. PF e PP' sonò dunque due :egmenti di langenli condotle
da P alla sfera. e sono. per quesla ràgione. uguali {fig 20):si hadunque

PF=PP'.
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Fig. 19

Ouanto alla distanza del punto P dalla retta d, si può "leggere" sulla retta
/ (fig. 21) dato che risulta

Pd=ZD.
Allora, invece di considerare PF e Pd, possiamo ragionare sulle distanze
PP' e ZD (fig.22). Vedremo che il rapporto

PP'
ZD

non varia quando P si muove sull'ellisse.
Cominciamo a far coincidere P con ,4; quando

risulta
P'=H e Z=A:

in quesro caso parricolare. dunque. il rapporto Plo e au',o au )f;.

Fig. 20

Fg.21
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Fiq. 23

Quando P percorre l'ellisse, dovunque si trovi, possiamo sempre
sostituire a PP' un tratto uguale appartenente alla rerta s/4 (fig. 23): basta
costrùire, per P, un piano paralÌelo al piaflo del cerchio di diametro IlK.
Il cono di vertice S segheÌà questo piano secondo un cerchio di diametro
VW (paIallelo ad EÀJ; si ottiene un. tronco di cono che ha per basi i
cerchi paralleli di diameti HK e Wy. E chiaro che i tratli delle generat ci
che formano questo tronco di cono sono tutti uguali; si ha perciò:

PP'=VH.
AlÌora. il rapporlo 2; si polra scrivere:

PP' _ VH
ZD ZD'

E finalmente, per il teorema di Talete ( ferirsi alla fig. 24), isulta
VH AH
ZD AD'

e quindi
PP'_AH
ZD AD

da cui
PF _AHPd AD'

Ora, siccome quando P percorre l'ellisse, i pùnti,4, I7, D rimangono fissi,
AHanche il rapporto |f rimarra fisso. e quindi risulra

Abbiamo così scope o che l'ellisse è carafterizzata da questa proprietà: è
costante il rapporto fra le dista ze di un suo punto P clal fuoco F e dalla
dilettrice d. Si nota, però, che la diùosùazione ora condotta rimane inal_
terata se varia la posizione det punto S, e, quindi, se varia il tipo di
conica- Abbiamo quindi scoperto una proprietà generaÌe che caratte zza
le tre coniche: per qualunque punto P di ùna conics si mantiene costanl€ il
rapporto fra le distanze di P da un punto fisso F (detto fuoco) e da u a
retta lissa d (detta direttrice). Risulta dunque:

#="o.,un,".
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Le coniche e la lorc equazione comune

La costante è detta eccentricità; si indica con e. La prop età che caratte-
dzza le coniche si riassume dunque neìla formula

PF"

4. ll valore dell'eccentricità per la parabola. per I'ellisse
e per l'iperbole

Abbiamo visto nel paragralo precedente cne it rappono e- !f,
non varia al variare del punto P sulla conica. Conviene allora, per
calcolare il valore di e, riferirsi a un punto P che si trovi in una particolare
posizione: facciamo coincidere P con A (fi99. 25,26,27). Si ottiene:

AF
"= AD'

Osservando le figure si capisce che il valore di e cambia al va are del tipo
di conica. Esamineremo i tre casi, cominciando dalla parabola.

Fig. 25 Fiq.26
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Passiamo ora a considerare l'eccentricità nel caso di ellisse e

iperbole. Riferiamoci alle figg. 29 e 30, e teniamo presente che la retta 1è
fissa, e quindi il punto A si trova sempre nella stessa posizione. Si ha
un'elìisse o un'ipeibole a seconda che S si trovi al di sopra o al di sotto
di s.

Osserviamo la fig. 29: S si trova al di sopraìi S; la rctt^ HK
incontra la retta / in un punto D, che dista da,4 piir di D. Risulta dunque

AD>AD:
sarà quindi

AF -AF
AD AD'

ossia

4L.tAD --'

Fig. 2a

Consideriamo_ la fìg. 28: S si trova allo_ stesso livello di (;
abbiamo indicato con S la sua posizione, e con r( e D le posizioni di ,( e D
in questo caso della parabola. Risulta:

S17=Sf
come trafti di tangentr condolre da 5 alla stera: il triangolo SHK e quindi
isoscele. Poyà, allora, essere isoscele anche il triangolo AHD che è
simile a SÈIK per avere gli angoli uguali; sarà dunque:

AH=AD.
Ma, sulta anche che:

AH:AF
come tratti di tangenti condotte da / alla fera; si ha quindi:

AF:AD
e cioè

AD
Si scopre così che, nel caso delta parabola, l'eccentricità vale 1:



Le conichg e la loro equazione comune

In generale si avrà

Si capisce che a mano a mano che S si allontana da ,4 sempre al di sopra
di .t, sulla retta t, il punto D si allontala da,4, e, dunque, aumenta la
distanza AD. Per l'ellisse, si verifica dùnque, sempre:

e<1:-
Nel caso dell'iperbole (fig. 30), invece, siccome S sitrova sempre

al di sotto di S, il punto D sarà più vicino ad A (di quanto è D). Risulta
dunque:

AD<AD
e quindi

AF AF

->-AD AD
ossia

l4.rAD'''
Si conclude che per l'iperbole

, e>l

Le tre co che sono dunque cafittetizzale dal rapporto costante

Il valore di ? permette di distinguere una conica dall'altra; si ha:
e:1, nel caso della parabola
e<1, » » dell'ellisse
e>1, " » deÌl'iperbole.

Nelle pagine seguenti scopiremo altre pioprietà delle coniche, fìssando
un ferimento cartesiano e traducendo in equazione ìa proprietà

PF:.
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5. i- efluazicne deria parabola

Cominciamo da un esempio nume co. Scegliamo un rife mento
cartesiano nel modo seguente (fiÉ. 31): l'asse delle Ì coincidente con la
retta A-1. loriqine nel piunto,4; àcon.ideriamo il caso in cui il fuoco sia

. R 1.0t. Risulri subito ihe l'equazione della diretlrice d è:

r=-1.
dato che deve essere OD--OF=1. Per avere lequazione della parabola
basta considerare un punlo P che percorre la cuna. e scrivere che.
sempre, deve sultare

PF
-=l ossra
Pd

Ora, siccome
PF=111--ry+7
Pd= tc-(-L) =t+1,

si ha
1Q-Tf af:,11.

Per avere l'equazione in forma razionale, eleviamo idue membri al
quadrato. Si ottiene:

('r-1)'?+Y'z:(x+ 1)'?

ossia
x2 -LY+ 7 + y2: x2+2x+ 1

Si ha infine I'eqùazione
12-4x=0

o anche

(fis.32)
retta

si ha

È facile passare al
avente ìl fuoco in

Pafiendo dalla condizione

==1 ossia PF=Pd,
Ptl

\,f;fP+f =x+f .
Elevando i due memb al quadrato e poi sviluppando si ottiene

(x - f)2+ y2= (x +f)2
x2 -zfx+ F + ya:x2 +zfx +f .

e quindi l'equazione della parabola considerata è

f2-4fx=0
ossia

l-,= 4fy..

caso piu generale, considerando una parabola
,n pìnrò fg,o). e quindi come direttrice la

*-'.1^-4t
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6. L'equazione dell'ellisse

Dopo aver disegnato un'ellisse, abbiamo
cartesiano in modo analogo a quanro si e fatÌo per
Cominciamo dal seguente caso numerico:

Fl1.0l. "=!)
Dato che DF:1, sarà OD=2, e quindi l'equazione

Per avere l'equazione dell'ellisse, basta sc vere che, per un qualunque
punto P(.t,),), deve essere

PF=!Pd:
2

ossia

V(x- 1)rrJr=+ (x+2).

scelto il riferimento
la parabola (fig. 33).

della direttrice è

Fig. 3s



t2-2r+ 1+ v2=1x2+r+1.'4
Semplificando si ottiene

3 r:.tr:-31=6 (l)

Passiamo ora al caso piÌr generale (fig. 34): il fuoco è il punto
F(f,o),

esiha
6iJL=e. con e<!.
Pd

In palticolare, per il punto O si ha

-oFtl"' -e ossia 
- 

=e da cui OD- L.
ODODe

L'equazione della dirett ce d è dunque

e

Si arriva all'equazione dell'ellisse a partire dalla relazione

PF=e'Pd,
in cui sc veremo

160
Elevando i due membri al quadrato
razionale

(x -1)2 + y, = | (t +2),

TF=\tfi:fP+F e

Si ha:
I f\\/tx f)'/+yz-e\+').

Elevando i due membri al quadtato,
/ f\rG f\,+y,=e,v+L) .

(7 - ez)x2 t Y2 2f(1 + e)x= 0.

si ha I'equazione dell'ellisse in folma

e poi sviluppando. si ha:

ossra

Fig.34
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7. L'equazione dell'iperbole
Rife amoci all'iperbole di fig. 35:

prìnti P per cui risulta

-F1-=2 ossia PF=) P.]
Pd

Abbiamo scelto anche questa volta f(1.0J.
e dato che risDlr,

sulla curva si trovano tutti i

relazione

ottiene l'equazione

161

oF^
OD

si ha

oD=!:/
l'equazione della direttrice è quindi

-_1^-r'
Si arriva all'equazione detl'iperbole a partire dalla

FF=e-Pì,
in cui scriveremo

PF=\G*ry+F " Pa--),,|+))=,.+
Un pu[to P si trova sull'iperbole solo se risulta

\/@=VrF=r?++).
Elevando i due memb al quadrato e sviluppando si

1r-1Pau,=411!\'' \ 2l
3r2_f+6x:0.
Più in generale, se consideriamo l'iperbole

fuoco F(/,0) e che è caratte zzata dalla prop eta
FF:=e con c> |
Pd

troviamo che la direttdce ha l'equazione

E l'equazione delÌ'iperbole si ottiene dalla
W:e.Pd;

si ha

O F=1

(fig. 36) che ha il

os$a

/ f\tltx-ftr+t2 =e\x+t)

(1 - e2) xz + y2 - 2f (l + e)x = 0.
È la stessa equazione ottenuta per l'elìisse,

e>l.

Fig. 35

ma ora dsulta
Fig. 36
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In conclusione. conftontando i risultati ottenuti, si ha:

palabolat y2-4fx=0
ellisse: (1-e2)x2+y2-2f(1+e».=O cotr
iperbole: (1-e2)x'?*y2-2f(1+e)x=0 cnn

e<1
(1)
(2)

e>1 (3)

Si nota che le equazioni (2) e (3) danno luogo all'equazione (1) quando si
ponga e=1.

Arriviamo così a un importante conclusione che è descritta
gralicamente in fig. J7:
una conica che ha fuoco F(f,o) ed eccentricftA e, è caratterizzata dalla
ptupfietà geomettica

FF
Pd

ed ha l'equazione cartesiana

$- e)x2 + Y2 -2f(!+ e)x=0.
È - come abbiamo detto - il valore delt'eccentricita e che permette di
distinguere una conica dall altra. Si ha:

pet e:1 una Parabola
" e<\ un'ellisse
» e)1 un'iPerbole.





164

1. La forma della parabola e la posizione del tuoco

Nelle pagine precedenti abbiamo otterùto l'equazione della
parabola (fi9. 1) che ha fuoco,FOo) e dirett ce di equazione x= -/,nella
forma

x=fir. (1)

Se opedamo una simmetria rispetto alla retta d'equazione

otteniamo la pambola di fig. 2; questa parabola ha l'equazione
1y= 4fx.:

il fuoco è f(0"f) e la direttrice d, parallela all'asse delle .r, ha I'equazione

L'equazioie della parubola che ha per atse di simmet a I'asse delle t si
prese a dwque nella fotut

con

-_l"-4'
Così, per esempio, rappresenta[o parabole le equazioni

a\ y=lx2; b) y- tox2; d y:tx2: d) y=r2i e) y=2x2,

perché sono del tipo

È facile indicare, pet ciascuna di queste parabole, la distanzz focale t
infatti, dato che dsulta

Io= 4l'

"1r 4a'

si ha



Dunque, nei casì sopra indicati le distanze locali sono
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a) f=2; b) f:1; .r f=f ; at Fi, ,, f=i
In fig. 3 sono rappresentate, in colori dive$i, queste patabole; ne abbia-
mo indicato il fuoco e la dirett ce. In tutti questi casi le parabole passano
per O(0,0) ed hanno I'asse delle ) come assé di simmetrià. Nell'equMione
,_lompare solo al 2'grado, per cui, se ope amo una simmetria spetto
all'asse delle y, cambiando cioè segno alle ascisse, l,equazione- non
cambia; questo fatto conferma che I'asse delle l, è di simmétria.

Fig. 3
Si osserva chei

- se a>1, la parabola cresce più rapidamente della

e all'aumentare di a la parabola diventa "sempre pitì stretta", mentre il
fuoco .F si awicina al vefiice O:

- se r<d<l, la parabola cresce più lentamente della

e al diminuire di d la parabola diventa "sempre più larga", mentre il
fuoco si allontana dal vertice O.

Si può ottenere un'equazione con a<0, operando una simmetria spetto
all'asse delle .r (fig. 4).

Fig.4
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2. Equazione della parabola non passante per O e con direttrice
parallela all'asse delle ascisse

Abbiamo ffovato che l'equMione della parabola che passa pel O
e che ha la dirett ce parallela all'asse delle r (fig. 5) è

dove a è un coefficiente numerico. Il vertice della palabola è l'odgine O;
il fuoco è il punto

-/^ l\t(''+'-J'
e la dirett ce ha l'equazione

',__ 1t4a
Se si oDera una traslazione di un rratto p in direzione dell asse delle,( e di
un trairo 4 in direzione dell asse delle y. si ha una lraslazione del piano
descritta d;lle equazioni (Cap. 1, Parte teza, n. 5):

I x'-t+p
7 v'=v*q.

La parabola viene ad occupare una diversa posizione (fig. 6): di.conse-
euen7a la sua equazione cambia. Per ollenere la nuova equaTlone dobbla_
iro sostituire aci .r e a y nell'equazione

le espressioni seguenti

I x=x'-P1.,_.,, ^l r-t Lr.

La (1) diventa
Y'-q:a(x' -P)2

ossia
y'=a(x'-p)2+q

(1)

(1)

(2)

Fìs. 5 Fig. 6



Il vertice y e il fuoco F' vengono ad avete le coordinate

v(p.q). r'lp.q+i ^1.
e la direttrice d ha l'equazione

u=o- | ."4a
Se sviluppiamo l'equazione (2) si ottiene

y, = a(xt2 _2px' + p2)+ q
ossia

y' = ax' 2 -2apx, 1 (ap2 * q).
Si ha quindi, indicando per semplicità di scrittura con x e ) le coordinate,
che:
un'equazione del tipo

y=tlxz-2apx+(ap2+q) (3)
rappres€nta una parabola che ha i seguenti elementi caratteristicil

l'asse di simmetria d'equazione .t=p,
- il vefitce V(p,q),

- il fuoco F(r,C+f;J.
- la direttice d d'equazione y=4-Ol.
La (3) si può scrivere piir semplicemente cosr:

y-axl+bx+c (4)
dove abbiamo scritto:

I b- -2ap1":oP'iq' (5)

3. Studio della parabola d'equazione y:axz-bx+c.
Fuoco e direttrice

Vediamo ora come si pùò determinare il vertice y, il fuoco ae la
dirett ce d di una parabola di cui è data l'equazione nella formal

Y=ax2+ bx+ c.
Cominciamo con un esempio nume co. La parabola ha I'equazione

l-3x2-6x+5.
Risulta, in base alle (5) del paragrafo precedente:

6: -2.3p
5=3p2+q,

dove p,4 sono le coordinate del vertice y. Si ottiene

e quindi il vertice I(1,2).
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Per determinarc la posizione del fuoco,

come il vertice, dobbiamo calcolarne I'ordinata /;
-1J=s+ù.

e quindi nel nostro caso si ha

r.- t _.-1 _25r-'' 4 3 '' 12 12'
nisurta aunrue r(r,f|).

L'equazione della direttrice sarà:
1Y:s- 4o'

cioè, nel nostrc caso,
1t- 12

che ha l'ascissa p=1
è data da

ossra

,,_ 23, 12'
Per disegnale la parabola assegnamo ad Ì opportuni vaìori e calcoliamo i
corrispondenti valori di y; si ottiene il gmfico di fig. 7.

lv
0
0,25
0,5
1

1,5

5
3,6875
2,75
2

È chiaro che il procedimento seguito ha carattere genelale.
parabola ha l'equazione

Y=ax2+br+c,
le coordinate p,q del vertice si ottengono in base alle rclazioni

| -zaP=6
\ a+apz:r.

Si ha:
b

-_"_b2 _ 4ac-b2a'4a4a

Fig. 7

Se Ia

(4)

tb
I P=- ).
1*'( * ossla



L'espressione ,lac-ò2, che si hova a numeratore della frazione che dà {, èil discriminante I dell'equazione
ax2+b.+c=0

cambiato di segno:
4ac_b2= _(b2_4ac)=_ A.

Possiamo allora scrivere più brevemente

^:_ br2a
^_a'- 4a'

La parabola d'equazione
Y:ax2+bx+c

ha dunque
_ ,""L" v(_*,,_*),
- t"*. F(-*,1i,a),
- direttrice d'eouazione v=- 1+r'

4a
Infine, come abbiamo yisto nel caso nume co, per ttacciate la parabola(fig. 8) si assegnaro dei v6le1i 6ppeylrn; ad x e'si calcolano i còntpon-
denti valo di v
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1. L'equazione "normale" dell'ellisse
Nella Parte p ma, paragrafo 6, abbiamo studiato l'ellisse d'equazione:

]**r"-r,0.
Il fuoco è: F(1,0); la direttrice ha l'equazione .I= 2: I'ecceDtricità è:

"=,1 
. ebbiurno disegnaro lellisse in lig. l.

L'equazione (1) non ha la forma, detta o nale, che abbiarno
trovato nella Parte tefla, patagtalo 2, del Cap. 1, e cioè

(1)

(2),2 v1
a2bt"

che si traduce flel grafico di fig. 2.

Fis

Ci si rcnde conto, osservando le fi8g. 1e 2, che le due ellis§i non
sono disposte nello stesso modo risperto agli a§§i cartesiani: nella fig. 2
l origine'O si trova nel punro mediò dell asse ,4B. mentre nella fig. I il
punì-o O appartiene all'eilisse. Si caPisce che, a patire dall'equazione (1),
-si potrà òtlenere un'equazione del tipo (2), operando un'opportuna
traslazione del piano.

A questo scopo determiniamo le
coordinate del punto B in cui
l'ellisse d'equazione (1) inter§eca l'asse delle.x
(fis. 3). si ha:

[-1,r..,:-3,=s []r,-3x=g)4 ', ossa J4
[y=o [y=o
da cui, assieme ad y=0:

. f,=o -- r,=u
*'1x-+)=s q ++ t-4-0 - t,=4.

Oltre all'origire, si ha il punto B
8(4,0).

Il punto medio del segmento OB è
c(2,0).

/: ,1

,1
B

2



Se ora vogliamo che il punto C coincida con I'origine O, dobbiamo
operare una traslazione del piano di 2 uhità \)ngo l'asse delle x, verso
sinistra (fig. 4). Tale traslazione è desc tta dalle seguenti equazioni (Cap.
1, Pafte tefla, paragrafo 5):

lx'-x ) lx-x''2
\v =v ossra 1y=y'.

Applicando questa traslazione all equazione

i x2+ t2- 3x=0

si ottiene l'equazione

iG' +2)'z+ Y''z-3(x' +zt=o

ossia

i x'2+3x' + 3+ y'2 - 3x' -6=0
da clri

ix''z+Y'2=3'
Dividendo i due membri per il termine
noto 3, si ha:

x,2 , !,2 ,
4 - 3 -'

Si ottiene così l'equMione
dell'ellisse in forma normale.
I punti d'intersezione con I'asse delle
* sono ora (fig. 5):

A'(-2,0) e

il fuoco si trova in

r"(- 1,0),

B',(2,0);

e la direttrice ha I'equazione

L'ellisse è simmetrica fispetto
agli assi cartesiani; questa proprietà
geomet ca cor sponde al fatto che
nell'equazione

x2.y2 .
o,' h,= '

, e ), compaiono solo a 2' grado,
e non vengono quindi alterate se viene
cambiato il segno delle ascisse
o delle ordinate.

I1 procedimento seguito ha carattere
ripetuto a partire da un'ellisse d'equazione

(1- e2)x2+Y2 -zf(l+ e)x=0.

essere

(3)

generale. e può
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Fig.6

Quest'ellisse (fig. 6) interseca l'asse delle , in due punti di cui possiamo
determinare le coordinate risolvendo il sistema

! (1 e'z\x'z+ Y'z- 2fl 1+ e\x =o
Iv=o

ossia

lll-e2\x2-2f(1+elx:o
lv=0

da cui, assieme ad ,=0, si ha:
r, _0

,Ltl-e2lx-2ltl t e)l-0( 2r11 ",''- t c =
Si ottengono dunque i punti:

t)fo(0.0) e rl=1,01.
\ t-e I

Il punto medio del segmento OB è allora:

(1-e)(1+e)

tf \tlÉ7''l
Se vogliamo portare il punto C a coincidere con O, dobbiamo opelare la
traslazione descritta dalle equazioni seguenti (fig. 7):

l,'=,--[ l,-t-Jt l-2 I l-e
I n'=t lr=r'.

2f(1+e)
'1,-e

Fig.7



In seguito a questa traslazione I'equMione (3) si trasforma in
t htz t f\

(1 -e':)fx'- ," | +Y'')-2flI+ellx ' + -L l=0\ r-el " \ t-el
che, sviluppata e ordinata, si scrive:

ll-el2x'2+Y'2=P:-::.' - t-e
Dividendo i due membd per iI termine noto, si ottiene:

xt2 t)'2-:-_ _ _____!_:1 tt\12 l2\l+e)Oa 1-e
Si osserva che i denominatori della (4) sono entrambi positivi, dato che
0<e<1; possiamo perciò pore:

- f' ,. FO+e)
(1-e)'z' " 1-e

In tal modo, indicando per semplicità di sc ttura le coordinate con r e l,
si ariva prop o a ùn'equazione del tipo:

L'ellisse (fig. 8) interseca ora l'asse delle , nei punti
A(-a,o) e B(a,0)

dove

-fu l-e'
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(2)

Fig.8

Anche il fuoco F ha subito la stessa traslazione lungo I'asse delle .r versof
sinistra. di un tratto uguale ad ,'": perciò ora la sua ascissa. che

è negativa, è data da
- f f-fe-f fet l-e 7-e 1-e

Risulta dunque

oF=i ;:
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questa lunghezza OF prende il nome di distatrza focale, ed è spesso
indicata con Ia lettera c. Si ha dunque

foB=oA=a: Ll-e
f,

OF=c= !L'l-e
sulta da queste due relazioni che

ossia

Possiamo concludere che: se I'ellisse ha l'equazione scritta nella foma

;,-;,=t t2)

l'eccehtricitA e è data dal ruppolto

e=!!=!.OBa

2. La proprietà focale dell'ellisse. Una semplice costruzione
Abbiamo già ossenato nel paragrafo precedente che l'ellisse

d'equazione

l' :1

ha per assi di simmeffia gli assi coordinati.
Ora, il fatto che I'ellisse ha due assi di simmeffia porta a scopdre

l'esistenza di un altro fuoco, F , e di un'altra direttrice, d', simmetrici di F
e di d spetto all'asse delle y (fig. 9).

L'esistenza di due fuochi conduce a scop re una notevole pro-
p eta del'ellisse. Riferiamoci alla fig. 10, dove è indicato un punto P che
percolle l'ellisse. Si ha sempre:

!.!_ =e ossia PF=e.Pd
Pd
dÉ':-!-=e ossia PF =e.Pd"
Pd,

v
v

-,.
)

Fig. 10Fig. 9



L'allisse

Risulta quindi:
FF + PF = e (Pd + PV ) = e. D Iy- .

Ora, siccome

e:co§tante, D7=costante,
risulta

PT+P7:costànte.
Si scopre così che: l,ellisse è il luogo dei punti tali che la somma alelle
distatrze dai due fuochi è costante.Il valore della costante si ottiene subito se si fa coiqcidete il
punto P con A (frg. 10); si ha:

AF+-AF =2a.
In generale, si awà:

PF+ PF, =2a
La scoperta di questa prop età relativa ai due fuochi conduce ad una
se_Eplicissima costrqzioDe dell'ellisse: basta, come si vede oella fotografia
(fig. 11), valeGi di un pezzo di spago i cui esremi siano fissati ; duecliodi, li e F', piantati su una tavoletta; tenendo ben teso lo spago con
l'aiùto di una matita, la punta di questa tlaccia sulla tavoletta uì,é[isse.

I,a propiietà focale delÌ'ellissè si può anche vedere sotto l,aspetto
seguente (fig. 12): è chiaro che i lriansoli di base FF e avenli la somma
degli altri due lati uguale al pezzo diipago, hanno lo sresso perimetrol
l'ellisse è dunqle il luogo dei vertici liberi" di triangoli di uguale base e
rsopefloelnci. E interessante osseflare che mentre questi triangoli hatrno
lo stesso perihetro, non hanno la stessa area (frg. 13): l,area;aria ed è
massima quando è massima I'altezza relativa alla base FF,, e cioè nel caso
del triangolo isoscele.
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Fig. 12

Fig. 11

Fig. 13
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3. L'equazione dell'ellisse in base alla proprietà dei tuochi

Abbiamo visto che I'ellisse è caratterizzata dalla seguente proprieta:
è il luogo dei punti del piano tali che la sotlma delle distanze da
due punti fissi, defii Iaochi, è costahte.

Fig, 14

Se P è un punto che percorre I'ellisse e se F, P sono i fuochi (fig. 14) si
ha:

P7+PP:costante.
Il valore della costaote è facilmente individuabile perché se P coincide coll
uno degli estremi del diametro 48, si ha:

A:F+VF=za.
È quindi valida, in generale, la relazione

PF+ Plv:2a.
Vediamo ora come la (1) si possa tradùre in equazione,

(1)

Riferiamoci alla fig. 15, dove abbiamo scelto come asse delle
ascisse la retta FF e come asse delle ordinate la perpendicolarc a questa
passante per il punlo medio O di FP. Si ha:

-w=tc+ry+F e Pr'-=y@=ff+7,
e quindi la relazione (1) si taduce analiticamente così:

\/GT*TP+1G-8+F=2".
Elevando due volte al quadmto e sempÌificando si arriva all'equazione

(a2 - e»|-2+a2y2=a2(a2-c2) .

Se dividiamo i due membri per il temine noto a2(42-c'z), si ottiene
x2 v2 (2)

Fig. 15



Ora, siccome (fig. 16)
a>c e quindi a2>c2,

sulta
a2-c2>0;

questo valorc positivo si indica abitualmente con Az, e cioè si pone
a2-c2= b2.

L'equazione (2) si scrive allota

or+'t =1 (3)

Si osse a che se P va a coincidere con ùno degli estremi del semiasse
Tll9le -Hl< 

(fig. I6). per esempio con H. si forÀa un rriangolo isoscete
FHF'. Oft. siccome risulta sempre

FH-+HF=2a,
si avrà

FF=EP=a,
e, per il teorema di Pitagora,

OE:\/E-A=b.
Sì capisce così perché A indica prcprio la lunghezza del semiasse minote
oH.
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Fig. 16

4. Grafico dell'ellisse a partire dalla sua equazione normale
Cominciamo con un esempio nume co. L'equazione

t2 v2

25-16-'
rappresenta un'ellisse, dato che è del tipo

I semiassi a, A, sono:
a:5, b=4,

perché
a2:25, b2:1,6.

i
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Sappiamo che deve essere
a2-c2=b2 da cui c2=a2*b2;

perciò, in questo caso, si ha
c:\/13=1À:\9=3.

Siamo ora in grado di tracciare, approssimativamente, il grafico dell'ellisse
(fig. 17), valendosi anche della proprieta

PF+FF:2A
ossia, nel nosho caso,

FF+FF:10.
È chiaro che il procedimento ora esposto ha carattere generale. Se
l'equazione di un'ellisse (fig. 18) è

I+l=r
a indica la lunghezza del semiasse maggiore DI=OT
A indica la lunghezza del semiasse minore OÈ=OR
c indica la distanza focale, data da \/A=F

v

-5 o 3

Fig. 17

\E=

8Fig.



5. Varie forme di ellisse. ll cerchio
Abbiamo visto che IequaTione dell ellisse avente per centro

I'origine e per assi gli assi coordinati è
12y2.
a2b2-

dove a. b rappresenrano le lunghezze dei semiassi (tig. tq). Un caso
particolare si ha quando b-o lfig.20)t l'equazione diveita

ossia
)c2+y2=a2,

Si tratta di un cerchio di taggio a.

E inleressanle pa\sarc in modo drnazrico dall'ellisse al cerchio
(fig. 2l). Si ha che via via che i fuochi F, F'si awicinano al cenlro O, e
quindi c diminuisce, l'ellisse tende al cerchio; quando poi risulta

F=F'=o e quindi c=0,
si ha il cerchio d'equazione

i2+Yz:oz.

v

/'l ì

181

Fig. l9 Fig.20

v

a")

Fì9. 21
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Se, invece, i fuochi si allontanano
ellissi sempre piìr "allungate". fino
segmento AB.

uno dall'altro (fig. 22),
a che, al limite, I'ellisse

si ottengono
degenera nel

Fg 22

La fonna dell'ellisse dipende dunque dalla distanza che i fuochi
hanno dal centro O rispetto aua lunghezza dell'asse maggiore AB, cioè del
rapporto -=?.

Ci rendiamo ora conto delì'origine del termine eccentricità:
proviene dal lattno "ex-centrum", che vuol dìre fuori dal centro", e dice
quindi di quanto l'ellisse "è schiacciata". Il cerchio è un'ellisse che ha
eccentricità e=0i il segmento ,48, ottenuto al limite, è un'ellisse di
eccentricità e= 1.

Una volta disegnato il cerchio di centro O e raggio a. e quindi di
equazlone

x2+y2=d2.
è facile disegnare un'ellisse di semiassi

t'-)' ,d b1 ''
Basta infatti cavare dalla (1) e dalla (2) la

y: Lvd -'('
v='+.!\/a,-x)

Si riconosce co\r che le ordinate di punli
hanno la stessa ascissa ,l sono nel rapporto

Si è quindi condotti ad
effettuare la costruzione di fig. 23:
scelto un punto quaÌunque P del
cerchio (escludiamo i punti .4 e B).
per avere il punto corrispondente P'
dell'ellisse basta alterare I ordinata
di P nel raDDorto g: in fisura

abbiamo fissato uguale a + questo

rapporto. Allora, se P varia sulla
circonferenza. P' descrive I'ellisse.

Si ritrova in questo modo
un risultato incontrato nel Cap. 1

(Parte teÉa, paragrafo 2): si passa
dal cerchio alÌ'ellisse per mezzo di
una trasformazione affine chc
moltiplica le ordinate per un dato
numero.

(1)
a, ,, e quindi di equazione

(2)

y: si ha

(1',)

(2',)

del cerchio chedeÌl'ellisse e
L

Fig. 23
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1. L'equazione dell'iperbole in torma normale

Nelìa Parte prima, paragrafo 7, abbiamo ottenuto per I'iperbole
(fig. I lavenre fuoco F(1.0). diretrrice d d equazione x=-{. ed eccentrici-rai-2. la seguenLe equazione ' I

(1)
Vogliamo ora operare una trasformazione del piano in modo da avere
I'equazione di questa iperbole in forma pir) espressiva: la forma normale.

Cominciamo col deteminare le coor.linate dei punti d'inte$ezio-
ne dell'iperbole con I'asse delle 4 oltre al punto O, si ottiene I'ascissa del
punto B risolvendo il sistema

[ 3x:-.,,r+br=o | 3.y T6x=0
1 y=o ossra 1 y=o

da cui
lY-n - r. =0[ 3x(r+2)=0 ( -" ^" ^1, ò -x 2=o-x=-1'

Si ottengono i punti (fig. 2)
o(0,0) e B(-2,0).

Il punto medio del segmento OB è
c(-1,0).

Portiamo allora l'o gine nel punto C. Dovremo operare una traslazione dil lungo l'asse delle x verso destra (fig. 3). La traslazione è desc tta dalle
seguenti equazioni (Cap. 1, Parte teza, paragrafo 5):

Ix'=x I f r-r'-l
\ v'=v ossra 1-r=v'.

Questa traslazione trasforma I'equazione (l) nella
3(.t'-1)'z-)''?+6(r' 1)=0

os§ia
3xt2_6xt _yt2+6xt _6=0

da cui
3x'2-Y'2=3
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Fig. 4

Dividendo i due membri per il termine noto, si ottiene

*'r- ?=r.
I punti d'intersezione delf iperbole con l,asse delle I (fig. 4)
seguenti

A'(-1,0), B'(r,0);
il tuoco è

"(2,0),e la dirett ce d'ha I'equazione
,1t:r.

L'equazione (2) che abbiamo ottenuto .,assomiglia" a quella dell,ellisse; si
nota una sola diversità: i monomi .r', v'2

anziche dal segno - r". e 'J sono unili dal segno "-"
. _Si capisce che se si svolge. nel caso generale. il procedimento ora

segullo rn un caso numerico. si è condotti a ripetere gli stessi calcoli
eseguiti nella Parte terua, paragrafo 1, a proposito delÌ,ellisse. Infatti
l'equazion€ dell'iperbole che ha fuoco F(f,o) ed eccentricità e, si presenta
ancora nella forma

(l- e2h2+ y2-2f(1+ e)x =0 ,
ma, ora, sulta sempre

e>1,.
La stessa traslazione eseguita per l'ellisse e cioè

lf
) r'=r-]l;
ì-'

conduce a scrivere I'equazione dell'iperbole nella forma
t'2 v'2

-+ 

' :lr J2(1+e) _.

(1-ey |-e

(2)

sono ora i

(3)



2, Parto quarla
186
Bisoma osservare che i denominarori della
posiùvi. Risulta infatti

É"r'o'
e perciò poniamo

6-A-*',
risulta poi

Fr( l+?) <ol-e
e scrivetemo

F{ 1+e)t---:-----:-=-h2-
1-e

Indicando allora, per semplicirà di scrittura' le coordinate con r e y' si

àiirì'àii"q"-"r."à normaie dell'iperbote (fig 5):

x2v2-a-É-''
La curva ioter§eca l'as§e deÌle ' nei punti

A(-a'l) e B(a'o),
con

f
t-e

il fuoco F §i trova nel Punto
F(c,0)

con
fe

'- | -e'
Risulta dunque, anche per l'iperbole (4)' che

OB=OA=a=-
feOF:c=:-t-e

e quindi

per cui I'eccentricità e è data da

,= dF =,-dB,'

(3) non risultano entrambi
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2. La proprietà focale dell'iperbole. Una semplice costruzione
L'equazione dell'iperbole ottenuta nel paragrafo precedente

x2v2,
a2b2'

presenta sia.r che ) al 2. grado. Ciò signilica che. come nel caso
deìlellisse. lequazione rimane inalterata quando si opera una simmelria

spetto all'asse deìle ;r o spetto all'asse delle y; quindi, anche l'iperbole
ha gli assi coordinati come assi di simmetria. Questa proprietà porta a
scoprire che anche l'ipetbole ha ùn altro fuoco, F', e un,aitra ditettrice,
d', simmetrici di F e di I rispetto atl'asse delle y (fig. 6).

L esistenza dt due fuochi e di due direttrici conduce a scop re
una notevole proprietà dell iperbole- \ulle disranze di un punto delliper-
bole dai due fuochi. Riferiamoci alla fig. 7, e conside amo un punto P cheva a sull'iperbole. Si ha:

-t:- -e ossia PF-e.Pd
Pd
p-F'!_L e oisia PF' e.Pd'

Ora, se P percorre il ramo piil vicino al fuoco F, sulta:
PFr-FF=e(FT-Pd1=e.oT;

se, invece, P percore ìl ramo più vicino al fuoco F', si ha:

-en-FF=e@d PV)=e.DT.
Ora. siccome

c=costante. DD',=coslantE,
si avrà

PIo- P7'-cosranre (o PF- FF-cosranrel.
Si conclude che I'iperbol€ è il luogo dei punti tali che la differenza delle
distanze dai due fuochi è costante.

Il valore della costante si può scop re se si porta il punto P a
coincidere con,4 (o con B); si ha:

AF AF=2a (o BF--BF':1a).
Quindi, per un punto P che percorre un ramo d'iperbole si ha:

Ftr-pr=zn (o PF'- PF=2a).

Flg. 6
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La costruzione a cui conduce questa proprietà è meno immediata di quella
relativa all'elìisse, ma è possibile cseguirla valendosi scmpre di un pezzo
di spago. Ecco come (fig. 8): si fa passare uno spago attraverso due fori, F
e a, praticati in una tavoletta di legno, posta in posizione orizzontale. Si
tiene lo spago al di sotto della tavoletta in modo che, al di sopra, si formi
un triangolo di base FI' e vertice opposto un punto P, che corrisponde
alla punta di una matita. La differenza fra i lati PF e PF' avrà un certo
vaÌore fr; se si tira lo spago al di sotto della tavoletta, come è indicato in
figura, la matita. che obbliga lo spago a esserc sempre ben teso, traccia sul
piano della tavoletta un arco di cu a. E si tratta di un arco d'iperbole di
fuochi F e F' perché, quando si tira lo spago, ai due tratti PF e PF' \iene
via via tolta la stessa lunghezza; risulta quindi. sempre

P_F Ftr=k,

Fig. 8

3. L'equazione dell'iperbole in base alla proprietà focale

Abbiamo visto che una prop età caratteristica dell'ipcrbole è
questa: l'iperbole è il lùogo dei punti P del plano tali che è costante la
dilferenza da due punti fissi, I', F', detti fnochi. Si ha dunque

PF'-PF=2a
PF-PF =2a.

(r)
(:2)

(3)

Sia la (l) che la (2) si possono tradurre in equazione. Riferiamoci alla fig.
9 dove abbiamo scelto come asse dclle ascisse la retta FF e come asse
delle ordinate Ìa perpendicolare alla al.' nel punto medio O. Si ha:

F(c.0), .F'(-c.o),
w- =\rc+aFif , FF=\/G-ù+F

La relazione (1) si traduce analiticamente così:

t/@if +P-1/Q -lf af -2o
ossia

vG-?jr +I= 24 + v(;-7r-;.
Elevando due volte aÌ quadrato e semplificando si arriva all'equazione:

(c2 a2)x2 - a2y2= (c2- a2)a2.

Se ripetiamo lo stesso procedimento a partire dall'equazione (2), che
caratte zza rìn punto P che percofie l'altro ramo dell'iperbole, si ottiene
la stessa equazione (3).
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Dunque, l'equazione (3) esprime analiticamente Ia condizione
che deve soddisfare un punto P(.r,y) che petcorre l'iperbole.

Procedendo come nel caso dell'ellisse, dividiamo i due membri
della (3) per il termine noto a2(e-a2); si ottrene.,

x2 y2
a2 c2_a2

Om, siccome
c>a e quindi ò2>a2,

dsulta sempre
C-a2)0.

e possiamo polle
c2_a2:h2_

Otteniamo così l'equazione dell'iperbole nella forma già nota

(4)

4. Gratico dell'iperbole a partire dalla sua equazione normale.
Gli asintoti

Cominciamo con un esempio numerico. È data l'equazione
x2y2,
16 9-

Riconosciamo che si tratta di un'iperbole dato che è del tipo

ar- br-'
I punti in cui la curva interseca. lasse delle x sono .4(-a.0) e B(a.0)l i
fuochi sono F(r,0) e F'(-.,0). E facile determinare il valore di d e di c
(fig. 9); si ha

189

0)

a2=16 da cui a:!4
c2-o2-9 da cui c=rVOTI6=tìv25=15.
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Dunque la curva inte$eca l'asse delle .x nei punti

A(-4,0) e B(a,0),
ed ha i tuochi

F'(-s,0) e F(s,o).
Per disegnare l'iperbole, o ci si vale di uno spago procedendo come è stato
illustrato nel paragrafo 2, o ci si basa sull'equazione (1). In quest'ultimo
caso si esplicita la (1) spetto ad )i si scrive così:

v2 t2t- 16 -'
da cui

,=111,7-16
Dunque. la curva è descritta dalle funzioni seguenti

v- j y'x:-lo (2)

r=- llx, -16. (3)

Esaminiamole separatamente. Consideriamo p ma la (2): si nota che si
ottengono valori reali di, solo se sulta positiva l'espressione sc ita sotto
il segno di radice. Quindi, deve essere:

x2-16>0
e perciò

,>4 o x<-4.
In corrispondenza a qùesti valori di ', si ottengono sempre valori positivi
di y. La curua si trova dunque al di sopra dell'asse delle x e aI di fuori
della striscia limirara dalle rette d equazione

nella zona colorata in fig. 10.

Scrivendo poi I'equazione (2) nella forma
.1 ./. 16/=a'r V I ,

Fig. 10

(2',)
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si capisce che se si assegnano ad 'r valori positivi sempre più grandi, il
termine

16

risulta sempre piÌr piccolo, e diventa trascurabile risperto ad 1. In tal caso,
l'espressione

si awicina sempre di più al valore 1, come sulta anche dalla tabella
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,t6

3

,16

(4)'4

10 0,84
100

1000
0,9984
0,999984

Allora la funzione

tende alla

Ora, la (4) è l'equazione di una retta / passante per I'origine; siamo
dunque condotti a dire che: se nella (2') si assegnano ad, valori positivi
sempre piiL grandi, si individua un punto P che "sfugge" sull'iperbote,
awicinandosi sempre di piir alla retta r (fig. 11).

La retta ," prende il nome di asiftoto; questa parola viene dalla
Iingua greca, in cui significa "non incontro", e mette in evidenza propdo il
fatto che f iperbole, pul awicinandosi sempre piir a questa retta, non
I'incontra.

Fig. 11
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Analoghe considerazioni si
possono ripetere a partire dalla
funzione

Y= - i\/x2- t6
che possiamo scrivere nella torma

3 -E t6Y=- 4xVt- "'
Si scopre così che l'iperbole ha un altro
asintoto ,"' (fì9. 12) d'equazione:

,=-1,.

Fig.12

È facile ora completare il disegno tenendo presente la
curva rispetto all'asse delle y (fig. 13).

Si conclude che l'iperbole d'equazione
x2v2-
16 9 -

incontra I'asse delle , nei punti
A(-4,0) e B(4,0),

ha come fuochi i punti
F(5,0) e P(-s,o),

e come asintoti 7e rctte /, r' d'equazione
1ly=i* e y=-ix.

(3)

(3)

simmetria della

Fig. 13



Il procedimento ora esposto ha carattere generale e può esserc pefuto
peI ùna qualunqùe iperbole d'equazione

-2 -)t_r_:ta,- b2=,. (5)

La curva iflcontra l'asse delle I nei punti
A(-a,o) e B(a,O);

la posizione dei fuochi può essere detetminata tenendo presente che
b2:c2- a2,

e quindi
c2= b2+a2

da cui
c=\/a+F.

Si ha:

F(-Va, i-br.o) e F'l\/FlE.O).
Se poi dall'equazione (5) si ficava la y, si ottengono le due funzioni

,:*'lu*
Y=-*.\,f;9

Si ossera che assegnando alla.t valo sempre piÌr grandi l,iperbole si
awicina alle rette /, /' d'equaziofle

u= L, , u=_Lr.'a'a
rette che sono gli asintoti della curva.

Infine, si può completare il disegno tenendo presente la simme-
tria della curva rispelto all'asse delle yt si ottiene un grafico come quello
dj fis. 14.
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(6)

(7)

Fig. 14
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Data l'equazione dell'iperbole nella forma
xr ]r_r
a2 bz -'

è facile determinare l'equazione degli asintoti. Si nota inlatti che l'equa-
zione si può scrivere così:

/r v\/r !\
\a b)\a bl -'

ora, uguagliando a zero il 7" membro, si ottengono proplio Ie
degli asintoti. Infatti, dall'espressione

/Ì v\/Ì 1,\
\a b)\a b) "'

si ricava
be croe !=-x

b

equaaonl

5. Varie forme di iperbole. L'iperbole

In lig. l5 e disegnala un iperbole d equazionc

;r- bz ''

equilatera

(s)

gli asintoti sono
b_.

le rette d'equazione

Y=- ox
quando risultaSi ha un caso particolare

l'equazione dell'ipeÌbole dive[tal

(8)

x2-y2=a2,.
In questo caso gli asintoti sono le rette d'equazione

y=x e y=-t,
cioè le bisettrici dei quadranti Gli asintoti §ono quìndi fra loro perpendico-
lari: l'ioerbole si dice equilatera tlir,. IÒ)' È intere."ante pa..are in m-odo dinamico ddl ca'o dell iPerbole di
eouazione {5). tracciatà in fiP. 15, al caso dell'ipe.bole equilalera di
eduazione t8i. di lie. I6. Fis.iamo latlenzione .ull ampiezra dell angolo
clie "contiene idue-rami detl rpelbole (lig. l7l: \e lcmpie?7a dell angolo
aumenta. liperbole diventa _plil larga'. Iino a quando (i ha un angolo
pialro (i due aqinroli \anno i coincidere con la'se dellc )). e la curvd
àegenera in due rerte parallelc all a.se delle ). -..' Se. invece. l ;mpre/7a dell angolo diminui'ce tfig. l8). l'iperbo-
le diventa semDre _Diu slretta", fino d che gh aslntoll \anno a colnclocre
con larse dellè t; la curva degenerd in tal caso in due 'emirette 'ull asse

delle r.



Fiq. 15 Fig. 16

Ftg- 17

Fig. 18
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Si capisce quindi che lg forma dell'iperbole dipende dall'inclina-

zioDe degli asintoti, ossia dal rapporto 4. Si o.."*a anche che, mentre

la curva caebia foEra, cambia la posizione dei fuochi: basta tener
presente che

aF, =66=c=1;;;8.
I-a situazione è illustata nella fig- 19,
Si capisce così che la forma dell'iperbole è legata al Épporto

-Of c:=-=e-oBo
cioè all'eccentricita e. Si ha:

":1/1, rcl caso dell'ipelbole equilatera (fig. 19 B)
e>,,/2 " rappresentata ir fig. 19 A

1<e<tf2 " " » fig. 19C.

Fig. 19A. b>a c>atE Flg. 19E, b- e; c=a\!Q Fig. 19C. ò<e; a<rc<a\E

Fig. 20



Per disegnare l'iperbole d'equazione
r: 12_r
a2 b:-'

si può partire dall'iperbole equilatera
x2_ y2= a2

ed alterame Ìe ordinate nel rapporto
mento analogo a quello esposto a
paragrato 5).

d'equazione

f; lrc. zol, seguendo un ragiona-
proposito dell'ellisse (Parte terza,
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5. Un'altra lorma dell'equazione dell'iperbole equilatera
Abbiamo vìsto che l'iperbole equilatera d'equazione

(1)
ha per asintoti le bisett ci dei quadranti (fig. 21) e cioè

y=x e y= -x,
due rette che sotto tra loro pcryendicolott.
. Abbiamo anche vr<ro che le equazioni degli asinrori dcll iperbole

<i .possono o[enere uguagliando a zero il l' membro dell'equazione
dell iperbole: nel caso della (l) .i .cri\era

(r+]Xr-))=0.
Ora. dalo che gli asinlori sono lra loro perpendicolari. possiamo sccglicre
propfloquesti asintoticome as§i canesrani Xed y e siccome l assc delle X
e l'asse delÌe y hanno per eqùazione rispettivamente

Y=0 e X=0.
potremo scrivere l'equazione dell'iperbole equilatera nella forma

XY= k (2)
Si tratta ovviamente di un'iperboÌe uguale a quella delÌ'equazione (1), ma
ruorata di_45'3llorno ad O: nella fig.22 sono slati diseènati in nero gli
anttcht assr carteslanr-

Fig. 21 Fig. 22
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Si caoisce che i termini I e r', che compaiono neil'equazione

.lell iDerb;le -'forma {2) e ( I ) . do'"ranno essere legali lra loro Trovia-
mo la relazione che li lega lissando lallenzione sulle figg 23 e 24 ,

fuleriamoci per csempio al punlo A. osservlamo che nel rllerF
mento di fig. 23 A ha le cooàinate-(4,0); nel fe mento di fig 24, le

coordinate di a .ono (i-. f--). Ora- tequazione dell'iperbole. che-\vz vrl
nel nuovo Ìiferimento. è

deve essere soddisfatta da ogni punto delf iperbole, e in particolare dal

punro e( f;. -!), dere dunqre er."r.\yz yzt
aa

\/2 \/2
e da questa relazione risulta

Dunque, l'iplrbote equilatera d'equazione
x2, J2=a2

si scrive anche nella forma

XY=+.
(Da notare che Ia forma Ì)=k è stata già incontrata nel cap 1, Parte
seconda, paragrafo 8).
La forma

e oarticolarmente 5i!.nilicativa perche il stlo gralico olfre un e\preqsiva
inrerDrelazione di uÀa proprietà geometrica: il prodollo di due numeri
positivi. x e v. ri puo infarii lnlelpretare come larec * di un reltanSolo
che ha dimensioni jv e y.

Fiq. 23 Fig. 24
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Fig. 25

Itr fig. 25 sono disegnati dei rettangoli di area 16: i vertici "libed"
di questi rettangoli si hovano appunto sul ramo delf iperbole

xY:16
che appartiene al I quadrante.

ll quadrato di lato 4 ha la proprieta di avere perimetro minimo
fra rutti i rettangoli di area k=16. E facile rendersene conto fifletteodo
che il perimetro dei rettangoli aumenta via via che il vertice libero si
allortana da O sia in direzione dell'asse delle r che in direzione dell'asse
delle r; ora, dato che la configurazione prese(rta una simmetria rispetto
alla bisettrice del quadrante, si intuisce che il midmo pedmetlo si avrà
qua[do il vertice libero si trova proprio su quella bisettrice.


