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Le

[n queste pagine parleremo di alcune superficie - le quadriche - che sono strettaftente le8ate
alle coniche. Vedremo anche p€rché queste superficie abbiano nella realtà di oggi una grande importan-
za: possono infatti risolvere problemi di architettura e problemi relativi allo sfruttamento dell'energia

Partc prima: Consiclcrazioni geomctriche
1. Le quadriche rotonde

Cominciamo a presentare qualche caso particolare: sono quadriche la sfera, il cilindro, il cono.
Si vede subito il legame con le coniche; lagliando con un piano la slera o il crlindro o il cono si ottenSono
sempre delle coniche: le sezioni piane della sfera sono sempre cerchi, quelle del cilindro sono ellissi, e
quelle del cono sono o ellissi o parabole o iperboli.

Vedremo che, oltre alla sfera, al cilìndro e al cono, ci sono altre superficie che hanno come
sezioni piane so/o delle coniche. Si dà, appunto. questa definizione: qu.driche sono delle superfi.i€ che
hantro come s€zioni piatre solamcnt€ d€lle coniche.

Sono sempre i casi particolari - la sfera, il cilindro e il cono - che ci lanno comprendere che
queste superficie si possono oìtenere facendo ruotare una conica attorno a uo suo asse di simmetria. Si
può infatti ottenere
- Ia sfera ruolando un cerchio altorno a un diamelro (fig. l7):
- il cilindro ruotando due rette parallele atLomo allasse mediano (fi8. l8):
- il cono ruotando due rette incidenti attorno alla bisettrice dell'anSolo da esse fomato (fig. 19).

Cerchio, due rette parallele o due rette incidenti sono casi particolari di coniche.

quadriche

Fig. 17 Fig. 18 Fig. 1S
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Fig 20

3,

Fig. 21

Viene allora spontanco di pensare a tutte le superficie che si ottengono facendo ruotarc le altre
coniche artorno a un assc di simmetria; si hanno in tal modo tutte /e qaadiche di rotszionc o tuto de. E
precisameùte. face nd o tu o ta re :

- una parubola attorno al suo asse di simmetria. si ottiene il paraboloide (fig. 20):
- u's1l§se attorno all'assc m.ìggiore o all asse minore. si otlcDgono due €uissoidi (fig. 2l)i ed è chiaro

che. quando l'ellisse è un cerchio. si ha, come ellissoide particolarc. /a yclar
- un'iperbole attorno a uno o all akro dei suoi assi, si ottengono duc ip€rboloiÙ; ipcrboloidc a I falda c

iperboloide a 2 falde (fig. 22). Come caso parricoìare d ipcrboluide a I falda si può avere il cono.
quando I'iperbole si riduce a due rette incidenli (fi8. 2J) c rl cihndro quando I iPcrbole degenera in due
rette parallele (fig. 24).



Fig.22

Hffi

Fig. 24Fig. 23
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2. Dalle quadriche rotonde alle quadriche non rotonde. Considerazioni geome-
triche

È chiaro che, per il modo stes§o con cui sono costruite, le quadriche rotonde hanno un sistema
di infiniti cerchi: sono le sezioni piane perpendicolari all'asse di rotazione (fig. 25).

Oru, siccome u cerchio può essere trasfomato in un'elr:rse per mezzo di uoo stiramento (cap.
1, Parte terza, paragrafo 2), le quadriche rotonde possono dar luogo ad altrettanre quadriche non
rotonde che possiedono un sistema di infinite ellissi parall€le (fig. :6).

Fig. 25

Fig.26

Esamioiamo meglio le quad.iche che si possono ottenere:

- il paraboloide a sezioni ellittiche (fig. 27) ha due piani di simmetria, perpendicolad fra loro;
- I'ellissoide (fig. 28) ha tre piani di simmetda. Le ellissi di centro O e chc appartengooo a questi piani

hanno i semiassi di l\Jnghezzà a.b; a.ct b,c. O è il ce ro dell'ellissoid€r
- i due iperboloidi (fig. 29) hanno, ciascuno, due piani di simmetria.

Fig. 27 Fig. 2a Frg. 29
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3. Sezioni piane delle quadriche. Punti ellittici e punti iperbolici

Fiq. 30

Cerchiamo ora di vedere" le sezioni piane delle quadrichei sono - come si è detto - solamente
coniche. Prendiamo in esame le varie quadriche.

EUis6oide

Tagliando un ellissoide con un piano si otrengono solo ellissi (fig.30).
Consideriamo ora un piano secante e spostiamolo paraìlelamente a se stesso fino a che il piano

divcnta tangente all ellissoide (fig. 31). Si osserva che m€ntre il piano si allontana dal centro O dell'ellis-
soide. le ellissi sezioni dilentano sempre 'più piccole'. e quindi i loto vertici opposti si awicinano. ,{l
limite- quando il piano è tanSenre alla quadrica. I ellisse sezione si riduce a un punto (fig. 32).

In questo caso Ia superficie si trova lurta dalla stessa parte rispetto al piano tangente.

Fig. 31 Fig. 32

Iperbololde a I fàlda

Segando un iperboloide a I falda con un piano si possono ollenere ellissi. parabole o iperboli a seconda
dell'inclinazione del piano (fig. 33).

Ci si rende conto che non si può arivare alla posizione di piano tangente lraslando un piano
che prodùce sezioni ellittiche o un piano che produce sezioni paraboliche; un piano tangente si può
ottenere rolo lraslaDdo un piano che interseca l'iperboloide secondo ipe{boli.

In questo caso. accade che spostando il piano secante paraltelamente a se stesso. i vertici delle
iperboli sezioni si awicinano sempre di più fra loro. Al timite, quando il piano div€nla tangente.
l'iperbole degenera in due rette che hanno le seguenli caratleristiche: passano per il punto I di tangenza,
e appartengono all ipcrboloide.

ouesto fatto si verifica pcr ogni punto dell'iperboloide a 1 faldai ciò §ignifica che per ogni pun_
to f della superficie passano due rette che aPPartengono alla superficie.

Si icopre còsì che l'iperboloide a I falda. che appare come superficie curva. Può essere
realizzato con sole rctter è - come si dice - tM superficie riBata.
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Frg. 33

Fig. 34

Una semplice coslruzione di questo iperboloide può realizzarsi com€ è indicato nella fig. 34:
nel passaggio da cilindro a cono si ottengono degli iperboloidi a I falda. Questa osservazionc conduce
anche a rendersi conto del fatto che il cono e il cilindro sono pa(icolari iperboloidi a 1 falda (come
abbiamo già accennato nel paragrafo 1).

ll confronto fra l iperboloide a 1 falda e l ellissoide conduce a scoprire diversità fra il tipo di
punti delle due quadriche; osserviamo la fig. 35i nel caso dell ellissoide, il piano rangente in qualunque
punto f hscia, come abbiamo già detlo. tutta la superficie da una stessa parte, mentre nel caso
dell'iperboloide a 1 falda il piaoo langente in un qualunque punto f non lascia tutla la sùperficie dalla
stessa parle.

Questo diverso comportamento rispetlo al piano iangente porta a r/rra distinzio e fru ì puntL ln
punto f è detlo e//r/rco se il piano taogente tocca la superficie solo in Ii è deno ?eràoli.o se il piano
tangente in I locca la superficie lungo due retlc per L

Fig 35
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Ipcrboloide a 2 falde

Anche l'iperboloide a due falde, inlersecato da un piano, può dare luogo a ellissi, parabole, iperboli (fig.
36), a seconda dell'inclinazione del piano. Osservando i vari casi indicati in fig. 36 ci si rende conto che,
spostando un piano parallelamente a se slesso fino a raggiungere la posizione di piano tangente. si
ottiene un piano tang€nte che tocca sempre la superficie in un solo punlo. i pukti sono ellittici e dtrnqt e
l iperboloide a due falde non contiene relre.

Fig. 36

P.rlboloid€
Tagliando un paraboloide con un piano. si possono ottenere come sezioni solo ellissi o parabole (fig. 37),
ma un piano tangente si può avere solo traslando un piano che seca il paraboloide secondo ellissi: i punti
del paraboloide sono ellitici.

Fig. 37



4. Una classiricazione
delle quadriche

Le considcrazioni sul
lipo di punti (cllittici o
ipcrbolici) conducono ad una
classificazione dellc quadriche e
a una §coperr.ì. Nella tavola
seguenle abbiamo eìcncanr "in
lcrticalc le virrie quadrichc c
''in orizzontale . per ciascuna di
csse. il lipo dì puntit in ogni
casclla dclla tavoia ò disegnata-
se esiste. Ia qu.ìdric.r
corrispondentc. L cllissoidc ò
stato disegnato soÌo neUa
caselìa corrispondents aì punti
cllilrici. perchc non pui) certo
rsisrere un ellissoide che ha
punti iperboìici e quindi
contiene relte. dalo chc si lratla
dì una \upÈrlicic chiusir:
ìiperboloidc. invecc. comp re
ìn luttc c duc lc caselìc drkr che
quello a duc f lde ha punrì
cììitticic qu.lìo a una falda h
punti iperboliLi.

ellissoide

?paraboloidc

ipcrboloidc

@ ,.,
T

Riguardo ì paraholoidc. sulh r.Ìbella compa.e un pùnto interrogativor ecco perchéi conoscia'
mo il parahot)ide a punti clliilicir ma - ci si chìede non polrebbe csistere un ,rllro puraboloide. e cioè
una supcrficio apcrra. avcnre pùnli jpcrbolici anriché punli cììrltici? E. sc esiste. comc costruirlo, dato
che non l'abbiamo orrenu«) faccndo ruotar€ una conìca? E proprio questo dubbio che ci condurrà, nel
prossimo parugrafo. un inlcrcssanl. scopcrla.

5. La scoperta di una nuova quadrica: il paraboloicle ipcrbolico o a sella

Osservìamo merlio ì1 paraboloìde ellitico (fig. 38): pos\iamo immagirarlo come forman) da
una -purabol:ì guidi c da tnnrc parabolc uguiìli disposle r cavalkr" dclla -parabola guida -

Per rendcrci conlo di qucsta nrutturr abbiamo costruiro un modcllo (tì9. 39).

K=/\-Jv
!_

r\AI t) ( lVV

Fig.38 Fg. 39



574
Fig. 40. La
parabo a guida è
realizzala ln lll di

realizzale ìn legno

del a guidaì in

Iorellino nel quale
passa il Iil dilerro

E proprio queno modeìk) din nìi.o ll suggerirc una v.rriazionc (fig. 10): si riballa Iiì parabola
guida in modo chc I.ì loDcrvità. chc era prima vcrso il basso. §ia. or . verso lallor lc altre parabole.
realizzate in legno. manlcngono la loro fosiz(»ìc e penanlo l lo.o concavirà è semprc ri\('lta verso il
basso. Si oxiene unn nuovr quadrica: è il paraboloide ip(rbolico o a sclla.

Basta osscrlarc il modcllo per crpire il perché dell rppellativo a \clla : la superlicìe ha una
forma che ricorda molto dir \icìno una vcra selìir. Sc poi sì conlider no lc sczioni opcratc con piani
pcrpendicolari alì a1se dcllì par.rbola guida. si capiscc il perché delì iìggetrivo _ipcrboìico : le serioni
sono dclle ipcrboli.

Trnslando il piàno sccanlc lerso il lcrri{c della parabola guida. i vcrlici dclle iperboli sezionc si
awicinano scmpr€ di più. fino a che. al ììnìite. iì piano ri\ulta ttìngenlc alla superficie lungo duc rene. Sì
scoprc così che i punti di qucsrr quadrica sono iperlxricil la superlicie è quindi rigata. cioè si può
cosrruìre con rettc (fig.-rl).

Se poi si continua a rrasLìrc il pìuìo dopo il punto dr tangenzrì. si h.ìnflo ancora delle iperboli.
che pcrò sono disposre in nrodo di!c.\o (hlle prccedcnii (tì9. 12).

Fig.41

Fig. 42



6. Cilindro e cono. Punli parabolici. Superficie sviluppabili e non
sul Piano

Fig.43

575
sviluppabili

Nei paragrafi 1 e 3 abbiamo detto che sfera, cjlindro e cono sono i piiì semplici esempi di
quadriche. Abbiamo osservato che la sfera è un ellissoide particolare, e che cilindro e cono sono casi
nafticolari dell'iDerboloide a una falda.' Esaminiamo ora il tipo di punlr del cono e del cilindro, sempre a partire dall'osseryazione delle
sezioni piane.' Sappiamo che le sezroni piane del cono sono ellissi o parabole o iperboli a seconda dell'inclina_
zione del piano (fig. 43). Ci si rende conto che non si riesce ad ottenere uII pianQ tangente al cono
traslando un pianoìhe sega la superficie secondo un'ellisse o secondo un'iperbole. E solo partendo da
una sezione ,arabolica che. traslando il piano come in iig. 44. si può otienere il piano tangente in un
punto P (fig. 45); cl si accorge che il piano non è tangente solo in un punto, ma risulta tangente lungo
iutta la genèratrice che passa per P. Si dice che i punti del cono sono paldòolici In gencrale, un punto si
dice parabolico se il piano tangent€ alla sùperficie in P tocca la quadrica lungo una retta.

Fig- 44 Fiq- 45
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Si capisce che sono parabolici anche i punli detcilindro (fig. 46).
Il larro che i punli delcono e quellidelcilindro sono oarab-olici si

rraduce in una proprietA ben nota: un toÀlio di carra Duò aderirè Derte[amenre
sulla superficie delcono o del cilindro tfÉ. 47). Oueira proprielà'può essere
esprcssa in altro modor tagliando un cono o un cilindro iungo unigeneratrice.
ne possiamo adagiare la superficie sul piano (fig. 48). cioè cbm e cilindro sono
sviluppablli sul piano.
. _. . Questa proprietà non vale invece per le superlicie a punti ellittici o
iperbolici: basla pensare che se cerchiamo dl far adeiire un foslio di carta a
una sfera. il foglio presenla delle pieghe (69. 4q)r e rc cerchiaio di farto
adenre a un paraboloide a sella. Ia carra st srrappa (tig. 50).

_ Concludiamo così che sono sviluppabili sul tiano solo le qusdriche a
puDd parrbollci.

Fig 46

Fig. 50

Fig. 41 Fig. 4A

Fig.49

7. Ouadriche rigate e quadriche non rigate nelle applicazioni

, Abbiamo visto come la considerazione del tipo di punri porti ad una disrinzione fra te quadri-
che. E questa distinzione che corrisf,onde ad una proprietà "piì) visiva": le quadriche possono contenere
o non contenere rette,

Sono formate da retle, e cioè sono rigale, le due quadriche seguenti (fig. 5l):
- Iiperbolorde a 1 falda (e come caso p:uticolare il cilindro e il cono).
- il paraboloide iperbotico o a sella.

Non sono formate da rette le 3 quadriche seguenti (fig. 52):
- I'ellissoide (e come caso particolare la sfera),
- l'iperboloide a 2 falde,
- il paraboloide ellittico.
Delle 5 qùadriche, dunque, solo 2 sono rigate.

L'applicazione piir importante delle quadriche rigate è nell'architettura: il fatto di poier cosÌrui-
re delle sùperficie valendosi solo di sbarre ha portato a delle soluzioni tecniche non solo economiche per
la Ìoro esecuzione. ma anche funzionali ed estremamente elegantii in fig. 53 sono riprodotte le fotografie
di alcune costruzioni,

Anche le quadriche a punti ellittici, in particolare il paraboloide. svolgono un ruolo notevole
nella tecnologia.



Fig. 51
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F\g 52

Fig 54 Fg 55

La proprietà del fuoco deÌla parabola (Complementi, pag. 562) vicne sfruttata per la costruzio-
nc di paraboloidi a due scopi:
1ì concentrare rn un Dunto - il iuoco un fascio di raggi solari (sfruttamento dell'energia solare). o un

tascio di onde \onore provenrenli da grandr di.lanze rrnlennt rice\enti):
,zr pi"i.u,ie a disranz: una luce emctù dd un" ldmpdJa Ji'oona nel luÒco ri '-omunr lanali deglr

àuroveicolil. o un.uon., prodorro nelle vicin"nlc del fuoco lanlcnne lIi'mrllenlr)'
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Parte seconda: Considerazioni analitichc
In quesla Pane trovelemo le equazioni delle quadriche in un riferimento cartesiano. Abbiamo

visto nella Parte prima che le quadriche rotonde si ottengono dalla rotazione di una conica attorno ad un
asse; si passa poi da quadriche rotonde a quadriche non rotonde operando uno stiramento in modo da
trasfomare i cerchi paralleli in ellissi. Tradunemo ora queste operazioni geometriche in equazioni:
studieremo prima le equazioni delle quattlo quaddche rotonde e poi passeremo alle equazioni d€lle
quadriche non rotonde, basandoci sulle trasformazioni affini. Un ragionamento diverso ci condurrà poi a
stabilire l'equazione del paraboloide iperbolico.

1. L'equazione dell'ellissoide

Abbiamo visto (Complementi del cap. l) che I'equ^zione della sfera di centro O e raggio r=1
(fi8. 56) è data dal

x2+y7+ 22:1. (r)
Ora, con un ragionamento del tutto analogo a quello che conduce a trovare l'equazione dell'ellisse a
partire da quella del cerchio si può immaginare di deformare la sfera con stiramenti lungo gli assi in
modo da avere un ellissoide (fig. 57).

Se i coefficienti di stiramento sono a, b. c, si ottiene l'equazione dell'ellissoide di centro O e
s€miassi lunghi r, ,, c, operando sulla (1) con I'affinità d'equazioni

I v'=bv

Si ottiene I'equazione
x2 y2 22 1

az b! tz
dove, per semplicità di scri(ura, abbiamo indicato Ie variabili con r, t, z anziché con x' , t' , z'.

Fig. 57

2. L'equazione del paraboloide

Cominciamo cot determinare l equazione del paraboloide rotondo. Consideriamo, sul piano )2,
una parabola di vertice O e asse: (fig. 58). La sua equaaone. sùl piano ): d'equazione .l=0, è

Per semplicità, scegliamo &=1; I'equazione diventa

Facciamo ora ruotare quesla parabola attorno all'asse delle z (fig. 59): si otliene un paraholoide rotondo.
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Fag. 59

Osserviamo: ogni punto della parabola descrive una circonferenza che ha centro sull'asse delle
z; e precisamente:

I
2

P " " y=p

È questa l'equazione del paraboloide rolondo generato dalla palabola z=):-
È Iàcile ora iassare all eqr.razione del paraboloide non rotondo. Basta operale un'affinita d'eqùazioni

la (l) si trasforma in

il punio ,4 che ha ]=l» » , » » )=2
descrive una circonferenza di raggio

Se proiettiamo tutte queste circonferenze sul piano .rr. otteniamo un insieme di cerchi concentrici (fig.
60), e si ha che:

il punto ,4 descrive Ia circonferenza 12+)2=1:
""8»,2+y2=2)

Fig. 60

(1)

Ora, se con questi cerchi vogliamo formare
proprio il paÉboloide di fig. 59, dobbiamo disporli
uno sull'altro con una legge ben precisa, una legg€
"dettaaa" dall'equazione della parabola

Dovrà accadere che:

la circonferenza rr-Jr- ]: si lrovi a quota a-l:
arrr)-2:» " " - t=22

x2+y2=p2 » » » » z=f.
Ouindi, un punto P descrive la superficie parabolica ottenuta dalla rotazion€ della Parabola z=r2 attorno
all'assc delle.z, se le sue coordinate.r, ]. z sono legate dalla relazion€
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Questa è I'equazione del paraboloide non rotondo di asse z; può anche scriversi,
nella forma:

j-*4=,.
dove abbiamo posto

lr-lc
n! b:

2, Complelrlenli

moltiplicando per c,

3. L'equazione dei due iperboloidi

. Ragioniamo in modo analogo al caso ptecedente. Consideriamo sul piano )2. d'equazione _t=0,
un'iperbole: per semplicità. consideriamo l'iperbole equilalera (fig. 6l ) d equaT ione

t2-22=l '
Vogliamo I'equazione dell'ipcrboloide a I frlda che si ottiene facendo ruolàre I'ipetbole a$omo all'asse
delle z (fig. 62).

Quando l iperbole ruota attorno all'asse delle z, ogni suo punto descrive una circonferenza che
ha centro su questo asse. Se proiclliamo queste circonfereoze sul piano.r), avremo, come nel caso del
paraboloide, uo sislema di cer€hi concentrici di cui è facile delerminare I'equazione. Si ha ch€

il punto ,4 che ha 1:1 descrive x2+y2=12
» » B » » y=2 » x2+y2=21

Fig. 62

» » P » » y=P » x2+Y2=P2

Questi cerchi vanno disposti in modo da poler ottenere l'iperboloide di fig. 62, cioè in modo che i punti
di ogni circonferenza soddisfino all'equazione dell'iperbole

J2-22=l'
Dovrà qùindi aversi:

x2+y2=1: se risulta /=1 e, per fequazione dell'iperbole. 12-22=1 ossia 12=22+1
*+J2=22 » » )J=z » » » ,22-22=l ossia 22=zz+l

J.2+y2=p2 »

Quindi risulta sempre
t2+Y2=22+l

» , p2-21=7 ossia p2=zr+1.

ossla
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Fig. 64

Qlesla è l'equgzione delt'ipe/boloide rotondo a 1/alda ottenuto dalla rotazione, attorno all,asse delle z.
dell'iperbole )'?-22=1.

Operando ur'affinità d'equÀzioni

tu':.2.
si ottiete l'equazione d.ell'iperboloide a 1 falda, on rotondol

È interessante vedere come, a pattire dall'equazione dell'iperbole
y2-22:7 O)

si possono ottenere, sempre con una rotazione, le equazioni del cono e del cilindro

Consideriamo gli asintoti dell'iperbole (1) che hanno equazione complessiva data da

y2-22=0 ossia t2:22.
Conlarotazionedell'iperbole,questiasintotigeneranouncono(figg63e64)che,inbaseaconsidera-
zioni analoghe a que è svolte pèr l iperboloide, avrà l equazione

x2+!2- 22:0.

È sempre una trasformazione affine che conduce a sc vere I'equaziore deì piir generale cono di asse z

nella forma

a* h- e=n
Per avere l equazione del cilindro. consideriamo (fig 65) la coppia di rette tangenti all'iperbole (1) nei
verticir abbiamo le equazioni

y:1 e )=-1.
oue§teduerette,ruotandoattornoall.assedellez'generanouncilindro(fig.66)lilciljndloè.'formato,.
dì tanti cerchi uguati a quello che, sul piano.t), ha l'equazione

x2+f=7.
Quindi, un punto si muove sùlla superficie ali questo ciÌindro se, a qualunque quota' risulta

]r2+yl=1:
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x2+y2=P2 e

Si ha quindi ,

P+Y2:22-l

ouesta è l eouazione di questo panicolare cilindro'
ò;;; tt;f;;;;r.,e àttine dneniamo t equazione del piir senerale cilindro di asse z:

,, 't,:'az hz -'
Da notare che Ia stessa equazione (2) rappresenta un'ellisse o un cilindro a seconda dell"'ambiente" in
cui si trcva: piano o spazio.

Passiamo ora all iperboloide a due falde.
corvien. aìioorr" t iperbol'e equilatera -generarrice, in modo che, po. appaftenendo sempre al piano
;ij. i;;"i.i;i;""ilsull assi detle z l-fis. 67). L'cquazione dell'iperbole è' in questo caso

22-Y2=l
Se ruotiamo I ioerbole attorno all asse delle z (fig 70) ogri srìo punto P descrive Ùna cirmnferenza che

ha centro su quett as.e. Se P ha y- p. dovra e_ere
z2 p2=1. ossia P2=22 l.

(2\

Fig.67 Fg. 68



Questa è l'equazione dell'iperboloide rotondo a 2 falde oltenuto dalla rotazione. attorno all'asse delìe z,
dell'iperbole d'equazione z'? )r- I
operando un'affinità d'equazìoni

si ottiene I'eqùazione dell'iperboloide a 2 falde non rotondo;

^ll-la2 b2 c2

4. L'equazione del paraboloide iperbolico

Come abbiamo visto a pag. 573, il paraboloide iperbolico non si puo oftenere da una qÙaddca
rotondat il tipo di ragionamento ch-e faremo per trovarne lequazione e percro diverso dai precedenti.'Teriiamo pi"..nte ia generazione Àeometrica dr questa quailrica a panire dal paraboloide
ellittico: il paraboldide iperboliào si può "velere'come toimato da- una parabola guida" avente.la
concavità vàrso I'alto. e'da parabolé. aventi la concavità velso il basso, disposte "' cavallo" della
-guida'. e giacenlr su piani pèrpendicolari a quello della -guidd (tig. 6q).- Làparabolaluida 'i rìova sul pianoyz. dequazionex 0. ed ha l equa/ione
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Fig.69

La parabola a cavallo, passante per O e appartenente al piano ,tz (d'equazione J=0), ha l'equazione

Quanalo il vertice P di questa parabola scorre sulla "gìlida", le sue coordinate saranno, per esempio:

Y=1 e z:12
y=2 e z=22

e, in generale, si avra
P(p.p2).

L'equazione della parabola "a cavallo", e cioè parallela alla z:-r2, sarà:

(z= rr+1r, con verlice,4(1,1'?);
(z= P+22, " " B(2.2')\;

in eenerale. \e il \etrice e P(p.p ). lequa/ione 'araz=-x- | p'. rt)
se vana r. cioè la v di un ounlo che percorre la parabola guida' \iene de'crilla rulla ld:uperficie della

;ìJiàii;i;i.J.6 ;riu rÌiao'iiÀà '"'i"'" vi al posto -dip: Lequa,onedel paraboloide iperbolico
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di parabola guida z=), e avente le parabole a cavallo parallele alla z=-.r2, è alunque

2=-x2+y2,
Operando ufi'affinila d'eqì]azioni

I v =ot
I z =cz,

l equazione (2) si trasforma nella
z - - x? -!'c a2 b?'

Questaè I'equazione del paraboloide
iperbolicoche ha I'asse z come asse di
sirnmetria (fig. 70)i può anche scriversi,
moltiplicando per c, nella forma

m2 n7 ''
dove abbiamo posto:

lcia- a

5. Rillessioni sulle equazioni delle quadriche

Abbiamo ottenuto le seguenti equazionii

ellissoide

iperboloide a 1 falda

iperboloide a 2 falde

paÌaboloide ellittico

paraboloide iperbolico

B(-t.-r,2).

. )-- r
Fig. 70

:!L-:- -r

Si tratta, sempre. di equazioni di ? grado. È proprio questa osservazione che condusse il matematico
svizzero L. Eulero a definire, neÌ 1748, le quadriche da un punto di vista analitico:

si chirmano quadriche ìe superficié descritté da un'equazione qùsdr.tice, cioè di ? gado.
A questa definizione analitica cor spoodono lxe proprieù Beonetichel
a) una retta incontra una quadrica al massimo in 2 punti. dato che, per avere le intersezioni di una

quadrica e di una retra, si dev€ risolvere un sistema di 2, grado che presenra 3 equaz ioni e 3 incognite.
Per esempio. perrollener€ i punti d'inrersezione del paraboloide d equazione i-x:+r2 con la rerra
a'equazloni .{ ,=1. si deve risolvere il seguente sisrema:

( r=rz+yr
1 ,:z
[ -'='

Si oitengono i punti
Att,L,2')

b) un piano interseca una quadrica secondo ufla conica, Infatti, intersecare una quad ca con un piano
porta a risolvere un sistema di 7 grado di 2 equazioni in 3 incognite; un tale sistema ha infiniie
solùzioni che corrispondono. appunto, alle coordinate di un punto variabile su ufia conica.
Per esempio, inleNecando il paraboloide iperbolico d'equazione z=Z!2-r2 con il pianoÌ=y, si ha, sul
piano Ì=), la parabola z=y2.


