
G6om6ùis analilica d6llo spazio

e Ia gittata ma§sima è data da

". \ .!p ..'Ìi
-'t/1 tD'z "i

Nel caso numenco di prima, in cui vo:500, la gittata massima è

A! = 5Q9' = 
2s! ,q00 - 25.000.gl0

5'15

Dunque un proiettile lanciato con una velocità iniziale di 500 m/s raggiunge ùna gittata massima di 25
km.

Geometria analitica dello spazio
'1. ll sistema di rirerimento carlesiano

Per individuare la posizione di un
punto nello spazio occottoùo te coordfuate, per
esempio p€r localizzare la posizione di un aereo
o di un sotlomarino si dà la latitudine- la
longitudine e l'altezza o la prolondità.

ln generale, per fissare lÀ posizione di
un punto P§i fa riferimento a uo sislema
cartesiano o ogonale (fig. 2l) : gli assi ,r, ),, ?
sono perpendicolan a due a due; il loro punto
d inconlro è Iorigine O delle coordinare. Gli assi
individuano tre piani. .ry, xz, yz, pÀssafii pet o
e orlogonali fra loro; questi tre piani dividono lo
spazio in 8 pani. detie oardnr'. Esercitiamoci sulla
fig. 22 a "vedere" questi ottanti.

Fig. 22. I pu.ìù P O, P lanno le coordnale seguenli.

Rt x-3, y=-'1, z=-3.
Si scrivoi
F(3,-1,-3)

Pt x=2, y=3, z=5
Si scriv€:
P(2,3,5)

Qt x=-2, y=2, z=4.
Si scdve:
4t2,2,4)

1. Complementi
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Fig. 23e Fig. 23b Fig.2k

- Se il punto si trova su un asse, due cootdinate sono nulle: per esempio, nella fig. 23a, il punto
.4 ha le coordinate

,=3, y=0, z=0;
si ha dunque

,4(3,0,0).
E così (fis. 23b e 23c) si ha

8(0,2,0) e c(0,0,4).
ln generale, un punto che percorre uoo degli assi è camtterizzato dal fatto che ha due coordinate nuÌÌc; le
equazioni dcgli assi sono perciò le segùenti:

equazione dell'asse delle * y=0, z=0» !: ,=0, z=0» ,: ,=0, ,=0.
Un puDto che percorre uno dei piani coordinati ha una delle coordinate nulla: p€r esempio, P che si
trova sul piano r,), ha la coordinata z nulla. Si ha, nel caso della fig. 24:

P(3,2,0).
Le equazioni dei piani coordinati sono dùnque:

equazione del piano r/: z=0
» xz: y=0
» yz, x=O.

Fig.24

2. Equazione del piano

Si capisce che se un punto si muove su un piano, le sue coordinate non potranno variare a
piacere, ma saranDo sogtette a certe coDdizioru che dipeldono dalla posizione del piano rispetto al
sistema di riferimento. Esaminiamo successivamente alcuni casi.

A) Ptenl parallelt a un piano cu)rdhato
Nel paÉgrafo precedente abbiamo considerato il caso particolare dci piani coordinati: I'equa-

zionc z-0, per eseEpio, caratterizza tutti i punti che hanno la terza coordinata nulla, e individua il piano
.ry; z=0 è l'equazione del pia[o .ry.' Conaideriamo orà un pidno parallelo ad r), a quota 3 (fig. 25). È chiaro che tutti i punti chc
appartengono a que§to piaro hanno s=3: I'equazione del piano è dunque
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In generale. I equaTione di un Piaoo paralleln al
piano r, e a quota d. sarà

Analogamente, i piani pamlleli al piano .xz (fig
26) avranno I'equazrone

e i piani paralleli al piano ,z (fig. 27) avranno
l'equazione
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Fig.27Fig. 26

B) Plalli paralleli a un a§§€ coordinàto

ln fig. 28 è rappresentato un piaro d parallelo aÌl'asse delle z' Questo piano sega il piano r)
secondo una r;lla r cht;vrà un equazione del tipo

y=mx+p.
Per trovare l'equazione del piano ,' pen§iamo aal z come formato da tante rette parallele ad / (fig 29)'
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Fig. 28 Fig. 29



z=\6

Si capisce così che un punto P(x,y,z) si muove proprio sul piano e se risulta
y=nx+p.

II piano a ha quindi l'equazione
Y=ùr+p. (1)

È impon*rc notare ch€ la sre\sa equaTione (l) rappresenla enti diversi - una retta o un piano - a
seconoa dell _ambrenle rn cul vlene conslderata,
_ ln modo analogo si trova che un piano parallelo all'asse delle r (fig. 30) ha un,equazione del

tlpo
z=ny+ cll

e un piano parallelo all asse delle y (fig. 31) ha un'equazione del ripo
z=ht+k-

L equazione di un piano parallelo a uno degli assi è du,nqtre di l' grado e manca dello coordinata relstiva
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Possiamo allota immaginare un punto
- a quota z=0 percorre la retta

!',L=1pq

P che si muove sul piano in qùesto modo:

Fig.30

1, Oomplsmenti

Fig.31

C) Pirnl per I'origine
Consideriamo un piano e passanle per O e non contenente un assc coordinato (fig. 32). Un

punto P e un punto O si muovono su a in modo da av€re sempre la stessa quota z; congiungendo P conp si ottiene la retta PO che è ovviamente parallela al piano ry.
Proielliamo om la retta Pp sul piano.r) (fig. 33): si ottiene la retta P'O'. L'equazione della

rclla P'Q' scritta sotto forma seqhentaria (vedi esercizio 30, Parte seconda) sarà del tipo

p=OP' e q=OQ'.
Ora, questa costruzione si può ripct€re al variare della posizione dei punti P e O sul piano z: se, per
esempio. il punto P è neUa posizione R (fig. 34), condotta la retta RS paralleìa al piano,iy, si costruira h
sua proiezione R'S' sul piano.ry. L'equazione della retta R'.§ sara

r=OR'

(r)

,=OS'.

(2)
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Fig.34
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Fig.35

Osserviamo che, anche in questo caso, il piano si può pensare come formalo da tante rette parallele a
PQ.
E, ora, riferiamoci alla fig. 35: si scopre che fra i coefficienti della (l) e della (2) vi è un legame dowto
alla similitudine di triangoli; itriangoli OPP' e ORR'sono simili fra loro, e così sono anche simili fia
loro i triangoli OQQ' e OSS . Si ha quindi:

ffi=ffi=costante
€ cioè

z= L=a (dove a rappresenta la costante,tp
e così ss' oo'

D9.= A=costanle
e cioè

z - z--b (dove A rappresenta la costante).

Dalle (3) e (ai si ha

,:n=L e s=a= 1.,b
Sostituendo qùesti valori nell equazione (1) o nella (2), si ha

Ln L =t.
i5

(3)

(4)
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ossia

e quindi
z:4x+by-

Questa è I'equazione di un piano passante per l'origine.

D) Piano generlco

Consideriamo ora un piano e che non passa per O e interseca l'asse delle z nel pùnlo A(0,0,c).
Sipuò sempre costÌuire il piano z'ad esso parallelo e non passante per O (fig. 36). Così si capisce che,
se A' ha un'equazione del tipo

z=ax+bj,
z dere avere l'equazione

z=ar+by+c.
Questa è dunque l'equazione del piano; è un'equazione di 1" grado nelle tre variabili r, y, z.

Fig. 36

3. Equazione del piano passantè per tre punti assegnati

Per capire come si procede per determinare l'equazione del piano che passa per tre punti di cui
si conoscono le coordinate, facciamo un esempio nùmerico. I punli sono:

A(3,1,4\, B(r,2,3), C(2,3,1).
Per determinare I'equazione del piano passante pet A, B, C. si ragiona così: l'eqùazione del piano è
sempre del tipo:

(1)z=ax+by+c.
Se il piano deve contenere il punto,4(3,1,4), I'equazione (1) deve essere soddislatta quando al posto di r.
/, z si scrivono Ìe coordinat€ di.4; deve dunque essere:

4=a.3+b l+c
ossia

3a+b+c-4:0.
E così se il piano deve contenere ,(1,2,3), dovrà essere:

3-a.l+b.2+c
ossia

a+2h+c-3=O-
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Infine se il piano deve contenere C(2,3,1), dovra essere:

1=24+3b+c
ossia

2a+3b+c-1=0.
Per ottenere i coefficienti a, A, c si deve dunqùe risolvere il sislema Iormato dalle seguenti equazioni

I l3a+b+c 4=0
lI I a+2b+c 3=0
llI [ 2r+3ò+.-l=0.

Valendosi del metodo di riduzioDe, si toglie alla 1'equazione la somma delle aìtre duei si ha:

-4b-c=0 da cui c=-4b,
Possiamo poi togliere alla 3'equazione la 2" moltiplicata per 2; si ha:

-A-c+5=0.
In definitiva si ottiene
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I c=-4b
{ 6+c=5
t:o+a+.-+=o

Operando con il metodo di sostituzione

["=-tr
I -:a=s

[,-,r-n=o
da cui

si ottiene

l':-ilzot- l
[.:,+

L'equazione del piano ,4aC è dunque

,= - !,-1"+2-!3 J' J
o anche

x+5Y+32'21=0.

4. Equazioni di una retia

Una retta, nello spazio, si può sempre
considerare come I'intersezione di due piani. La
sua espressione analilica sara quindi data da un
sistema di due equazioni lineari: ogni equazione
rappresenta un piano. Per esempio. il sislema

[]=3
rappresenta (fig. 37) la retta r d'intersezione del
piano a di equazione z:2 e del piano pdi
equazione y=3: u è parallelo ad ry a quola 2. e
Bè parallelo a.ry e passa p€r il punto A(0,3,0).
La réria è dunoue raoDresentata analiticamente
non da una solà equùione. ina da due equazioni
Iineari: le equazionidi due piani che la
contengoDo.

Fig. 37



È chiaro che una stcssa retta può cssere rappresenhta da diversi sistemi di equazioni: per utra
rctta iDfard passano infiniti piani, e quindi I'espressione amlitica della retta può essere rappresentata da
due qualunque di questi piani. Per esempio, l'asse delle z (fi9. 38) è l'intersezione dei piani i=0 e )=0,
ed è quindi rappr€sentato dal sistetrra

Ir=0
1r=o;

ma lo stesso asse è l'intersezione, ad esempio, del piano.rz e alel piano y (fig. 39), la cui taccia su.ry è la
bisettrice dcll'angolo folmato dagli assi x e r, e cioè d'equazionc

L'espressione analitica dell'asse delle z può dunque essele data dal sistema
I x=0

5. lndividuare la posizione di un piano d equazione assegnata

Il modo più semplice per individuare la posizione di un piano è quella di disegmre le retle in
cui questo irte$eca i piani coordinati. Portismo due esempi:

1) Il piano a ha l'equazione
2= y*3.

Questo piano è parallelo all'asse delle r, dato che nclla sua equazione tnanca la variabile r. Per discgrarc
il piano basta allora determinale la sua intelseaone col pia[o ]2, cioè con r=0; si ha la rctta r dcscritta
dal sistema

I z=-y+3.
lD fig. 40 abbiamo disegnato questa retta / trcvandone i punti d'intersezione cor gli assi ) c z: ,4(3,0) e
B(0,3).

2) Disegnamo ora il piano di cli abbiamo dcterminato I'equazione nel pangrafo 3; l'equazione è:
x+st+32-20=0.

Detcrmidamo la retta in cui questo piaDo incontra il piano t/, e cioè z=0; si ha il sistema
I z:0
t x+5y+32-20=0.

Segando questa rc$a con gli assi delle , e déll€ / § hanno i putrti
P(20,0), 9(0,4),

che abbiamo tudicato in fi9. 41.
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Fig. ,o

QP=!F+F*.
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Segando col piano /2, cioè r=0, si ha, oltre aÌ punto I gia individuato, il punto

"(n?)
6. Disianza fra due punti. Equazione della srera

Le considelazioni che sviluppiamo in questo paragtafo ripetono, nell ambiente spazio, quelle
svolte nel testo e relative alla distanza di due punti e all'equazione del cerchio.

Cominciamo con I'esprirnere analiticamente la distanza di ùn pùnto P(a,à,.) dal'origine O. Il
segmento OP (fig. 42) si può considerare come la diagonale di un parallelepipedo rettangolo di lati
lunghi a, ò, c. Per il teorema di Pitagora. applicato al triangolo OPC, si ha

o-F2=C+AEx.
Il s€gmento OH si ottiene, sempre con il teorema di Pitagora, dal triangolo O/C; si ha

Oe2=a2+b2.
In definitiva risulta

O-F2=,i2 + b2+c2 - (D

'I
+
I!I
Iot

ot--,1-----
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FiS. 43

Passiamo ora al caso più generale e riferiamoci alla fig. 43. Vogiamo determinare la distanza dei puoti
Q@,b,c) e P(t,n,n\.
Basandoci sempre sul teorema di Pitagora, si ha:

FA, =k- t)2 + (b * m)2 + (c- n)2 . (2\
Riprendiamo ora la (l). Se lasciamo variarc P sempre con la condizione che OP sia costante, per
esempio uguale ad r, il punto P(x,r,z) si muoverà sulla superfcie di una sfera di raggio r e centro O (fig.
44). L'equazione della sfera che ha per centro l'origine e il raggio uguale ad r, è dunque

x2+y2+ z2:P.
E così, l'equazione della sfera di centro O(a,ò,.) e raggio r (fi8.45) sarà

(x- a\2 +(y - b)l+ (z - c)2= 12 .

Frg. 44 Fig. 45


