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Complementi

ll lancio dei proiettili
1. Studio grafico della traiettoria di un proiettile

Nelle figg. 1 c 2 sono dprodotle due stampe sul lancio dei proiettili prese da documenti antichi:
la prima è del Medioevo e l'akra dcll'epoca di Galileo.

Fig- 2

I-e lraiettorie indicate sono ben diverse
una dall'altra, e fanno capire quanto fossero
!aghe ed impreci.e Ie concezioni sul molo dei
Droiettili fino a Calileo._ 

Per noi. oggi. non e difficile render§i
conto che un proiettile. lanciato per esempio da
un cannone- comincia a muoversi sollo
I'influenza della velocita impressa inizialmente. e
si capisce che questa velocità iniziale viene subilo
modificata dalla forza di gravilà e dalla resistenzà
dell aria. Il proiettile non si muove quindi in
linea retta, ma ricade a terra dopo avcr percorso
una traiettoria curva.

Tutto ciò accadc non solo per i
proiettililancialida un cannone: la frg..] mo\lra
ia rraielloria dei -proiellili infuocari" lanciari dal
vulcano di Stromboli.

---- - 
--- 
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Fig. 5

Ci chiediamo: come varia la velocfta del proiettile? qual'è la sua esatta traiettoria? e, come si
può prevedere Ia gittatr, cioè la distanza fra il punto in cui cade il proietile e il punto di lancio?

Per dare una prima risposta a queste domande, facciamo astraziooe dalla resistenza dell'aria,
Rijeriamoci a un sistema cartesiano, disegnato nel piano in cui awiene il movimento (fig. 4), immaginan-
do che l'origine O si trovi proprio nella posizione della bocca del cannone.

Riflettiamo: se non esistesse l'accelerazione di gravità, il proiettile continuetebbe a viaggiare
con velocità costante, sempre uguale a %t'); la sua traiettoria sarebbe dùnque la retta O,4 (Iig.5). Ma il
proiettile è soggetto all'accelerazione di gravità E, che agisce verso il basso in direziore dell'asse delle ),
e prduce in 1 secondo una variazione di velocita data da

8-9 8 m/s'
Basandoci su quest€ considerazioni possiamo avere un'idea di come varia la velocità v_ del proielrile. È
una costruzione geometrica a facilitare la comprensione: in fig. 6 abbiamo rappresenlato con il vettore
OA1 la velocità i6, e, a partire da .4r, abbiamo costruito con la regola del parallelogramma la velocità q,
cioè la velocità dopo 1 secondo.

Nella costruzione abbiamo supposto che la gravila agisca "a scatti" alla fine di ogni secondo;
abbiamo quindi considerato ti G nero) come diagonale di un parallelogramma i cui Iati sono f (i,
colorc) e v-o Q gngio).

Fig. 6 Fla. 7

È chiaro che qÙesta costruzione si può continuare: si determinano così v;. y'l, ..., e si otti€ne
un disegno come quello deìla fig. 7. dove è rappresentala la velocità , del proiettile, secondo per
secondo.

Esaminando il grafico, si capisce che i vari vetto velocilà non indicano le successive posizioni
occupate dal proiettile durante il movimeolo, ma si ha un'idea della traiettoria dato che. in ogni istante.

' si l.g8e v @n zero", c indica Ia velo.ità iniziale, cioè la vélditù nellisiante zcro.
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Fig.8 Fiq.9

il vertore velocità risuÌta rangexre alla traiettorià. Si capisce così che la traictloria è una curva (in colore
in fig. 8) "inviluppala' dai vari vettori velocità. Siamo dunque arrivati ad indivìduare la traieltoria. non
per punti (cioè congiungendo dci punti). ma come inviluppo di trngenti.

Osserviamo ora la fig. 9: abbiamo disegnato in colore la prima e l ultima tangente. Ci si
accorge che le altre tangenti, disegnale in nero, 'staccano" su quelle in colore dei segmenli uguali: risulta
infatti

PQ=QR=RS=...
come semidiagonali di rettangoli uguali. Da qui. una semplicissima costruzione della curva traietloria
come inviluppo (fig. 10): si disegnano due semirette Or e Os. e su ciascuna di queste si riportano tanti
segmenti uguali fra loro; si congiunge l ulrimo punto Ax) di una semirelta con il Primo Br dell'altra
semiretta. e si continua così, congiungendo Ae con 82. ,4s con Br, ... Si vede così aPParire la €urva come
inviluppo di tangenti,

In fig. 11 questa costruzione è realizzata con sbarrelle di meccano (che corrispondono alle
semiretle Or, Or) e con Iili elastici (che corrispondono allc relte Ar(,8r.,4o8r....).

Fig. 10 Fig. 11



2. L'equazione della traiettoria: è una parabola

Iungo l'asse delle.r il movimento ha velocilà coslante ,rl.; quindi la
distanza -r percorsa (a partitc da O) è data da

.r:yot.l;
- Iungo l'asse delle I agisce l accelerazione di gravità, che è costante ed

è sempre orientata verso il bassol perciò lo spostamento y è dato dr
y=vot t_;8t:.

Dunque, istante per-istante. il p.oiettile occupa un punto det piano chc
ha le coordinate Ì e l' date da:
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Nel paragrafo precedente siamo riusciti a costruire la traiertoria descritta da un proiettile come
inviluppo di tangenli. basandoci su semplici considerazioni di fisica. Sara ora la matemaiica, e precisa-
mente la geomet a analitica, it Iarci conoscere Ia natura di questa curva. Basterà esaminare, separata-
mente, il movimento nella direzione degli assi cartesiani- lndicando con v,,., vo, le componenti deUa
velocità iniziale ,0 lungo gli assi (fig. 12), si ha che:

Fig. 12

Se ora vogliamo conoscere la traicttoria, cioè la "scia che il proiettile lascia sul piano, dobbiamo
eliminare il tempo ,l dcavando r dalla prima equazione e sostituendolo nella seconda. si ha

,=,,,, ,-leljl'. (r)' "' r$ 2'\v,,,l
Riflettiamo sull'equazionc (l): siccome 8, vo., vo, sono delle costanti, la (l) è della forma

Y:af+ bx.
con a<0. Si tratta dunque dell'equazione di una parabola avente I asse patallelo all'asse delle ).

Si scopr€ così che la trsiettoria descrltta de ùn proiettile (trascurando l. resistenza dell'iria) è
ura parabola con la concovità rivolta vGlso il basso.

3. Calcolo della gittata

Vedremo ora come, basandosi sull'equazione della traieitoria. si può calcolare facilmente la
gittata, cioè Ia distanza frà il punto di caduta e il punto di lancio. Cominciamo da un esempio numerico.

Un cannone imprime a un proiettile la velocita v0 di 500 m/sec (fig. 13) e l ìnclinazione della
canna del cannone sull'orizzontale è rale che risulta:

vo.=300 m/sec. v0,:4{)() m/sec.

Se trascuriamo la resistenza dell aria. l'equazione della traiettoria è
fornita dalla (1)i si ha:

1R.400r 2 lu0r ^ 300 -'
Si lra(a di una parabola con la concavità rivoka verso il basso.
Sostituendo a 8 il valore 10, approssimato per eccesso, si ha

110,400,v--, tua.r-' ìft) .t.

Y=-3rxF-...xr+ir.

| ,=o,' '- jr"

(2) Fjg- 13
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Fig. 14

Fis. 15

In fig. 14 abbiamo visualizzato la faiettoria, senza tetrer conto dei coefficicnti della (2), disegDando una
pambola con la concavìta rivolta verso il basso e passante per llorigine; tale parabola incontra l'asse delle
Ì, oltre che in O, nel punto ,4.

vogliamo deierminare la distanza O,{, cioè la gittata. È chiaro che in / si aira

Poniamo dunque nell'equazione (2) )=0; si ha'

- ido, rr+i'r=u'
o§sia

'(-#*i)-
si ottengono dunque le due soluzioni seguenti:

- la soluzione rr=0, che individua il punto di pafienza O,
- la soluzione.r2 che individua il punto ,4 e si ottiene risolvendo l'aquazionel

-,fu'+f =o;
si ha:

'^=!.W=za,om.Jl
È irnrnediato ora concludere che .isulta

d7=u.$fi.
La gittata è dunque di 24 km.

Per disègnare meglio la parabola, deteminiamo I'ordinata del vertice. Siccome I'asse della
parabola ha l'equazione

.r=r2.000,
l'ascissa dcl venice sarà. anche, uguale a 12.000, e l'ordinata risl tera, in km:

y = - ffi . o.w* + t. 12.ooo-Booo,

In fig. 15 è disegnata la parabola.

È interes"ante trovare la gittata lasciando iflvariata la velocità iniziale (vo=500 m/sec), ma
variando I'inclinazione della canna del cannone. Consideriamo ora come componenti

vo,=400, t qr=300.
cioè scambiamo i valori precedenti (fig. 16). Il falto che la componente v0, è ora più grande Potrebbe far
prevedere una Sittata maggiore.

Calcoiiamola, procedendo come prima. L'equazione della parabola è ora

La gittata si otterra ponendo )=0; si ha:

-fu"+t'-o'

r=-;fu,'*jffi,.
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Fig. 16 Fig. 17

da cui

h=240[o'
Risulta così OA:24.0|J0
Si ottiene dunque una diversa tlaiettoria (in colore in fig. 17), ma la gittata risulta la stessa; è un caso?

Per chiarire questo falto determiniamo la formula della gittata ir getremle, a partire dal!'equa_

1g -v-y=-- 
-x.r-+x.

Per y-0 si ha
I g .. vo, ^-- 

-X'+-X=U,z v.tu vor
da cui

1s
z vin

ossia

'=uo' 
zYL 

'vo, I
si ottiene così la gittata dA data da:

AÀ-2Yo' Yo" 
.I

Si os§erva che la formul^ è simmetrica Ìispetlo a vor e a vov; questo ci alice che la gittata è la §tcssa se si
scambiano le due componenti. Ques(o nsultato, dawer6 nòn prevedibile, pona ad intuirc, per via
geometdca, che la gittata saÈ massima se

Yor=vo,.
Ecco come si ragiona:

ruppresenta I'area di un rettangolo (fi8, 18) di diagonale vo; e l'ar€a di un rettangolo di diagoJrali Essate
risuìta massima quando le diatonali soìo lra loro perpendicolan, cioè Dcl caso del quadrato (fi9. 19) Ci
si rende conto di qu€sla prop;eta realizzatrdo un modeuo in clri lc diagonal sono due sbarrene ugùali
(tioo meccano) imòerniarè nél Dunto medio (con vite e dado) e il Derimetro è costituilo da filo elastico

Si conclide cosl che'quando l'angolo formato da v6 còn lorizzontale è di 45'. la giltata è
massima.

All'intuizione fisico-geometrica si può fat seguire una semplice dimostrazione alSebrico. Os§er_
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Fig. 18

viarno che si deve delerminare il valore massimo del prodotto

sapendo che, per il teorema di Pitagora (fig. 18) risulta
co,+t :v|.

Conviene allora trovare il massimo di
uL fw,

e scrivere, per semplicità:
ià,=h e v2r=k

indicando con 2s la costante y;.
Si tratta allora di cercare il màssimo del p.odotto

Fag. 19

sapendo che risulta
h+k=2.s.

È eùdente che nel caso in cui le due grandezze ri, È, sono uguali risulta

mentre ùegli altri casi si ha cheì
,l è dato da s aum€ntato di un valore z
É " " " » diminuito dello stesso valore z.

Quindi i! prodotto rr.k. di cui cerchiamo il massimo, si può scrivere cosi:
h k= (§ + zl(s- z)= s2- 22:

ora, s2-22 è massimo se ad s2 non si toglie nulla, cioè se si sceglie

Risulta allora che il caso
à:s, k=r,

cioè

"t",=4" ossia vo,=roy
è quello in cui è massimo il prodotto vor'vo,.

Il valore della gittata è dunque màssimo quando le
componenti di vo sono uguali. cioè quando si ha ufl quadrato di
diagonale ,o (fi9. 20). In tal caso risulta

'*=",=#' Fig. 20



G6om6ùis analilica d6llo spazio

e Ia gittata ma§sima è data da

". \ .!p ..'Ìi
-'t/1 tD'z "i

Nel caso numenco di prima, in cui vo:500, la gittata massima è

A! = 5Q9' = 
2s! ,q00 - 25.000.gl0

5'15

Dunque un proiettile lanciato con una velocità iniziale di 500 m/s raggiunge ùna gittata massima di 25
km.

Geometria analitica dello spazio
'1. ll sistema di rirerimento carlesiano

Per individuare la posizione di un
punto nello spazio occottoùo te coordfuate, per
esempio p€r localizzare la posizione di un aereo
o di un sotlomarino si dà la latitudine- la
longitudine e l'altezza o la prolondità.

ln generale, per fissare lÀ posizione di
un punto P§i fa riferimento a uo sislema
cartesiano o ogonale (fig. 2l) : gli assi ,r, ),, ?
sono perpendicolan a due a due; il loro punto
d inconlro è Iorigine O delle coordinare. Gli assi
individuano tre piani. .ry, xz, yz, pÀssafii pet o
e orlogonali fra loro; questi tre piani dividono lo
spazio in 8 pani. detie oardnr'. Esercitiamoci sulla
fig. 22 a "vedere" questi ottanti.

Fig. 22. I pu.ìù P O, P lanno le coordnale seguenli.

Rt x-3, y=-'1, z=-3.
Si scrivoi
F(3,-1,-3)

Pt x=2, y=3, z=5
Si scriv€:
P(2,3,5)

Qt x=-2, y=2, z=4.
Si scdve:
4t2,2,4)


