
Esercizi e complementi

Presentiamo un eserciziario molto vasto per dare ad ogni insegnante Ia possibilità di
adeguare il suo colso alle attifirdini e agli interessi degli stùdenti.

Desidedamo tuttavia sottolineare che utr insegnamento della matematica, irl particola-
re della trigonometria, in cui viene data troppa importanza all'esecuzione ripetitiva di ranti
esercizi non è né scientificamente valido tré didatticame[te efficace.



1 . Parte prima
Esercizi

I grafici oggi

l. Le figg. 1 e 2 mostrano dei sismogrammi che registrano movimentj vibratori della crosta terrestre
durante un lerremolo. Esaminare ed interpretare i due grafici,

Fig.1 Fig.z

2. Le figg. 3 e 4 fanno pàrte di uno studio per prevedere terremoti: j grafici rappresentano Ie
deformazioni della crosi:ì terrestre rilevate prima di un grande terremoto. Esaminare ed intorpre_
tare i due grafici.
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Fig. 3

3.

Fig.4

Le figg. 5 e 6 presentano dei grafici disegnati dalla 'macchina della verità', molto usata nei
proce§i e nelle-indagini giudiziarie negli USA. a partire dagli anni'50
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Fig. 5 Fig. 6

alcune reazioni
respirazione, la

La _macchina della vcrità" si limita a registrare graficam€nte l andamento di
fisiologiche della persoDa interrogata: Ia pressione del sanguc, il ritmo della
traspirazione del palmo della mano. ...
La macchìna vienc usata così: si pone all imputato una doJnandr di conrrolìo. cioè una domanda
di cui si conosce con sicurezza la nsposta (esempio. "E vero che lei abira a New York?");
successivamente si ponc una domanda pertinente, cioè una doma[da fondamenlale per il proces-
so e di cui non si conosce la risposta (esempio: "E vero che lei non conosceva la vittima?,).
Con il grafico di fig. 5 si è ritenuto che l'inlerrogalo rispondesse la verità sia alla domanda
pertinente (freccia in colore) che a quella di controllo (freccia nera).
Invece il grafico della fig.6 sembra suggerire chc l'inlerrogato abbia mentito alla domanda
pertinente.
Si chicdc: i grafici tracciati nelle figg.5 e 6 si riferiscono ad un sistema cartesiano?
Se no. quale elemento del riferimento cartesiano manca?

4. Nelle figg. 7. 8 e 9 sono riporlati dei grafici ottenuti nel 1982 da due sperimentarori americani,
che si occupano dcgli effetti dclla cocaina, una droga di antica origjne.

Fig. 7
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Fig. 8 Fiq. I
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Una delle esperienze condotte è stata la seguente: far fumare della cocaina ad un consumatore
della droga e misurare la concentrazione c di cocaina nel sangue al passare del tempo l. che
trascorre da quando il soggerto ha cominciato a fumare- Si sono quindi tradotti i risultati
dell'esperimento in grafico, riponando I sull'asse delle ascisse e c sull'asse delle ordinate. Si è così
ottenuta la fig. 7.
Il grafico di fig. 8 è stato, invece, ottenuto riportando sull'asse orizzontale ancota il tempo I, ma
sull'asse verticale la "sensazione riferita dal soggetto", considerando come sensazione positiva
l'euforia e come sensazione negativa la depressione, l'angoscia e il desiderio di ùn'altra dose di
droga.
Infine, la fig. 9 riporta i due grafici delle figg. 7 e 8 sovrapposti e mostra come le sensazioni
negative abbiano inizio quando la concentrazione di cocaina nel sangue è ancora relalivamente

Quale fra Ie 699.7 ed 8 è lracciata su un riferimento cartesiano?
Quale elemento del rilerimento cartesiano manca in una delle due figg. 7 e 8?

Le coordinate cartesiane

Dal punto alle sue coordinale

5. Determinare Ie coordinate dei punti,4. B. C, D. E, F. G. H indicati nelle figg. 10 e ll.

Fig.10

6-

Fig. 11

Determinare le coordinatc dei punti O, U, A, B, C, D indicati nelle figg. 12 e 13.

Fig. 12 Fig. 13
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7. Determinare le coordinale dei punti /, 8, C, D in ciascuno dei riferimenti presentati nelle figg'
14, 15, 16,

Fì9. 14 Fig. 15 Fig. 16

Deteminare Ie coordinate dei punti,{, B, C, D in ciascuno dei dferimenti pres€ntati nelle frgg.
17, 18, 19.

Fig. 17 F(r. 18 Flg. 19

Dalle coordinate al punto

Rrppresentarc sul piano cort6hno i puntl che hanno lc coordinate sssegnate negll eselclzl dal 9 al
14. Àlferirsi, in ogni crso, ,l pirtro cà a§irno dt fig. 4, sccglkndo l'ùDita di ml§ur. plù oppoituna
per ottGnerc un disegno ben legglbfle.
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9.

10.

11.

12.

13.

14.

L Parl6 prima. fuarcizi

A(3,s); a(-3,5); c(3,-s); D(-3,-5) ,(5,3); F(3,0); G(o,s); o(0,0)
A(-6,0); B(0,-4); c(-6,-a); D( a.-6); E(-6.4): l:(6,-4); G(6,4);
H(4,6)
.a(0,-35); 8(80,0); c(80,-35): D(-80,-35); E(80,3s)i F(-80.35)i
G(-35,80); H(-3s,-80)
A(-42s.2s0\i a(0,50); c?a25,0\t D(2so, 425); E(425,2s0);
F(-42s,-250); G(as,-25o); H(-2so,42s)
A(0,02;0,2): B (o,02; -0,2) ; C(-0,o2;0,2\ ; D(-0,02i -0.2); E(0,2:0,02) ;
F(-0,2;-0,02)
A(7,3ts,6); B(0;5,6); c(-7,3r0); D(5,6,-'7,3), E(-t,3,5,6); F(-7,3;-s,6);
G(-s,6:-"t,3): H(s,6,7,3)

Negli esercizi seguefiti si debbono rappresentdte su*li assi cartesiani aùche whei razionali scritri
soto forrna di fruzìone o numeri irrazionali. Le piit elementai nozioni sui nune reali e la lorc
rappresentazione sono richiamale neqli slessi esercizi. Per una ùalazione piìL esawiente e sistemati-
ca dei campi nume ci tledi cap. 7.

Rappresentare sul pieno cartesiano I punti che hanno le coordinate assegnatG negli es€rclzi dal t5 al
22. RiferiÉi, in ogni caso, el piano cartesialo di fig. 20, sceglieDdo I'unita di misura più opportuna
p€r orÈtrerc un dis€gno ben l€ggibile.

.a(1,0); u(i.o), .(3,0), ,(i,.)' ,(+.,), .(3,.)
I punti B, C, D, E, F dell'esercizìo 15 hanno I'ascissa data soto forma di ftazione.
Esprimehdo queste ascbse in forma decimale si ottìene o un numero decimale limitato o ufi numero
decimale illinitato petiodico. Valendosi del cakolatore tascabile si ontene, pet esempio

- l'esprestione dccimalc di J con la sequenza $ E E Er rr ,ai LJ

- l'esprestione decimale di f con la sequenza trd]FdB: sr ha: 0.666trtÒ7

In quest'ultimo caso occoùe conlarc che una fruzione si plò sc vere sotto fonna decimale con un
numerc finito di cifre solo se il suo denominatore contiene come fattoti ptimi escl sivamente 2 o 5.
Perciò 4 dotà luolo ad un numero decimak ilimùato petiodìco, di cui il calcolatore fornisce solo
un valoQ approstimato con 6lo piul cilre dopo la vitSola.
In ogni caso à immediato indicare il punto che ha esattamenle I sscissa assesnata, lruzionando
oppottu amente I'unità di misuru (vedi fig. 21 e fig. 22).

15.

Fi9-22

I6. .a(0,1); ,(.,?), .(r,;)' D(o,-r)i

,(+;), ,(i.;), .(-ìl), ,c.-
'(-*,-+), "(-€.-+)

ll \.
8 /'

'(0,-3)'
+), '(t'

.(.,,-;)

17. ./é 8 \.'\s ll/'
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18. t({z}» r(15,0); c(\40,0); D(\/fr,o), E(\,6,0); F(\6,0): c(!1,o\;

H(\/12,0)
I punl assegnari nell'esercizio 18 hanno I'ascissa che è uh numero inazionale. Esprimendo queste
ase|t\e in Iorma decimole si ortengono numeri che pretentano inlnite cilrc dopo'la virgota à non
sono pe odici. ù tali nume il caleolatoft lomisce un votore approsiimato-con 6 6 piitt cifre
dopo Ia vi?ola.
Ecco un esempio: per oienere con il calcolatore {'espressione ilecimale di tp si preme la sequenza

EM.
Si ha:

1,4142136,
che è dunque solo un vatore opptosrimalo del numerc iruzionak \/2.luttavia si può indicarc il punto A che ho -esa om?nk l.ascissa tf2, valendosi di una sempticecoltruzione efle u. u rcn riga " compasso tfiB- )3).
In modo analogo si può procederc fer rapjisenhrc i punti B. C. D.
Pet i punti E. F. G, H st può esegù*e uÀà costruzion; cohe qu;Ita prcsentata in fig. 24.

Fig. 23

19. A(0.--), B(0.2,r, .(0.r, D(0.-3r). r(, - il, .(, -,
I punn as\?gna n?ll eserci2io lg hdnno I orulinau darc da = o da un muttiDto di a
! è _u1 lunerc_ iruzionale, ma. a dillercnza ttei cay esaminari ncll es?rciz:io t8. non à possibit.(osttute con nea e conpa:so un segme to tungo esatramene t tvedi caD.5)-P?t tapprcsennre r punti dati cohveftà attoru valersi di un vatorc aplro,sinaro di x; nei casiassegnati è sufficiente co siderute

I calcolatori tuscabili hanno un apposito tasto che fornisce il valote approssimato di x con 6 (o più).ifre decimali.

20.

21.

eNz,-t6); r(-',16); c?ln,-!6);
G(r45,c); H(-\8,-\f4o\

D(\/n,s): 4-i,a), r(]",-r),
,(*,+)' ,(-+.-+)' (+,-f), "(f,#),
'(+,.-&)''(-#,+,),'(-+'-+,), "(+,-+,)
L'esercizio si svolge rapiilame te a pa irc dai raloi apprcssimati delle coordinate inazionoti

Per ottenere il yalore approssimato di ff, si preme la s.quenza

EMEtr]E.
lnvece, pet ottenere il yalore approssinato di $ si preme la sequenza

trEtrME,
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22- A(\/1fr.-2-); B(-2\fi-\fio); c(-4\/1.\/L)t r(fiz,@, )'
"\+-g)' "( +q)
È indispensabile il calcolatore tascabile per rapplesentare i punti D, E, F?

Distanza fra due punti

Oistanza fra due punti di uguale ascissa

D.ta una coppia di punti di uguale ascisss, determinarc la loro distanza.

GIi esercizi dal 23 al 36 chie(lo o di determinare la distanza fru d e punti di uguale ascissa. Pet
svolgere gli esercizi tenere prcsente che i d e ptnti ha no ugnle ascissa, cioè sono del tipo

P(a,b) e Qtu,d),
petciò tisuha:

PA= d-b .

Indicare sul piano c.rtesiano le coppie di punti assegrste negli es€rcizi dal 23 al 42 e determinare la
lunghezza del segmento che congiunge ogni coppia.

23. p{0.1) e o(0.7r: A(:.3) e B(2.7)r C(-1.3) e D(- 1.7,r r(l.l " .(j ')
u. A(0.Ir e 8(0.6ì: c(-J.,) . o(-3.6)' Ee2.t) e F(-2.6\. cg).) e H(4,6)

2s. A(-3.-21 e B(-3.4); C( 3,2) e D(-3.-4\; E(-3,-2) e F(-3,-4);
G(-3.2) e H(-3,a)

26. .4(0.4;0.03) e ,8(0.4;0,3): C(0,4r-0,03) e D(0,4r-0,3); E(0,4i-0,03) e F(0,4;0,3);
G(0.4!.03) e H(0,4:-0,3)

Negli esercizi dal 27 al 36 per calcolare la distanza fra le coppie di punti assegnati, si debbono
eseguire soorazio,ti a che fru nutÉri razionali espressi softo fo na di frazioni o fra numei
irrazionali espressi sotto forma di rudicoli,

2i. ,(,.1) " ,(n.3), q-i.-+) " o(-tr.|), ,(+.+) " .(+.-;),
c(-2.-\) " u(-2.-l)

28. "(r.+ " p(0.]), 
^(-ru.+) ",(-ru, #' r(3. +)" v(3,-+)t

,(*1). ,(-,-*)
Calcolare in più modi la distanza fra le coppie di punti assegnati
a) valendosi delle frazioni.
b) esprimendo le frazioni in foma decimale con I cifra dopo la virgola.
c) esprimendo le frazioni in forma decimale con 2 cifre dopo la virgola,
d) valendosi del calcolatore tascabile.
Conlrontare i risuhati ottenuti.
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2s. t(t-!). u(-,,-*), c(w,\) " »(re. i), rp,f) " r(2.!),
.(-w,-+) " "(-16,+)
Rispondere agli stessi quesiti proposti nell'esercizio 28 a partile dalle coppie di punti assegÀate.

30. "(..*)" n(..i), ^(-ru.+.)" s(-.,c,-fr)' r(:.-f,)" (:,-i);
,(-o *) . ,(-,.- )^)
Rispondere agli stessi quesiti proposti nell'€sercizio 28 a partire dalle coppie di puflti assegnate.

3r. A(4,\r4 e B(-3,41r; C(-3,-{2) e D( 3.-4\14; A ed E(-3,-2',/1);
F(-3,3\,5) e G(-3,0)
Calcolare in due modi le distanze fra le coppie di punti assegnate:
d) valendosi dei radicali
,) valendosi del calcolaÌore tascabile.
Confrontare i risultati ottenuti.
Svotgiamo l'es?rcirio. p esempio. Rlativamenre alla distanza AÈ.
ù AB=at/2-tD=3tD
Per averc il valorc app.ossimato del risuhato con il calcolatore tascabile, si prefie la sequenza:

BAtrME,
Si ottkne:

3\2=1,2426107.
b) Valendosi subiro del calcolatore tascobile, si calcola

An:4\2-\2,
premendo la sequenza

EAtrMEtrME
con la maggior parte dei calcolatoi si ottierrc lo stesso tbultato approssimato; cioè

AB =4,2426407.

32. o(u,h) " B(-3,-+); ce.!, e D(0,2\5); r(r,fr) " r(r,rt),
G (- \/2,\/3\ e n c !2. - 4f3)
Rispondere agli stessi quesiti proposti nell'esercizio 31, a partir.e dalle coppie di punti assegnate.

33. A(0,\6) e 8(0,-a\.r; c(6.-\46) e D(6,-3Vm); ,( ,,#) " rf r.-fr);c(-l,zo\ " ,(-i.t-\
Rispondele agÌi stessi quesiti dell'esercizio 31 a pa(ire daue coppie di punti as§egnate.

34. A(4,\fs) e B(4,2)t A e c(4,3); D(4.,y5-2\ ed E(4,0); F(4.2-'rB) ed, E;
G(4.3-v5) ed ù H(4.\/54) ed, E
Esaminiamo insime il calcoto delle d$tanze ÀB ed A7- S ha:

AB= \/5 -2 .

Per valuturc con il calcolotore la dillerenza
y)-z,

ci si vale dello sequenza

EMEtrE;
si ottiene 0.23@68.
La differenza

\5-2
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è dunque un numerc posttivo.
Del rcsto s ar va faulmente a questa conclusione onche senza valeoi del calcotatore; rirulta i fatti:

\E>2, da cui \5-2>0
In definitiva, si ha:

,tB = \6 _ 2 =lS _ 2=0,23fl68
Prccedendo in modo analogo per determinare ta distanza Ai, si cotcola la dillerenza.

t5-.t;

\/ri - 3 =-0,263932<o
Pet oxenere la distanza A7 dowemo altora cambiarc segno atta difrerenza ora calcolata; §ciwre-
mo dunque:

A7= \6-3 =-(\frr),
A- =)\5 - 3 = 3 -\r5=0,763932

In modo del tuÌto aùalogo si procede pet calcolate le ahrc dktanze proposte.
35. ,4(-1,\6) e B(-r,2). c(\D.\fB) e D(vE.3); o(0.0) ed E(0,V4 2)! o e F(0.3-VE)
36. e(-3,\-10) e a( 3,3)r C(2,\/n) e D(2.4); E(0.-v4r) e r(),-vs)t

G(-1,-vE) è H(-1.-\2')
Determinare punti che hanno fra loro distanza assegrata.

37. È dato il punto .4(-2.0); determinare i due punti det piano che hanno la stessa ascissa -2 e
distano 4 da ,4.

38, È dato il punro A(3,1); determioare i due punti del piano che hanno la stessa ascissa 3 e distano 2
da B.

39. È a"to il nrrro (r,{)r dererminare i due punti det piano che hanno ta stessa ascissa I e distano

idaC.
fi. È dato il ppnto D(-5,2); determinarc i due punri del piano che hanno la stessa ascissa -5 e

distano V3 da D.
41. Riflettendo sul proc€dim€nto seguito per svolgere gli esercizi 37, 38, 39,40, trovarc una regola

generale per risolvere il seguente problema: daro il punto P(a,b). determinare i punti d'ascissa a,
che hanno da P distanza d.

Distanza lra due punti di uguale ordinata

Data una coppia di puùti di uguale ordinata dcterminare Ia loro dist.nz6.

Glì esercizi dal 12 al 48 chiedo o di calcolarc la distaùza fra due pu,tti di ugualé odinata. Pet
tisobere gli esercizi tenerc presente che i due punti hanno uguale ordinata, cioè sono del tipo

P(a,b) e QG,b),
perciò risuka:

PA=ic-at.
Indicarc sul pirno cartesiano le coppie di punti ass€gnate negli e!Ércizi dal 42 al 48 e determhrre la
lunghezze del segmcnto che congiunge ogni coppir.

42. AQ.q e BQ.a); c(-3.4) e D(9.a): E(3.a) e r(-9..{)r 6(-3,a) e H(-9.a)
43. P(450,350) e Q(300.350)r À(-4s0,-400) e 5(-300.-400)i

r(-4s0.650) e z(300.6s0): v(150. 500) e tv( 300.-500)
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4. ,a(0.03;-0.2) e a(0.3;-0.2); C(-0.03i0,4) e D(-0,3;0,4)i
E(-0,03;-0,8) e F(0,3;-0,8); G(0,03;0,01) e È(-0,3;0,01)

391

4s. "6,0)" 0(*,0), ^(*,-r')" r(-#,-'u)' .(-*,,)" r(-à,,),
,(+'-, " ,(-*-,)
Calcolare la distanza fra le coppie di punti assegnati in più modi:
a) valendosi delle Irazioni,
b) esprimendo le frazioni in forma decimale cor l ciIra dopo la virgola,
c) esprimendo le frazioni in forma decimale con 2 cifre dopo la viryola.
l) valendosi del calcolatore tascabile.
Confrontare i risultati ottenutì.

$. ,(-3,-') " r(- |, u, \!.trt). o( $ o\, e([.2) " r(l.z),
,( -l -l " "(à.-l
Ripetere l'esercizio 45 a pardre dalle coppie di punli assegnate.

{1. A(\4,-2) e B(a\2,-2)t c(-lr,-2) e D( 4!2,-2): A ed E(-2!2.-2)i
FG\D,-Z) e c(t),-2\
Calcolare le distanze fra le coppie di punti assegnate in due modi:
a) valcndosi dei radicali
ò) valendosi del caìcolatore tascabile.
Confrontare i risultati o$enuti.

,r8. o(!A-o) " r( ,b,-4' c(\6.0) e D(2\6.0); rffi.r) " r(fr.r)'
G (\/1, - 2) e H (- 2\/3, - 2)

RipeÈre I'esercizio 47. a partire dalle coppie di punti asscgnate.

Determlmre punti che hanno fre loro dlstanzr ass€gnata.

49. È dato il punto,4(0.3); determinare i due punti del piano che hanno la stessa ordinata 3 e distano
2daA.

50. È ,ìato il punto ,(1,-4); determinare i due punti del piano che hanoo la stessa ordinata -4 e
distano 5 da B.

51. È dato ilpunro D(4.-5)i determinare i due punli del piano che hanno la stessa ordinata -5 e
distano V3 da D.

52- Riflettendo sul procedimento seguiro per svolgere gli esercizi 49. 50. 51. rrovare una regola
generale per risolvere il seguente problema: dato il punto P(a.b). ,.leterminare i punti d'ordinata
ò. che hanno da P dismnza d.

Distanza tra due punti qualunque

Dàtr una coppia di pùnti, determinare la lorc distanzr.

lndicsre lG coppie di punti assegnate negli esercizl dal 53 al 66 € deaerminare la lulghezza del
segmsnto che congiung€ ogni coppia ricordando che, se sono assegnati t pùnti

Pla,b) e QG,tù,
risult{

FA=!T\dFi@-6p
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s3. A(1,2) e O(0,0), B(-3,s) ed Oi C(4.-6) ed o; D(-8.-s) ed o
54. A(3,1) e B(-2,4). C(4.-3) ed A; D(-s,-O ed n; Ee2,-9) e D
ss. ,4(-650.-800) e B(250.4N); C(-250.400) ed,4: D(250.-400) ed,4;

E(-2s0, 4cD) ed A
56. ,4(1250,-5000) e B(-37s0,2500); C(3750,-2500) ed A; D(-3750,-2500) ed,4;

E(37s0,2scD) ed A
s7. A(s,7s,-3,2s) e B(2,0s,4,\5\; C(-2,05;4,1s) ed /; D(2,05i 4,15) ed,{l

E(-2.05;-4,t5) ed A
58. ,4(-0,006;-0.06) e A(0,005;0,0s); C(-0,005;0,0s) ed .4; D(0,005;-0,05) ed A;

r(-0,005;-0.05) ed A
5e. ,(3,i) ",(i,i), c(!.]) ",, ,(à,*) .,(3,+), r(*,lJ "d E

60. ^(i.i). '(-i.-+), c({,}) " r' "(-i.?) " ,(},-i)' r(-f .}) "a r
6r. ,(*'t) " ,(-*'-+)' .(-* -f) .. r, c e B: c ed o(0.0)

62. ,(-*.t) . ,(uL #), c( r.1r.- !) .a e, c e Bi / e o(00)

63. A(!3,-\B) e r(216.r,6); c(-\G,-!1) e D(t6,tfr);
E(-3!r,',/$ " r(-VZ,-VE); c(v/m.-\Di) e ntt/fr,Vfi\

s. A(\"E.-!N). nGt/fr,-t4il; c(-\hs.\qs) ed Ai c e B

6s. ^(V.-V) , ,1-t| 't), c(- *.+) "d ^, c e B

«. 4-+,-*) " uff.+\, \-ltll^rl "o o, c e B

DetenDioare purti che haoro fia lorc distana gss€8trale.

67. È dato il punto P(-3,4); indicare alcuni punti che distano 5 da P.

68. È dato il punto 9(-2,5); indicare alcuni punti che distano 5 da O.
69. È dato il punto O(0,0); indicare alcuri punti che distano \6 da O.

70. Ouale proprierà caraÌterizza le coordinate dei punti che distano \6 da O?

71, Quale proprietà caratterizza le coordinate dei punti che distano / da O?

1r. D€terminarc sull'asse delle.i il punto P, che ha uguale distanza da A(-1,2) e d^ B(-5,4).
(lndicaft co (L0) le rcordinate di P e deÌetminarc x in modo che rLulti PA'=P-È'---)

t'(-;')l
13. Determinare sull'asse delle ) il punto P che ha uguale distanza da.4(-2,1) e da A(3,-1).

["(';)]
74. Determimre i punti di ascissa -2, che hanno distaMa 5 al nrnto e(-5,1),_2 

.5\, ee2,_3)l
75. Determinare i punti di ordinata 1, che distano \A dal punto,4(2.0). [P(-1,1), O(5,1»
76. Nel testo si è dimostrato che, dati i punti ,4(a,A) e B(c,d), risulta.(1) An=\tF=;y71V=6y.

Scegliere quali fra le seguenti formule sono equivalenti alla (l), motivando la §celta.(2\ A:B=\/G=aP+@=AP (3) A'B=\G-AP+@='P'(4) A1=\/Q;=4IQ=ÙP (s) A1=!G=iPT@=AP
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Ancora sulla distanza fra due punli

77. Calcolare il perimetro del triangolo rBC, che ha per vertici i punti seguenli:
À(0,3). B(-4.0), c(2.-1)

7a. Calcolare il perimetro del quadrilatero ABCD, che ha per vedci i punti seguenti:
A( 3.2). '(o,s). c(3,-2), D(-1.-3)

19. Verificare che è rettangolo il Ìriangolo,4BC. che ha per vertici i punti seguenti:

Atz. t). B(s.-2). cl?. sì

(Basta ve ficarc che per il t a golo risulta valido il teorema di Pitagora).
80. Verificare che è rettangolo il ùiangolo ABC. che ha per vertici i punri seguenti:

A(-2,-3), B(-s,-2). C(-3,4)
tf. Verificare che è isoscel€ il triangolo ABC, che ha per venici i punti seguenri:

A(-r.-2\. B(3,4). C(-3,0)
a2. Verificare che è isoscele il triangolo,ABC, che ha per vertici i purìÌi seguenli:

A( 2,t). 8(-r.3). c(-4,2)
E3. Verificare che è equilatero il tÌiangolo ABC, che ha per vertici i punti seguenti:

,(0,-I), a(2.1), c(1-\8,\B)
Calcolare l'arca del triangoìo.

U. Verilicare che è eqùilatero il triangolo /rC. che ha per vertici i punti seguenli:
.4(-1,-1). B(1,1), C(-\6,\5'

Calcolare I'area del rriangolo-
t5. V€rificare che è un parallelogramma il quadrilatero ABCD, che ha per vertici i punti seguenti:

A(0,2). B(2.o\. C(6,1), D(4,3\
V€rificare che la somma dei quadrati delle diagonali è uguale alla somma dei quadrati dei quattro
lati.
(Pet veilicare che il quadrilaterc è un parullelogrunma, basta veilcarc che i lati opposti sono
uguali).

86. Verificare che è un rettangolo il quadrilatero .AACD, che ha per vertici i punti seguenti:
A(-4.1). B(-1,-3), c(7,3). D(4.1)

(Basta ve ficarc che i lai opposti sono uquali e le dìagokali soho uguali).
87. Verificare che è un rombo il quad;ilatero ,4BCD, che ha per vertici i punti seguenti:

.4(0,-3), B(0,2). C(4,s), D(4,0)
Calcolare l'area del quadrilatero.
(Per wrilicare che il quadrilateru è un rombo, basta tetilicare che i lati sono tutti uguali; I'area è
data dal prcdotto delle dìagonali).

88. verificare che è un quadrato il quadrilatero ABCD, che ha per verlici i punti seguenti:
A(1.2\, B(-2,0), C(0.-3), D(3,- 1)

(Basra verificarc che i lati hanno uguale lunghezza I e che le dia4onali sono lun9he l\Q).

Le coordinate del punto medio di un segmento

89. Indicare sul piano cartesiano i punti P(2,4), Q(2,1) ed individuare graficamente il punto medio M
del segmento PO, cioè il punto M che divide il segmento PO in due parti uguali.__ PO
Calcolare la distanza PM= MO=::
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m. Ripotere l'esercizio 89 a partire dalle seguenti coppie di punti:

P(2,0\ e AQA, Pt3,-1) e QQ,2); P(-1,-6\ e 8G1,-3\
Svolgendo gli esercizi S9 e si è condotti a disegùrc tanti segmenti PQ con gli estremi P e Q di
ugudle ascissa. In tuni i casi il punto medio M divide il segme lo in ù)e pani uguai e sulta sempre

dà1pM=MO:;=;
Tuttavia k fiSure mostano chiaramente che M non si ttuva semprc nella sasso posizione sul piano.
Si conclude che, per determinare la posizione del punto edio M di un segnento PQ, tlon basto
calcolarc la distanza

FA
PM=MO= -r,

è, invece, necessario deterfiirurc le coordinate di M, a partire dalle coordinale degli estremi P è Q
del segmento.

91. Considerare di nuovo i p]Jnti P(2,4) e Q(2,1) e determinare le coordinate del punto medio M del
segncnlo P0. tenendo preseoli i seguenti suggerimenti:
a) pcr determinare I'ascissa di M, osservare che M si trova sul s€gmento PO e perciò ha la stessa
ascissa di P e di O;
b) per determinare l'ordiData /M di M, osservare che, a partire da P(2,1), si mggunSe M
Percorrendo la distanza

PM=i,
nel velso stabilito lungo l'asse delle / (fig. 25).
(Risulto YM-1+r:r)
Pet deteminare yM, si può anchè pensarc di ruSSiungere M a pottire da Q(2,4), percoftendo la
distahza

aM=i
in verso opposto a quello stabilito lungo I'asse delle y (fiq. 26).
Si otti.ne cosl:

. .3 5tu_,_2_2
tn otni caso il punto M ha le coordinau Ml2,5"l

1. Pan6 pdma" &€dzi

Fig, 26Flg. 25

Ripetere I'esercizio 91, a partire dalle coppie di punti assegnate neÌl'esercizio m
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93.

1. Pan€ P ha Esercizi

Riflettendo sullo svotgjmenlo degli esercizi
91 e 92. indicare un procedimenlo generale
oer detèrminare la posizione del Punto
;edio M di un segmenlo P0, che ha Per
estremi i due punti di uguale ascissa

P(a,b) e Q@d).
Basarsi sulla fig. 27.
] ] )LA|\
lsi otiene M\a.\!fll

Ripetere it procedimento seguito -
nell'esercizio 93, per determtnare Ia
posizione del punìo medio M diun
iegmento PO. che ha per estremr due punlr
di uguale ordinata

P(a,b) e OG,b)'
Basarsi sulla fig 28.

(si,,i*"u(cf .t))

Fig.27

Fig. 28

95. DeteminarelaposizionedelpuntomedioMdiunsegmentoPo,chehaperesÙemiiduepuntl
P(a,b) e QGd).

Tenere Dresenle la fig. 29 ed osservare che ci si puo ricondune ai casi lraltati negli esercizi 93 e

,ji:;;#;;iil'à;e"r, Q le parallete asli assi è \alendo§i del teorema di rarete'
t^. .,la+c d+b\\
Itt o tene M\- 2-, 2 ll
Syoleendo sli c\ercizi93,51 05. 'i ? dunque at van ad una regola Senerule: .

i'i:,:;;";;à" M;i;,'ieene,to PQ r" ti"i'iÀiÀr" a^" a"tÈ -aia aàtnctica dctte c*ntirut2
de:*liesmmiPeQ-
Si scrbe sqe§§o brewfiente:

darì P(rp,Jp) e Qia,lal, i! pu 
'o 

medio à M(2!:9'rPlra\'

Fig. 29
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Problemi sulla distanza lra due punti e sulle coordinate del punto medio

96. Determinare le coordinate del punto medio dei segmenti che hanno i seguenti estrcmi:
/(-3.4) e B(-1.4); ,4 e C(-3.6); BeC

97. Ripetere l'esercizio 96 a partire dalle seguenti coppie di punti:
.a(-2.-8) e a(6,-8); BeC(6. t2)t AeC

98. Di un segmento.4B sono date le còordinate di,4(5,4) e le coordinare del punto medio M(3,1);
determinarc le coordinate del puntp B. [B(1,-2)yr. Di un segmento /B sono dale le coordinare di 8(-6,10) e le coordinate del punto m€dio M(0.4);
determinare le coordinate del punto,4. lA(6,-2\)

100. Determinare la lunghezza e le coordinate del pùnto medio dei segmenti che hanno per estremi i
seguenti puntii

^( I :)",(i.-+), ,"c(:i), Aec
101. Ripetere l'esercizio 100 a partire dalle seguenti coppie di punti:

A(-\/1.!5) e B(3v3,\ari A e c(-tt6.tt6\; Bec
102. È dato il tapezio OABC. che ha per vertici i punli

o(0.0), A(2,6). B(3,6), c(s,o)
Determinare i seguenti purti: M e N. medi dei lati OA e BC; P e Q, medi delìe due diagonali OB
e AC.
Verificare che i quattro punti P, M, lV, p sono allineati su una stessa parallela alle basi,4, e OC.(l quattro punti P, M, N, Q hanno la sressa ordinata, perciò...).

103. Calcolare la lunghezza dell€ mediane ,41y', 8P, C/V del lriangolo ,48C, che ha per venici i punti
,4(-4.-3). B(0.5), C(4.t).

(Determinarc i puùti M, N, P, medi dei lati AB, BC, AC; si otie e poi:
,!.N=6',/4, B-p=eii=6)

104. Ripetere I'esercizio 103, a partire dal triangolo /8C, che ha per vertici i punti
A(7 ,-4), B(-3.-6), C(l,8)(ÀN:\/9, n-P=t/iÉ, eii={l-Do)

105. Verificare che è isoscele il triangolo .ABC, che ha per vertici i punti
A(3,2), B(0. 2\. c(-2,2).

Calcolare l'area del triangolo.
(Pet il calcolo dell'arca, basta ficoùarc che, in un triangolo isoscele, lo mediana rclativa alla base è
anche ahezza. Si ottiene I area S=10)

lM. Ripetere I'esercizio 105 a partire dal triangolo,4BC, che ha per vertici i punti seguenli:
.4(-2.s). B(-s.2), c(3,-3)

t t,,ea e S=llt, 2,
107. Un triangolo ABC è isoscele sulla base,4B ed ha l'altezza relativa alla base lunga 2. Il triangolo è

disegnato in un riferimento cartesiaDo in modo che il ve(ice C si trovi nel primo quadrante e i
vertici ,4 e I abbiano le coordinate seguenti:

A(-2, t\ c B@.-t)
Determinare le coordinate di C e l'area del triangolo.
(Si otiene C(l,1); l'area è 5=6)

108. Ripetere l'esercizio 107, sapendo che il vertice C appartiene al seriasse positivo delle r e che i
vertici / e B hanno le seguenli coordinate:

A(-6,8) e 8(2,12)
(Si otiene C(3,0); I arca è S=50)
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lO9. Un triangolo equilatero ,4BC ha il verlice A(3,0), it vertice B di ascis§a 0 e il vertice C di ascissa

3; dererminare i verLici e larca del triangolo.
(i'roblemo tratto da uno dei temi di na;iù scie rilica det 1982. Si ottenSo,to i ve ici B(0,\E),
46,2\,8); t'area è s=3\tB).

ll0, È daro il rriangolo ABC. che ha per verlici i punli seguenli:
A(2.-3), 8(0,6). C( 4,0).

Indicato con M il punto medio del lato BC, verificare che risulta:

AB: tAC!=2AMr+ t. BC:

tll. È dato il rriangolo ABC..h. hu p.r r.ni.; i punli seguenti:
,4(-s,3), B(0,-7), c0.0)

Verificare ch€ la somma dei quadrati delle mediane è uguale ai + della somma dei quadrati dei
lati.

ll2. È dato il triangolo di verrici,4(1,-3), B(-4,-5). C(-2,1). Delerminare i punti medi dei suoi lati
ed indicarli con M, N, P. Verificare che il triangolo MNP ha perimetro metà del triangolo,4BC.

La pendenza di un segmento

C.lcolarc h p€Ddenzs di segmcoti che hanno gli estremi rssegmli.

Gli esercizi dal 113 al )19 chiedono di calcolarc la pendenza di segnenri che hanno gli estremi

A(a,b), B(c,d) assegùatì. hl tal caso la pendenzu m è dao da m= t_a! 
i! (con c+a)

tl3, Calcolar€ Ia pendenza dei segmenti che haono per cstremi le seguenti coppie di puntii
A(3.1) e B(7.6\. A e C{7,1); A e D(?.0); ,4 ed E(1.4); A ed F(0,5)

ll4. Ripelere l'esercizio 113 a partire dalle seguenli coppie di puntil
.4(-3.2) e B(1.5); C(-3.8) e ar DC3,s) e B: E(4.0) e Br
F(-2,-4) e B, G(3, 2) e B

ll5. Ripetere l'esercizio 113 a parlire dalle seguenti coPPie di Punti:
o(0,0) ed.a(3,a)r oe B(3,8); o e C(-3.N), o e D(-3'0);
O ed À(-3,-10); O ed F(3.-8)

Per risolvere gti esercizi 116-131, si debbono eseguire oPeruziotli co lrazioni e radicalì o lletere
in modo più apprcfondito sulta nozio e di pendenza

116. Ripetere I'es€rcizio 113 a partirc dalle seguenti coppie di Punti:

e(j.-f) . oro.or, e " r(0,-ao ); ,r " c(-f.o), ,r . o(0.]);

/.d E(3 .:), ,r.a r(!.-l)
ll7- Ripetere I'esercizio 113 a partire dalle seguenti coPpie di punti:

,(-+'-€) ",(;.3)' o.,(-tr.-1)' a " "($,-])'
e .a r[- !.- 11.ì, x ea r/0.--i- ì: a e cl?.ol\ o l)/ I I)r \t t

ll8. Ripetere I'esercizio 113 a partire dalle seguenti coppie di puntii
A(\/2.\E\ e B(0,\/1). ,{ e c(-v6,0)i ,4 e D(0.-\6);
A ed E(2\/2,-\f1q; ,4 ed o(o,o)i E ed o(0,0)
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ll9. Ripetere l'esercizio 113 a partire dalle segìlenti coppie di

,(-3,tv-J ",(-i,-+), A ed o(o,o);

120. Nel testo
ta da:

(1)

1 Parle prima. Esercizi

q. olL,o\; q .a rf I-r . ?^L E e B\r / rJ vJ/
si è detto che, datì i punti /(a,à) e B(cd),la pendenza ft del segmento ,48 è da'

^:d b

punti:

e e clo. 4-\r

Fra le formule seguenti scegliere quella equivalente alla (1), motivando la scelta:

^=d -b(4)

121. Se le coordinate degli estremi ,4 e I di un segmento si indicano con
A(x",y"), aGu,yà,

come diventa la {ormìrla (1), che fomisce la pendenza m del segmento /B?
Determimre gli estremi di un segmento di data pendenza.

122. Ur segmento ,48 ha l'estremo,4 di ascissa nulla, l'estremo B di cooÌdinate (3,5) e la pendenza m
che vale 2. Determìnare l'estremo A.
ttndi,au .on t t ordnuru di 4. ,1*" ""*e tr-l-2. ,1, ,*...'

123. Ripetere l'esercizi,o 122 cor. 8(-6,-8) e n:1.
124. Un segmento,48 ha l estremo B di ordinata nulla, l'estremo,4

pendenza m che vale -3. Determinare l'estrcmo B.

125. Ripetere lesercirio 124 con ar-2.7t e m=-i.
126. Un segmento,4B ha l'estremo,4 di coordinate (4,

l'estremo B.
La risposta è unica?
Se no, indicare almeno quattro risposte possibili.

lA(0,-1)l

IA(0, 2)l
di coordinate (-2,4) e la

t,( 3,.)l
lB(1,0)l

127. Un segmento,4B è lungo d=VE, ha pefidenza m=2 edha l'estremo,4 di coordinate (1,2).
Determinare I'estremo B.
(Indicare con x e y le coodinate incognik di B, deve isuttare:

ltr,-1,'-ty-2t,-s lstx-tt =5 1r,-t,'-t <',-'1-' t
1,_?_, do,", 1\ 2_26 tt o",o ly_z=2,, t,t'r-/ '

Risolvendo il sistema si ottengono due punti o(0,0) e B(2,4) Perché?)

128. Ripetere I'esercizio 127, dati B(-2,3), à=tlfr. m=-2. I,a(0,-1) e ,a'(-a,7)l

Pendenza e lunghezza di un segmento

-3) e la pendenza m che vale 1. Determinare

Conlrc tiamo due delle |ornute, rctative ad un segmento AB di estremi A(x^,va), B(tB'v;:
- la fomula che lonisce la pendenza m del segmento AB, ossia:

a) a=fs-|t.
-lo lormula ch? lomis« la lunghezza del segmento AB, cioè

(5) An=\tG E-x;F+6 B);F
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Si ossetva che la (5) si può anche sciyere nelta foma:
399

Valendosi della (1), si oriene alloru:
(6) AB=lxB-xal\/l+iF.
Quesu formula pemene di cakolare la lunghezza di uh segnenro conoscehdo solo la sua pendenza

e le ascisse d?i suoi estremi A e B.
129, Calcolare la lunghezza di un segmento AB, che ha pendenza rn =3, sapendo che le ascisse dei suoi

estremi sono 4 e 6. l,A\B=2\l-10))
130. Ripetere I'esercizio 129, sapeodo che la pendenza r, vale -3 e che le ascisse di,4 e B sono -8 e..10. l,AE=2\l-1ol
l3l. Ripetere l esercizio 129, sapendo che la pendenza m vale V5 e che le ascisse di .4 e B sono 2 e-3. 1,47-101
132, Ripetere l'esercizio 127, valendosi della forrnula (6). Confronlare i risultati o(enuti e i calcoli

svolti.
(Si deve determinare A(x,y) in rnodo che risult:

L,-l rr.5=16 1,-t.-t <'-t.=t .

111=, do'ui 1,.2=2(,-t):'='Lr-l - t'
133. Ripetere l'esercizio 128, valendosi della formula (6). Confrontare i risultati ottenuti ed i calcofi

svolti.

La pendenza di un segmento in problemi lisici ed economici

134. Un punto materiale si muove su una traiettoria rettilinea. Si misura ir metri la distanza s percorsa
a parlire da una posizione iJliziale O e in secondi i relativi tempi impiegati a petcorrere le
distanze. Si hanno così i seguenti datil

a) lr=3 e 11=10, t2=8 e s2:2O;
b) rr=3 e rr:10' rr:8 e sr=5;
c) ,r=3 e rr=10, l::8 e 12=20;

Calcolare la velocità media del punto materiale nei tre casi.
Nei tre casi, rapprcsentare i dati su un piaoo canesiano, riportando sull'asse delle ascisse i rempi r
e sull'asse delle ordinate le distanze s; si otteranno tre coppie di punti del tipo,4(rr,sr) e
B(t2,s).
Che cosa indica la pendenza di ciascun segmento ,48?
(Rico ate che la velocità media r- è data da:

vh_.|_-:-)

135, Riflettendo sullo svolgimento dell'esercuio precedente, si può arrivare facilmente ad una regola
generale: le pendenza del segmento,4B, di estremi .4 (tr , rl) e A(4,rr) indica la velocità media di
un punto materiale che ha percorso le distanze r, ed J2 agli istanti tr e ,2.
Che significato ha una pendenza positiva? E una pendenza negativa? E una pendenza nulla?

136, Un punto materiale si muove sù una traiettoria reltilinea. Si misurano in metri al secondo le
velocità v e ìn secondi il tempo r che trascorre. Si hanno così i seguenti dati:

a) /r=5 e v1=30, t2=70 e v2=50;
A) ,r=5 e vr=30, tt=10 e v2=201
c) r,=5 g v,=36, ,r=10 e vr:30;

Calcolare I'accelemzione media del punto materiale nei tre casi.
Nei tre casi, rappresentare i dati su un piano cartesiano, riportando sull'asse delle ascisse i tempj r
e sull'asse delle ordinate le velocità v; si otterranno tre coppie di punti del tipo,40r,vr) e
B(t2,v).
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Che cosa indica Ia pendenza di ciascun segmento ,48?
(Rico are che l'accelerazione media a^ è data da:

,,":ii)
137, Riflettendo suÌlo svolgimento dell'esercizio precedente, si può arrivare facilmente ad una regola

generale: la pendenza del segmento,4B, di estremi A(n,vr) e 8(2,vr) indica l'accelerazione
media di un punto materiale che ha le velocità ,r e ,2 agli istanli rre /2.
Che significato ha una pendenza posiliva? E una pendenza negativa? E una pend€nza nulla?

l3t. In economia è spesso necessario analizzate la variazione del costo di prcduzione di un bene al
variare del numero di unità prodotte. In particolare, si calcola il costo fiaryinale c,n di ln
prodotlo, definiro nel modo seguente: si indica con cr il costo quando si producono nr unilà del
prcdolto, e con ct il costo quando si producono fl2 unità e si calcola

" - cl-cl

Se si rappresentano i dati su un piano cartesiano, riportando sull'asse delle ascisse il numero ,l di
unita plodotte e sull asse delle ordinate i costi c, si otterrà una coppia di punti del tipo,4(nr,cr) e
B(n|,c).
Che cosa indica ora la pendenza del segmento ,48?
Che significato ha una pendenza positiva? E una pendenza negativa? E una pendenza nulla?

139, In economia è spesso necessario analizzare la variazione del profitto che si ricava dalla prodùzio-
ne di un bene al variare del numero di unità prodolte. In particolare, si calcola il prolitto
matginale ph di un prodotto definito nel modo seguenle: si indica con pr il profitto quando si
producono rr unità del prodotto, e con p, il profitto quando si producono n2 unità; si calcola

^ -PL Pt

Se si rappresentano i dati su un piano cartesiano, riportando sull'asse delle ascisse il numero n di
unità prodotte e sull'asse delle ordinale i profini p, si otterra una coppia di punri del tipo
A(\. e B(n2.p).
Che cosa indica ora la pendenza del segmenlo IB?
Che significato ha una pendenza positiva? E una pendenza negativa? E una pendenza nulla?

1, Pa.te p ma, Es6.cizi
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Esercizi

La retta

Dal grafico di una retta alla sua equazione

Gli esercizi da l al 5 chiedo o di sùivete I'equszione di rene che sono parullele all'ssse delle ) e
passano pet un pu,tto A(a,b). Iù tal caso è oppo uno cordarc che l'equazio e è semprc del aipo

D€terminare le equazioni delle rett€ parallele &ll'asse delle J assegnate negli esercizi dall'l al 5,
dopo averle disegnsle sul piano $r(esiano.

l. / che passa per ,4(4,3); s che passa per 8(-6.2); I che passa per C(10,0);
u che passa per U(1.0); v che passa per D(-85.-60)

2. . che passa per A(-2,38;4,18)i s che passa per B(5,7;-9,3);t che passa per C(-28,4i58,6); a che passa per D(tZ7 .4.,615,2)..
v che passa per EQ4a,\;957.7)

r. r che **, *' ,§ l), r che passa per ,(- i :), , *" r** 0., .(l -.?),
,, chc passi per ol- l-0 .1ì, , .r'" p^* p.' r(- 1 .oì\ J J,/ \ ) /

4. r che p^* p., a( vA. l-1, , .te pu.sa pe, a( l-.r,6ì: r che passa per ({--.-l):\ \lzl \V8 /,, .6\I/ che passa per Dt;;.;l
5. r che passa per ,4(-5,1) ed '' che passa per -4'(5,2);

J che oàssa Der rll-.-zl " ,' .r'" "** *, a'i- l.:\,\4 ,I \ 4 ,I

/ che passa per «!8.0) e /' che pa55a per C'(-\,4.0)
6, Considerare le rette r ed r' dell'esercizio 5 ed esaminame il grafico e le equazioni.

Si osserva che la stessa proprietà caraltcrizza le due rette: sulle due rette r ed r' si lrovano turli i
punri che hanno distanza 5 dall'asse delle y. Questa proprieta si traduce nell'equazione seguentei

x l=! '
Basandosi sulle considerazioni ora svolte. descrivere con un unica equazione le coppie di rette s.
s' e r. 1 dell esercizio 5.

Gli esercizi dal T all'Ll, chiedono di sciverc I equszione di rctte che sono parallele all asse delle y e
passano per un punto A(a,b).
In tal caso à oppottuno rico arc che l equazione è senryre del tipo

y:b.
Determinare Ie equazioni delle rette pamllele all'asse delle.r assegnate n€gli esercizi del ? aI'll'
dopo averle dis€gnate sul piano cartesiano.
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7. r che passa per ,4(-3,2); s che passa per B(4,-3); r che passa per C(8,10);tl che passa per D(15,-20); v che passa per E(-1,1)
s. r che passa per ,4(;.;); r che passa per ,(-+,-+), r 

"r," 
p"sa n", c({,-});

u che passa per ,(- i i), , crre na'sa n., r(0.$)
9. r che passa per ,4(1.-\.Ai r che passa per B(-2,\6); . che passa per (-+,#),

u che passa per ,(+,--ir)' v che passa per E(V6-.-V-10)

10. r che passa per ,4(+,5); s ctre pas"a per r(o,j); r che passa per .(r,-r"),
x che passa per ,(-, il, , ctre nassa per r(0. l")

ll. , che passa per A(2.-8) e r' chc passa per ,4'(0.8);
r che passa per ,(- 3 - l) e r' che passa *. ,'(3 .l-),
, che passa per C(1.!45) e.'chepassap€r C'(0,V1t

12. Riprendendo le considerazioni svolte nell'esercizio 6, descrivere con un'udca equazione le coppie
di rette r ed s', s ed r', r e l'.
Gli esercizi dal li al26 chiedo o di sclivere l'equazione di rette che passano per due punti A(a,b),
B(c,d). In tal caso è opportuno rico arc che I'equazione della rctto AB si scriye nella forma

y-b _d-bx-a c-a
Se si indica coù m la pendenza della rctta, data da:

^=d-b,
l'equazione si può scrivere ia forma esplicita, cioè nella foma

y-mx+n
Detcrminarc le equazioni delle rette che pas§&ro per le coppi€ di punti indkste n€gli esercizi drl 13
al 26, dopo averne tl.ccialo il grallco. Scrlvere, in ogni caso, l'équazione della retta in forma
esplicits, precissndo il valorc ch€ assumono m €d ,.

13, ,4(1,s) e 8(3,6); o(0,0) e C(2,8); Aeci BeC
14. A(3,8) e BQ.\; O(0,0) ec(6,s)i A e C, B e C
ls. A(-2,a) e B(3,-l)i O(0,0) e C(-s,-7); AeC; BeC
16. ,{(-10,-50) e a(-60,10); O(0.0) e C(20.-10); AeCi BeC
17. A(950,-120) e A(0,-370): C(-6s0,0) e D(-1s0,-480); AeCt BeD
16. A(-0,35i8,4s) e a(0.1si-1.s5)i C(-0,05;0) e D(-6.5;-8,05); AeC, BeD
19. ,4(-0,01:-0.83) e 8(0,11;0,03); C(0;-0,66) e D(-0.41i0); AeC; BeD
1o. é(8,-;) eo(0.0); a"r(0,-f;), ;.c(-J,o), eeo(0,|);

,4 ed EE.-1ì
\J /

21. "(-i,-3) " ,(*,+), e, c(-]-t); e " o(-S,o); A ed oi
,a .d E/o.f\\'4.'

». ag/3,t/12\ e n@,t/1); A e c(-\8.0\; ,4 ed o(0,0); A e D(-,v5,-\A\
23. ^(-3 *)" u(-+ -fr), .4 ed o(0.0), , " +.É), o " "(+.É)
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A. A(É.9\ e B( -4\8.-4\El\J J/
L'equtzione che si ottiene è moho semplice

y=x'
no chicde calcttli laboriosi.
Tuttavia i calcoli si possono evitare, osseflando che A e B sono due punti che hanno le coordinare
uguali fra loro...

2s. ,(-+.+) . ,(+.-+), cG,2ò e D(-7.-;l; ,(i,-*) " F(\f2.-2\/2)
Si può evitare di svolgere calcoli laboriosi per determinare le equazioni delle tr€ rette?

26. A(E,t+i) e r(vi0,1+\-10); c(!6,1-V-8) e D(0,1)
Si può evitare di svolgere calcoli laboriosi per delerminare Ie equazioni delle due rene?

t . Nel testo si è dimostrato che, se si indicano con .4(a.à) e B(ò,c) due punti assegnati, l'eqùazio-
ne della retta ,48 si scriv€ n€lla forma

rl) Y-b -d-b
Fra le seguenti formule scegliere quelle equivalenti alla (1). motivando la sceha:

tzt v-b -b-d. {3t v-b -b 'd. i4, b-, =o-!,x-o c-a ,-a c-a a-À a-c'
.- b-v d-b x- a d-b()l 

--=- i {b) y-b c-a
2t. Riferendosi all'esercizio precedente, scrivere altrc formule equivalenti alla (1) per descrivere

I'equazione della retta ,48.

29. Se uno dei punti assegnati (,4 o B) coincide con l'origine degli assi O(0.0), quale Iorma assume
I'equazione (lX
Sembra di ottenere equazioni di tipo diverso a seconda che si scelga,4 o B coincidente con O; in
entrambi i casi scrivere in forma esplicita Ie equazioni ottenute e confrontarle.

30. Se i punti asscgnati sono i punti in cui la retta incontla gli assi coordinati, cioè se i punti sono
a(p,o) e B(o,n),

quale foma assume l'equazione (1)?
Verificare che, in tal caso, I'equazione della retta si può sernpre scrivere nella foma seguente:

(1,) {..1=1.pn
L'equazione (1') prende il none di eqtazi,one seglI,entariz della rc|k1.

31, Se le coordinate dei punti ,,1 e I si indicano con
A(x",tì, B(,u,y,),

come diventa la formula (1) che esprime I'equazione della retta,4B?
32. Come si può verificare se tre punti ,4, B, C di coordinate oote sono allineati su una stessa retta?

Se i punti sono
A(x",y.,). B(xR.yì, C(,.,y.\,

si può procedere così: scrivere ì'equazione della retta -AB e verificale se ìl puoto P(rJ), che
percorre la retla può assumere la posizione C
(Si ortiene la condizione:

lc:lt = !a)t1xt-xa xs-xa
33. verificare se sono allineati i seguenti punti:

/ <\ ^/ I t\A0,-2). Bt-2,+t,\ Lt '[-2 4/
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Sono Llari iounti 1r 4,c), 8(1.5), C(5.1) e D(ll.-l). Questr punri §ono all'neaii?
Se uno di erii non e allineato con gli alrri rre. modificare la sua ordinata (lasciando fissa I'ascissa)
in modo da ottenere l allineamento_ì oppure modificare la sua ascissa (lasciando fissa l'ordinata) in
modo da ottenere l allineamento.

L'esercizio 31 conduce a scrivere l equazione della retta che passa pel i punti,4(L,,,{) e
B(.rr.],s) nella forma seguente:

!-l; :) e tax xA tq-x{
La stessa equazione si pìlò scrivere in forma intela, cioè

35.

(y-),{)(.r,--y,{):Cvs-}r)(, rr), ossia 1-r-),)(,s-.1")-Cv, tn)(r-.rÀ)=0
Svolgendo opportunamente i prodotti indicaii, si arriva a scriverei

(yB-t)x+(\B -r")r + [[y, -y")r, - (.vs -ni)),1]:0.
In deIìnitiva, sì ottiene un'equazione del tipo
(1)
L equJzione ora .crittd p,ende i1 nome di ?quazione inpli.in della rcltat u. b.. \ono Ire termini
costanti che hanno il seguenle significato:

a= (.y,...y^). b=(-yR r!), c:lyry)u Qc"-x")y"
Dimostrare che le equazioni di tutte ie rette finora considerate sono casi particolad dell'equazione
(1"), verificando che:

se risulta a=0. si ha ùna retta parallela all'asse delle Ì.
b=0,

" » c=0. " " » » che passa per O(0,0),
" ', b+O,l'equazione si può scrive.€ nella formà ]=mx+n

Nell'ultimo caso esaminato (à+0), quale relazione lega m ad a e b?

Dall equazione della retta al grafico

Gli esercizi dsl 36 al 50 chiedono di tracciare il grafico di relte d'equazione assegnata'

Per svolSere gli esercizi, è oppoiuno icùdare le seguenti nozioni esposle nel testo:

- l'equazio e di una retta si prcsenta sempre ne a foma
v=mx+n, oppure ne d foffid x=i;

- I equazione espttme lo ptopietù @mune aIIe coordinate di Ìutti i punti che si trovano sulla retta;
- pei due puui Passa unù sold retta

Perciò, per tmcciare it lrufico di una rcta, basta indicare sul piano caiesia o due punti A e B che
hanno lè coordinate legate da 'equazione ed unirli.

Trscciare il grafico alelle rette di cui è a§§egÉàta l'equazione negli esercizi dal 36 al 42'

t^536. ,.-lr '-i ,=u. t-L .r=-4: 'riu: -Y=i' av=-3: 2ì-s

Prestare Darticolale attenzione atte uhime due ?quozto]ti: i entrambi I curi bash ncurarc la y (o la
,t-ii,7iir"," trq*rnne n una delte torme ioz' Ritt' ctc \ut si7nitrcùb eh? ss'umc u Seom?'
ùà analùica il te,mine equazione.

'r-lvl37. u '.ri i -t, y'2): 'x=2: t';,. i' ;' zv-rt -4v 2a-0

Prcstarc Darticolare dttenzione atle ulime due equazotti' che npprctenqno anom delk rcte: in
entrambi i casi basta ricawre la v per \tivt:re I equa2ione h uno Jelle Jorne ote'

38. y=.-2x+5; *=-r, ,=1'-i, ,=-1' 2t, 4v-3x+2=o\ 6)+8Ì+s=0
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Prestarc panicohrc anenzione a e uhihe due equazioni che raPprcsentano ancofi delle lette: in
enrrambi i casi basta ical)are la y pet scrivere l'equazione in una delle forme note

39. y=O y=Sr r=1l r; r=],, y=lr, y=r; ]=3.rr y=5ri )=10.t; )=20r
Rappresentare tutle le rette sullo stesso piano cartesiano e riflettere sulla nozione di pendenza.
Leg,sendo le equazioni nell'ordine assegnato, le rette corrispondenli hanoo pendenza crescenle o
decrescente?

40. )=0: )=- r0.r: )=-sx: )= 3rr y=-t.. y=- j ,: y=-.I,r y=- ,)o,
Rappresentare tutre le rette sullo stesso piano cartesiano e riflettere sulla nozione di pendenza.
L€ggendo le equazioni nell'ordine assegnato, le rett€ corrispondenti hanno pendenza crescente o
decrescente ?

41. )-x-10; )=.I-5; )=x-1; y=x; y=x+7t ,=.I+5; )=r+10
Rappresentare tutte le rette sullo stesso piano cartesiaoo e iflettere sul significato del termine
noto n, leggendo le equazioni nell'ordine assegnato ed esaminando i corrispondenti grafici.

42. y=-x-4; )=-.r-l; y=-r-+t ):-.ri ,=-,*t; y: ,r+Ii y=-x+4
Rappresentare tutte le rette sullo stesso piano cartesiano e riflettere sul significato del termire
noto r, leggendo le equazioni nell'ordin€ assegnato ed esaminando i corrispondenti grafici.

Negli eserciri dal 43 .l 45 sono indicalc tànte copple di rctt€; mppresentare sullo stesso Piano
cariesiano ogri coDpia, confrontsndo i grrici con le relativc equazioni.

y=4,-3 . r-1,+t; r-lx+!. ,=i,-1, ): 3x-7 e y=-x-3
y=-6x+3 e y=6r-3: y=-3r-2 e y=3r+2; y=4x-l e y=-4x+l

r|,+t " y=2,+r; r-!r+! e y=-Lr+4; y=-4x-8 e y=-x-z
Sccgliere Ira le seguenti equazioni quelle che rappresentano Ia sressa .etta; per ogni retta ttacciate
il corrispondente graf ico.

1a1 y=-!x+t;
(e) 3y 7t+s:0

47. Ripetere l'esercizio 46 a paftire dalle seguenti equazionil
. I I _,.tat y=fr+$: (6) r=&+3; (c) 10]=4r+3; (d) 10,-& 3=0i
(e) 8r-10),+3:0

48. Ripetere l'esercizio 46 a partire dalle seguenti equazioni:

(a) sx+4y+7=0. 1ol y:f,x+l; @ r-],-f,; @) y=sx+71
(e) Y=-s'-t

49. Fra le seguenti equazioni scegliere quelle che rapPresentano una ret1a, motivardo la scelta e
disegnando il corrispondente grafico.

(a) Fi+z; (» y=++zi (c) )=V-z[r td) y:\/zy\ (e) y=L,;
(f) Y='t'?

g). Ripetere I'esercizio 49 a partire dalle se8uenii equazioni:
vl I I I(a) 1'--:21 (bl yr=- 2t «) )=- 2r I (dr J-- 2x:

(e\ y=xz+x; (f) ):Ì+l

(b\ 3y=-7x+5: (c) l=-zr+5: (d\ 3y+7x-5=0;

43.

u-
45.

6-
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51. Scegliere fra le seguenli rette quelle che passano per A(1,-2), motivando la sc€ltal

(o) r=r-:; ò) l=-,+:; (c) y=-Zr: (d) y=-2; (e) y=lx-z:
,r' "- I --5v' ' 2' 2

52. Ripetere leserczro 5l dpaniredat punroB(-l.:'ì e arrr. rguenli rette:

@ y=-4*-z; (b) y=2.x+t; (c) )=-r+3; (4 r=-1;
(e) v- tu: A'3-2x'l

Modificare il termine noto n delle rette che non passano p€r B (lascìando inalterata la pendenza
m), in modo da ottenere delle rette che passano per r.
Modificare la pendenza m delle rette che flon passano per B (lasciando inalterato r). in modo da
ott€nere deÌle rette che passano per B.

53. Scegliere fra i seguenti punti quelli che appartengono alla retla d'equazione /=-3r+2, motivan-
do la scelta:

A(2,0). B(0.2), .(3r). D( 1.5). E(2,4). .(-+,r), "(-+,3)
54. Riperere l esercizro 53 a pa(rre dalla retta r d'equazione )=-fr-2. au, seguenri punli:

Ato.2t. B( R.0). c(-4.r,. D .-5) o{0.0,. .(i , .(-j j)
Modificare l'ascissa dei punti che non appartengono ad . (lasciando inaherata I'ordinata), in
modo da ottenere dei punti che appartengono ad /.
Modilicare I'ordinata dei punti che non appartengono ad r'(lasciando inalterata I'ascissa), in
modo da ottenere dei punti che appartengono ad r.

55.

56.

s8.

59.

60.

Esercizi vari sulla retta

Il punto P ha ascissa I ed è allineato con i punti,4(-1,3) e B(-3,2)i calcolare la sua ordinata.
tu

Il punto P ha ordinata -1 ed è allineato con O(0,0) e,4(3,-2); calcolare Ia sua ascissa. 
I3llrl

Un triangolo ,\BC ha per vertici i segiienti punti
-4(-r,-r), B(t,4), C(3.1)

scrivere le equazioni d€i lali e delle mediane.

Ripetere l'esercizio 57. a partire dal triangolo ABC che ha per venici i punti seguentir
A(-r,2), B(4,3). C(l,-3)

Scrivere le equazioni dei lati di un triangolo equilaÌelo con il lato lungo 2, sapendo che due suoi
vertici sono i punti O(0,0) ed ,4(2,0).
Ripetere l esercizio 59, sapendo che il lato del triangolo è lungo 4 e due suoi vertici sono i Punti
O(0.0) e ,(0,4).

Equazione parametrica della retta

Considerare un punto materiale che si muove su un piano, a partire dalla posizione O(0,0), ed è
animalo dai seguenli movimenti simulianei:

Ìungo I'asse delle r un molo con velocità costante v. data da v:2[rs;

61.
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- lungo l'asse dell€ y un moto con velocita costante ',, data da lr:sm/s
Determinare la traiettoria del punto materiale.
(Cot inciare cotl lo sctiverc la legTe oruria dei moti lunso *li assi; si ha:
.., x=2Ì

Y=)t'

t indica lo sposramento lungo I asse delle x, misurato in metri, a pafiire da O;y indica lo spostamento lufigo I'asse delle y, misuruto in melri, a pattire da O;t indica il tempo, misurato in secondi.
Per ave/e la traietotia, cioè "la scia" lascian dal punto durunte il movimento, basta eliminare il
tenpo t dalle equazioni (1). Ricaviafio dufique t dolo plima equazione; si ha:

Sostituendo poi I'espressione otte uta nella seconda equaziofie, si ottiene:

y= i,
E immediato ticonoscere che la traiettoria è u a rettu.
Come è legata la pendenza della taiettoria alla velociaa d.ei due mol compon.nai2)

62. Ripetere l'esercizio 61 in un caso più generale. indicando con v la velocilà del moto lungo l'asse
delle Ì e con Ì, la velocità lungo l'asse delle ).

53. Ripetere I'esercizio 61 in un caso ancora più generale, in cui il punto materiale inizia il movimen-
to dalla posizione P(a,b) e si muove sempre con le velocità v e }?, indicate nell'esercizio 62.
Rifleuendo sullo svolgimento dell'esercizio 63, si arriva a concludere che se un pwlto mate ale è
animato da due moti rettilinei unifomi ne a dirczione de$li assi ca esiani percorre sempre una

L'equazione della retta può essere data nella forfia seguente:
x:vt+a
y=10t+b

Le equazioki o/a scrixe, che prendono il nome /l equazioni parametriche della rctta, esprimono
pet m.zzo del parumetrc t (il lempo) Ie coordinate x e t di ùn punlo P che percorre la retta.
A pattire dalle (2) è facile ottenere l'equazione ca esiana della rctta, ricavando t dalla pnma
equazione e sostituendolo nella seconda.

La circonferenza

'-a

Dal gralico di una circonlerenza alla sua equazione

Gli esercizi dal 64 all'81 chi€dono di scrivcre I'equrzione di chconferenze, di cui sono dati il c€nrrc
C@,{) e h lùnghezza t del raggio.

In tal caso è oppoiuno ricoda/e che I'equazione assume sempre la forma seguente
(x-P)'z+(Y-q)'z=P

Svolgendo i calcoli indicati, si atriva a sciverc l'equazione nella loma
x'?+y'+ax+by+c=0

Sùiverc le equazion dclle circonfercnzè, di cui è assegnato il centro C cd il rsSgio , negli e§ercizi
dal 64 al 74, dopo avcrne traccialo il grallco.

64. C(1.4) e r=3; C(-1,4) e r:3; C(I,-a) e r:3; C( 1,-4) e r=3; C(a,l) e r:3
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67.

68.

$.

71.

70.
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C(s.3) € r=6; C(-s,3) e r:6; C(s,-3) e r=6; C(-5.-3) e r:6r C(3.s) e r=6
C(0.0) e r=1i C(0,0) e /=3; C(0.0) e r=a; C(0,0) e r=1/2: C(0.0) e E!/iO
Quale forma assume l equazione di una circonferenza di centro C(0,0)?

C(-3.0) e /=1; C(2,0) e r=3i C(-5,0) e r=4; C(1.0) e r:tD; C&4.0) e r=t
Quale forma assume l equazione di una circonferenza che ha il cenlro C sull'asse delle .r?

C(0.1) e /=6i C(0.-4) e r=1: C(0.10) e r:3i C(0,-?) c r=5; C(o,V-, e /=s
Quale forma assume I'equazione di una circonferenza con il centro C sull'asse delle )?
c(1,2\ e r=y$; c(3.4) e r=5i c(r,t) e r=1/2; c(-2,1) e F!5; C(4,-3) e r=s
Tutte le circonferenze assegnate passano per I'origine O(0,0); p€rché?
Quale caratterislica presentano le corrispondenti equazioni?
C(-3.4) e r=3i C(3.1) e r=3; C(-2,-r) e r:2; C(2.3) e r=2; C(!1J) e r=yA
Tutte Ie circonferenze assegnate sono tangenti all'asse delle ),1 perché?
Ouale cara(eristica presenrano le corrispondenti equazioni?
C(5,-9) e r=9; C(-4.9) e Fy C( 7.t) e r=I. C(6.r) e r=1; C(2.V1) e r=v5
Tulte le circonferenze assegnate sono tangenti all'asse delle ,r; perché?
Quale caratteristica presentaro le corrispondenri €quazioni?
C(-l.U) e r=l: C(3.0, e r=3i C(-5.0) e r=5r C(9.0) e r=9r C1-1/5.01 e r=y6
Quali caratteristiche presentano tutte le circonferenze assegnate?
Quali caralteristiche presentano lc corrispondenti equazioni?
C(0,6) e r=6; C(0,-8) e r=81 C(O.1) e r=7: ClO.-z) e È2i C(0,\,5) e r=V6
Quali caratteristiche presentano tutte le circonferenze assegnate?
Ouali caratteristiche presentano le corrispondenli equazioni?

c/7.0\ .,=q, c/0.- E.ì .,=1, .l .r.!1.'=rl , c(-3.2re r=42\J / J \ )/ ) \ E,I Ù )
Scrivere tutte l€ equazioni ottenute in una forma in cui appaiono solo coefficienti interi, moltipli-
candone i due membri per un numero opportuno.
Quale forma assume ora I'equazione di tutte le circonferenze?
Sc{vere l'equazionc generale di una circonferenza con il centro O(0,0). spiegando il ragionamen-
to seguito.
Scrivere I'equazione generale di una circonferenza con il centro C sull'asse delle i, spiegando il
ragionamento seguito.
Scrivere I'equazione generale di una circonfer€nza con il c€ntro C sull'asse delle /, spiegando il
ragionamento seguito.
Scrivere l'equazione generale di una circonferenza tangente all'asse delle.r. spiegando il ragiona-
m€nto seguito.
Scrivere l €quazione generale di una circonferenza tangente all'asse delie ), spiegando il ragiona-
mento seSurto.

Scrivere I'equazione generale di una circonferenza tangente agli assi cartesiani. spiegando il
ragionamento seguito.
Scrivere l'equazione generale di una circonferenza passante per O(0,0), spiegando il ragionamen_
to seguito.

Dall'equazione della circonlerenza al gralico

cli esercizi dall'82 al 9l chiedono di trscclare il gralico di crrconfercnze, di cui è data l'equazion€.

Pet swlgere gli esercizi è oppo uno ricodarc che l'equazione di una circonferenza si presenta

72-

73.

74-

7fl-

79-

80.

81.



1, Pert6 3è6nda Esèrcizi

semqre fiella fonha seguente:

409

Per disegnare la curvo occofte deteminare le coordinate
raggio, che sono date dalle segu?nti relaziont

a) 12+y,+ax+by+c=0
(p,q) del centrc C e la h$ghezza r d.l

Disegnare le cirmnferen e, di cùi sono assegnàte le equazioni negli esercizi dell'82 slt,69.

82. *+!2-6x-4y+12=0. x2+y2-4x 6y+12=0\ x2+y2-Lt 4t+2=0; r2+y1-4x-2y+2=O
&ì. r2+y2-3x-4y=O; r2+t2+3r-4y=0, t2+y2+4x+3y=0., x1+y2-4x+3y=0
U. x1+y2-gx+72=0t,r2+),: l0)+16=0i x2+y1+l2x+20=0; rr+y:-16=0
85. x2+y2-4x=0t x1+y.+2t=0 r2+y2-l4y=0; r?+y2+20y:0
t6. x2+y2-x-3y+l:0 x1+f+5t-jy+74:oa l]+ y2 -\/-8x+\f2J +2=o
41, x2+y2-x+3y=0- x2+y1-12=01 xr+r2+11),+30:0. 4x1+4y2-24t+t6|+27=0

(Prestarc particolarc ottenzione all'u|ima eq aziotle assegnatll: pet |a[e$i.lelle relazionì (2),
occofte che I'equaziore della circonfercnza sia scritra ne a forma ( 1 ) , Perciò, prima di deteminarc
il centrc e il ruggio dell'uLima circohferenza, occorre diyitlere i due membri dell'equazione pet l, in
modo da otrenerne l'equazio e nella forms (1)).

88. 4r,+4),-4:+8),-11=0; 3Ìr+3)2+5r-r-18-0 2x2+2y2+9x+9y-36=0
(Tenerc prcsente l arve enza esposta ne 'esercizio 87).

89. 9rr+9),r-1:0; 5.y2+5y?+20Ì-30)+16=o; l-zxr+\f2y! - 4x =o
(Tenere presente l awettenza esposta nell esercizio 87).

m. Fra le seguenti equazioni scegliere quelle che rappresentano una circonferenza. motivando la
scelta e disegnando il corrispondent€ grafico.

4xr+y2-4r+8y=0 4r:+4r,r-11:0r x2-y2-4x-6y+9:0; x2+y2-x+9y+2=0
91. Ripetere I'esercizio 90 a partire dalle seguenti equazioni.

x2+y2-4rt-0; x2+2y2+G=0 81r-8yr+8)-16=0; 4rr+4)r_36=0
92, Un'equaziooe del tipo

x?+y2+ax+by+c:0
ha sempre come grafico una circonferenza, qualunque siano i valori delle lettere a, b. c?
Se no, indicare quali sono i casi in cui non si riesce a tracciare il grafico corrispondente all'equa'
zione assegnata,

93. Scegliere fra le seguenti circonferenze qùelle che passano per.4(0,-2), motivando la sceha:
x1+y1+4x-2t-8=0. x2+y2+L-4t=0., t2+y2+2y=0., )12+t1_4:0

(Rico arc che I'equazione rapprcsenta la condizione perché un punto P(x,y) possa muoversi sulla
circonferenza; per esempio il punto P che si muove sulla prima ciconferenza, può assumere la
posizione A, solo se risuha

G+ (-2)')+4 0-2( -2)-8=0...)
94, Rìpetere I'esercizio 93 a partire dal punto 8(-1,3) e dall€ seguenti equazioni:

rr+),2+10I=0; rr+),r-3),1=0; :12+/:-9=0; x1+y2+2x-9:0
Nel caso delle circonferenze che non passano per il punto B. completare l esercizio nel modo
seguente:

- dire se B cade all'interno o all esterno della circonferenza:
- modificare il termine noto c dell'equazione (lasciando gli altd inalterati), jn modo che la

circonferenza passi p€r il punto;
- modificare il coefficienle a dell'equazione (lasciando gli akri inalterati). in modo che la circon-

ferenza passi per il punto;
- modificare il coefficiente A del'eqùazione (lasciando gli altri inalterati), in modo che la circon-

ferenza passi per il punto.
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95. Scegliere fra i punti seguenti quelli che appartengono alla circonferenza d'equazioner,+r,+6r-l0r+9=0;
A(1,2)., B(o,-t); c(8,0); D(0.1); E(-3,2\

96. Ripetere l'esercizio 95 a parrire dall'equazione .r1+y1-4x 5y+4:O e dai seguenti punti:

Al2.qt B(4. -l)r C(0.1.,r D(3.-5)r El- 1 :l\ z zt
Nel caso dei punti che non appartengono alla circonferenza, completarc l'esercizio nel modo
seguente:

- dire se il punto risulta inlemo o esterno alla circonferenza;
- modificare I'ascissa del punto (lasciando inalterata l'ordinata). in modo da ottenere un punto

che appartiene alla circonfercnza;
- modificare I'ordinata del punto (ìasciando inalterata I'ascissa), in modo da o(enere un punto

che appartiene alla circonferenza,

Esercizi vari sulla circonlerenza e Ia sua equazione

Nei seguenti esercizi è rkhiesta anche la conoscenza dela lunghezza della cùconfetenza e d.ll'atea
del cerchio (cap. 5).

yl. Scrivere l'equazione della circonfereoza di ceotro O(0,0) e passarte per,4(-3.4).
Determinare la lunghezza de)la circonferenza e l'area del cerchio così determinato.( raggio r è da.o da a distanza OA ..)

98. Scrivere I'equazione della circonferenza di centro C(-5,4) e passante per O(0,0).
Determinare la lunghezza della circonferenza e l arca del cerchio così determinato.

99. Scrivere I'equazione della circonferenza di centro C(3.-5) e passante per,4(6,-10).
La circonferenza passa per O(0.0)?
Determinare la lunghezza della circonfer€nza e Iarea del cerchio così dererminalo.

I00. Scrivere l equazione delle seguenti circonferenze:
- centro C(-7,-3) e tangenle all'asse delle r;
- cenùo C(-7,-3) e tangente all'asse delle );
Determinare la funghezza delle circonferenze e l'area dei cerchi così determinati.

l0l. Scrivere le equazioni delle seguenti circoDfer€nze:

- centro C(-4.4) e langenle agii assi canesiani.
- centro C(6,-6) e tangente agli assi cartesiani,
- cenrro C(-3. 3) e langcnre agli assi carresiani.
Determinare Ia lunghezza delle circonferenze e l'area dei cerchi così determinati.

102. Scrivere l equazione della circonferenza che ha per diametro il segmento di estremi,4(0,4) e
B(-6.0).
(Il centro C satù il pu to medio del segmento e il rugqio sara datu dalh distanza AC=CB, ...),
Determinare la lunghezza della circonferenza e l'area del cerchio così determinato.

103. Ripetere l'esercizio 102 a partire dal segmento di estremi A(-3,7) e È(1,5).
104. Ripetere l'esercizio 102 a panire dal segmento di estremi,a(-r,3) e A(-9.-3).

Ouali caratteristiche panicolari presenta la circonferenza otlenuta?

105. Ripetere l'€sercizio 102 a partire dal s€gmento di estremi -a(1,2) e B(-1,3).
Quali caratteristiche pa(icolari presenta la circonferenza ottenuta?

106. Scrivere Ìe equazioni delle circonferenze ch€ sono tangenti all'asse deìle Ì nel punto P(4,0) ed
hanno raggio r=3.
Quante sono le circonferenze?

107. Scrivere le equazioni delle circonferenzc che sono tangenti all'asse delle ) nel Punlo I(0,-1) ed
hanno raggio /=5.
Quante sono le circonferenze?
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108. Scrivere le equazioni delle circonferenze che hanno raggio /=2 e sono tangenti agli assi cartesiani.

Quante sono le circonferenz€?
109. Scrivere l'eqùazione della circonlerenza che ha come diametro il segmento di estremi ,4 ( - 1, - 3) e

B(s,-1).
Indicato con C il centro della circonferenza, scrivere l'equazione delle due circonferenze che
hanno come diametrc AC e CB.
Determinare la lunghezza della circonferenza grande e delle circonferenze piccole. Che cosa si

Calcolare l area del cerchio grande e dei due cerchi piccoli.
Quanto vale l'area delle due zone del cerchio grande che "non sono occupate" dai cerchi piccoli?

ll0. È dato il triangolo.4BC, che ha per vertici i seguenti punti:
A(3.2\, B(z.s). C(-4.3)

Scrivere Ie equazioli delle circonferenze che hanno come dialr,ilet,j AB. AC. BC.
Calcolar€ l'area dei tre semicerchi che risultano estemi al rriangoloi si trova che l'area del
semicerchio costruito su,4C è uguale alla somma delle aree dei semicerchi costruiti su,4B e BC:
come si può spiegare questa proprielà?

l12. E dalo il quadrato,4ECD. che ha per verrrcr i seguenri punri:
A(-2.-t), B(0.2), C(3.9), D(1.-3)

Scriverc le equazioni delle circonferenze che hanno per diametro i lati del quadrato e calcolare la
somma delle aree dei quattro semicerchi che risultano €slerni al quadrato.

Visualizzare leggi matematiche sul piano
cartesiano

Proporzionalità diretta, Legge lineare

ll3. Se un punto materiale percorre una traietoria rettilinea con velocilà costante, la legg€ che regola
il movimento (legge oraria) è:

s=vr.

r è la distanza p€rcorsa. a partire dal punto O,
v è la velocità costante.r è il lempo che trascorre,
Se si rappresenta questa legge su un piano cartesiano, riportando sull osse delle ascisse i lempj r e
sull'asse delle ordinate le distanze r. si otiiene una retta passante per O.
Quale significato fisico assume la pendenza della retta?

l1{. A partire dalle nozioni richiamate nell'esercizio precedente, risolvere il seguente problema sulla
circolaziofl e di automobili.
In alcune cilrà si trovano lunghi viali, attraversati ad intervalli regolari da strade minori. In ogni
incrocio si trovano dei semafori e spesso si pone il problema di regolare i semafori in modo da
avere 'l'onda verde": si tratta di dare alle auto la possibilità di attraversare tutti gli incrcci del
viale, trovando sempre il semaforo verde.
Ecco un e\empio numerico dr e\aminare.
Il viale presenta un incrocio ogni 200 metri; si è rilevato che le auto procedono ad una velocità
media di 36 kri/h e il ciclo dei semafori è il seguenteì

- 25 secondi di verde
- 5 secondi di gìauo
- 30 secondi di rosso.
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Abbiamo rappresentato graficamente la situaz,one in fig. 1: I grossi tratri orizzonrali rappresenta-
no gli inlervalli di rempo durante I quali i semafori son6 verdi la rerta rn colore è il gràiico della
legge orarja di un aulomobile che percorre il viale alla velocità costante di 36 km/h_:10 m/s.

Fig. 1

Un'auto percore il viale nel senso Sud-Nord. a partire dall'incrocio A; come debbono essere
regolati i semafori seguenti perché I'auto trovi "l'onda verde"?
Rappresentare quesÌo modo di regolare i semafori su un grafico, come quello di fig. 1.

ll5- I semafori del viale di fig. 1 sono regolati come stabilito nell'€sercizio 114. A quale velocita
debbono procedere i veicoli che percorrono il viale da Nord v€rso Sud per trovare 'l'onda

116. Se un punto materiale ptocede con accelerazione costante su una rraiettoria retlilinea. la sua
velocità varia al variare del tempo r secondo Ia legge seguente:
(1) v:at,
dove
v indica Ia velocita istantanea del punto materiale,a indica I'accclerazione costante.r indica il tempo.

<€1
I1;l
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Se si rappresenta questa legge su un piano ca(esiano, riportando sull'asse delle ascisse i tempi t e
sull'asse delle ordinate le velocità v. si otliene una retta passante per O.
Quale significato fisico assume la pendenza della retta?

117. Se il punto materiale dell'esercizio precedente procede con velocità v0, quando cominciamo a
misurare il rempo la legg€ che regola Ia velocilà al variare del tempo diventa

v=vo+al.
Se si rappre\enta querra legge su un p,ano canesiano. riporlando sutl a5se delle ascisse i tempi t e
sulla\se delle ordinare le velocirà ,. si orriene una rerla passanle per,4(o.ru).
In lal caso, v e I sono direttamente proporzionali?
Quale significato fisico assume una pendenza negativa della retta?
Nel caso in cui la retta presenta una pendenza negativa. indicare dopo quanto tempo il corpo si
ferma.
Esaminare il seguente caso numerico: vo=10 m/s € d=-5 m/s?,

118. Un treno che viaggia alla velocità di 80 km/h può essere Iermato pel azione dei freni in 15
secondi. Calcolare l'accelerazione a (negativa) impressa dai freni, supponendo che a si mantenga
costante in tutta la fase di mllentamento,

ll9. ln base al secondo p ncipio della dinamico, una forza / costante imprime ad un corpo un accelera-
zione a. che è direttamente proporzionale all'intensita della forza: risulta dunque

F-,.
dove m indica /a n drsa inetziule del cotpo.
Se si rappresenta quesla Iegge su un piano canesiano, ripo(ando sull asse delle ascisse le
accelerazioni a e sull'asse delle ordinate le forze /, si ottiene una retta passante per O.
Quale significato assume la pendenza della relta?

120. Ci si vale del secondo principio della dinamica. di cui si parla nell'esercizio precedente. in
particolare. nel caso in cui la forza applicata al corpo sia il peso p; in tal caso l'accelerarione
indica l'accelerazione di gravita g.
Indicare (in Newton) il peso di un uomo. ch€ ha una massa m =80 kg. nelle seguenli situazionj:
- sulla Terra. dove si ha 8=9,8 m/s'?
- sulla Luna. dove si ha 8=1,6 nì/s']'
- sù Giove. dove si ha 8=24 rdsr.

l2l. La massa ,, di un corpo e il volume y che il corpo occupa sono legati dalla legge
m-6V.

dove a indica la densita della sostanza.
Se si rappresenta questa legge su un piano cartesiano. riportando sull'asse delle ascisse i volumi y
e sull'asse delle ordina(e Ie masse m. si ottiene una retta pa§sante per O-
Quale significato fisico assume la pendenza della retta?

122. Basarsi sulla legge esposta nell esercizio precedentc. Sàpendo che la densiià del mercurio è di
13.590 kg/m3. quale volume occupa 1 kg di mercurio?
E quale volume occupa 1 kg d'acqua (densità lom kgm3)?

123. La celebre equazione
E=mc2,

stabilita da Einstein, permeite di prevedere I'energia E che si ricava disintegrando una data massa
m: c indica la velocita delìa luce. data da

c=300.000 km/s.
Quali grandezze sono legate da una legge di Proporzionalità diretta?
Rappresentarc la legge su ìrn piano cartesiano, riportando sull'asse delle ascisse la massa m e
sull'asse delle ordinate l'energia E.
Una stima approssimata conduce a valutare che l'umanità consuma ogni anno un energia E, data
da circa l0tt Joule. Quale massa bisogflerebbe disinlegrare per ottenele quest'energia?
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Legge parabolica

I24. Nella sua opera DlJcorsi e dimostruzioni mateùatiche into o a due nuove scienze..., G^\lleo
descrive i suoi esperimenti sulla caduta di un grave lungo un piano inclinato ed enuncia così la sua
scoperta: "Per esperienze ben cento volte replicate sempre si incontrava gli spazi percorsi esser
tra loro come i quadrati dei tempi, e qùesto in tutte Ie inclinazioni del piano,...".
Eseguendo un esperimento analogo, si trova che un oggetto percorre lungo un dato piano
inclinato, una distanza di 1 melro durante I secondo.
Scrivere la legge che lega la distanza , al tempo r e disegnare il grafico della legge su un piano
cartesiano. rappresentando i tempi r sull'asse delle ascisse e le distanze s sull'asse delle ordinate.
Quanto tempo impiegherà il corpo a percorrere lungo il piano una distanza di 3 metri?

125. Riportiamo qualche frase da una lettera di Vincenzo viviani. amico e discepolo di Galileo:
"Trovavasi Calileo in età di venti anni circa, intomo all'anno 1583, nella citta di Pisa...; essendo
un giorno nel duomo di quella città, ... caddegli in mente d'osservare dal moto di una lampada,
che era slata allontanata dal perpendicolo. se per awentura i tempi delle aodate e tornate di
quella fossero uguali, tanto per archi grandi che per archi minimi...".
Queste osservazioni. fatte misurando il tempo con il battito del polso, mostrarono a Galileo che le
oscillazioni di uno stesso pendolo hanno all'incirca la stessa durata.
Studi successivi hanno dimostrato che vale per un pendolo la seguente legge:

l=O.25 P.

I indica la lunghezza del pendolo (misurata i metri),I indica Ia durata di un'oscillazione completa (misurata in secondi).
Rappr€sentare la l€gge su un piano cartesiano, riportando sull'asse delle ascisse fe sull asse delle
ordinate le lunghezze /.
Quale lunghezza deve avere un pendolo per battere i secondi?

126. L'energia cinetica E di un corpo è data da

(r) E":!nv2.
dove ln indica la massa del corpo e v la sua velocità.
Considerare un corpo che ha massa m=2 kg e tracciare il grafico della legge (1), rappresentando
sull'asse delle ascisse Ia velocita I e sull'asse delle ordinate l'energia cinetica E..
Quale velocità bisogna imprimere al corpo perché abbia un'energia cinetica di 10 Joule?

127. L spazio di frenata r di un'automobile è proporzionale al quadrato della velocilà v-
Eseguendo una prova di ftenaÌa, si [ova che un auto riesce a fermarsi in 8 metri, quando viaggia
ad una velocità di 40 kflvh.
Qual'è la legge che lega s a v. nel caso dell'auto esaminata?
Rappresentarc la legge su un piano cartesiano, riportando sull'asse delle ascisse le velocita v e
sull'asse delle ordinate gli spazi di frenata s.
La stessa auto. duranté uri incidente, riesce a fermarsi in 24,5 m; qual'era la velocità a cui
Procedeva l auto?

1,f. La lorza F esercilata dal vento su una pala di un generatore eolico è proporzionale al quadrato
della velocità v del vento e all'area ,4 della pala.
Considerando una pala che abbia un'area di I m2, scrivere la le88e che lega Fa v e rappre§entalla
su un piano ca esiano, riportando sull'asse delle ascisse la velocità e sull'asse delle ordinate le
relative forze.
Quale deve essere la velocità del vento per avere una forza di 20 Newton?

Legge iperbolica e proporzionalità inversa

129, In ùn r€cipiente chiuso da uno stantuffo è contenuta dell'aria che occupa un volume di 5 liÙi,
quando si irova la presslone di 2 atmosfere. Se si comprime il gas. il suo volume y (misurato in
litn) e la sua pressioìe p (misurata in atmosfere) saranno legati dalla legge di Boyle e Mariolte'
cioè
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133.

4'15

Py--Co§tante_
Calcolare il valore della costante nel caso esaminato e rappresentare la legge ottenuta su un piano
cartesiano, riportando sull'asse delle ascisse diversi valori della pressione e sull'asse delle ordinate
i corrispondenti valori del volume.

lm, Una radio ha la sc.la di sintonia graduata sia in metti che in chilocicli: la misura in metri si
riferisce alla lunghezza d'onda i, della trasmissione, mentre la misura ìn chilocicli si riferisce atta
frequenza / della stessa rrasmissione.
Su una parte della scala si legge:

2 300 500 I 600 1500

,r 10oo 600 500 200

Si chiede:I ed, sono inversamente proporzionali?
Scrivere la legge che lega 2 ad / e rtacciarne il grafico su un dferimento cartesiano, dportando
sull'asse delle ascisse la frequenza I e sull'asse delle ordinate Ia lunghezza d'onda l.

131, Nella descrizione ondulatoria della luce, si dice che il colore è determinato dalla lùnghezza d'onda
,.;-d'altra paÌte la lunghezza d'onda 2 e la frequenza / di un'onda periodica sono aempre legate
dalla relazione

dove v indica la velocita di propagazione dell'onda.
Nel caso della luce, risuha dunque

v--3.103 m/s.
Rappresentare su un piano canesiano la legge (2). riponando sull'asse delle ascisse le lunghez-
ze d'onda e sùll'asse delle ordinate le frequenze.
Indicare le frequenze dei colori, di cui è daia la lunghezza d'onda (misurata in metri), nella
seguente tabella:

Q)

i 5 r0-, 5,9 r0-7 i

rosso 
]

6,r.10-?
La correnie consumata da una lampadina è regolata dalla seguente legge:

1 è la corrente consumata (misurata in Ampère),y è la tensione di rele (misurata in Volt),l,y è la potenza della lampadina (misurata in Watt).
Tracciare il g.afico della legge, lelativa ad una lampadina da l00w'
Indicare la corrente consumata in corrispondenza ai seguenti valori di y;

V=125 e V=22O
Un classico esperimeoto relativo ai circuiti elettrici consiste nel collegare un conduttore di
resistenza variabile ad una sorgente di tensione costante.
Misurando la corente che attraversa il conduttole al variare della r€sistenza, si trova la leggei

v:R/.
dove
y è la tensione applicata al filo (misurata in Volt),R è Ia resisteflza del cordìrttore (misurata in Ohm),I è I'inlensita de[a correnre (misurata in Ampère).
Rappresentarc la legge su un piano cartesiano, aiportando sull'asse delle ascisse la resistenza e
sull'asse delle ordinate I'intensità di corrente. considerando il caso in cui risulli

Y:10 Volt
La legge di gravitazione univelsale stabilisce che due corpi di massa ,x e M (misurata in chilo"
grammi) §i attraggono con ùna forza, che è diretta lungo la congiungente i centri delle due masse
ed ha un'intensità F (misurata in Ne$,ton) data da

.-^ Mm'_"-T

verde giallo

132.

134-

4,5.10-7 5,1 10-7
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dove
d indica la distanza fra i centri delle due masse (misurata in metri).
6=6. r0-U 4 !ÉKg.

La forza F è inversamente ploporzionale alla distanza d?
Calcolare la forza di atarazione fra la Terra ed il Sole. ricordando che si ha:
M=massa del sole=2.1030 kg
m:massa della Terra=6.1021 kg
d=raggio deil'orbita terrestre:1,5' 10rr m

Funzioni e grafici

Tracciare il gBfico delle funzioni assegnate negli €sercizi dal 135 al 142, dove A iÌdica il dominio e
B il codominio d€lla tunzione.

r35. ,4: f insieme dei reali, B: l'insieme dei reali, l,:Zt'
,4: f insieme degli interi, B: l'jnsieme degli interi, ):2.r
Sul secondo grafico si può trovare un punto con l'ordinata che vale 1?

136. .4: l'insieme dei reali positivi, B: l'insieme dei realì, )=Zt;
.4: l'insieme dei reali negativi, B: l'insieme dei reali, Ì=2rI due grafici soro crescenti o decrescentj?

137. ,4: l'insieme dei reali, B: l'insieme dei reali, y:jr':;
,4: l'insieme dei razionali. B: l'insieme dei razionali, ],=r2
Sul secondo grafico si può trovare un punto con l'ordinata che vale 2?

138. Ar l'insieme dei reali positivi, B: l'insieme dei reali. ]:r2;
,4: l'insieme dei reali negativi, B: l'insieme dei reali, )=r2
Quaìe dei due grafici è crescente e quale decrescente?

139. .4:lin\iemedei reali e.cluso0. E linsiemedei reali y-l:
,4: l'insieme degli interi escluso 0, Bi I'irsieme dei razionali, 1:]
Sulla seconda cùrva si possono trovare punti con l'ordinata più grande di 1?

140. ,4: Iin\ieme dei reali positiv;. A: linsieme der reali. u . l-:

A: l'insieme dei reali negativi, B: l'insieme dei reali, 1=1
Quaìe delle due curve è crcscente e quale decrescente?

141. Scrivere le due funzioni che descrivono la circonferenza di centro C(1,0) e raggio r:1
142. Scivere le due funzioni che descrivono la circonferenza di centro C(-2,0) e raggio /=3
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Trasformazioni affini

Trasformare poligoni

Gli esercizi dal'l .I 20, condncono ed impÀdronirsi delle trasformszioni alfini, operendo sùlle
coordinate dei vertici di poligoni ed esaminando i poligoni trssform&ti.

Per svolgere gli esercizi è opportuno rico arc che le trusforfiazioni afrni di clti si po a nel testo
sono del tipo seguente:

- triramenti lungo I asse dele x, descriti dalle eqruzioni
v':v;

si ha una dilatazio e se s ta m>1, oppwe una compressione, se suha 0<ù<1.
- stiramenti lun$o I'asse dele y, descrifii dalle equazioni

x,=x, y,:ny;
si ha una dilataziohe se risuba n>1, ollpu/e una compressione, se suba 0<n<1.

stiramenti lungo .ntlafibi gli assi, descitti da e equazioni
x'=nlx, y'=ny

l. Disegnare il triaogolo che ha per vertici i punti seguenti:

At 1.2t. B(-2.s). .(-t i),
verificare che il triangolo è rettangolo.
Operare con un'affinità d'equazioni

x,=2x. y,=y
cioè con I'affinità che raddoppia le ascisse, lÀsciando inalterate le ordinate.
Dererminare le coordinate dei punti,{'. B', C', venici del lriangolo trasformato di ABC.
Il triangolo 21'-8'C' è rettangolo?

2. Rip€te.e I'esercizio 1. operando con I'affinità d'equazioni
y'=2y

cioè con l'affinità che raddoppia le ordinate, lasciando fisse le ascisse.

3. Ripetere l'esercizio 1, operando con la simililudine d'equazioni
x,=2x. ,,=Zy

cioè con I'affinità che raddoppia sia le ascisse che le ordinate.
4. Discpare il triangolo che ha per vertici i punti seguenti:

A(-1,-1). B(1,1), C(-\5,\,5)
verific.are che il triangolo è equilatero.
Operarc con l'affinità d'equazioni

x':3x, Y'=Y
Determinare le coordinate dei punti,4', È'. C'. verÌici del triangolo trasformato di aBC.
ll triangolo,4'B'C' è anch'esso equilatero?
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5. Ripetere l'esercizio 4, operando con l'affinilà d'equazioni

t,=r. y,=4y
6. Ripetere l'esercizio 4, operando con l'affiniià d'eqùazioni

x,=3x, y,=4f
7, Ripetere l'esercizio 4, oPerando con la similitudine d'equazioni

t':3x. y'=3y
8. Ripetere l'esercizio 4, opelando con la similitudine d'equazioni

x,:4x. t'=4y
9. Disegnare il quadrilatero che ha per vertici i punti seguerti:

,4(0,6), B(4,3), C(-2, s), D(-6. 2)
verificdre che rl quadrilalero è un retldngolo.
Operare con I afiinitA d equazioni

,,-1,. v' =4,t'

1, Parte lerza. Ese.cizi

Determinare le coordinate dei puflti ,4', B', C', D'. vertici del quadrilatero trasformato di
ABCD.
11 quadrilatero A'B'C'D' è un rettangolo o è un parallelogramma?

10, Ripetere I'esercizio 9, oPerando con la similitudine d'equazioni
, l- ..-1..'-l'' t -1t

11. Ripetere ì'esercizio 9, operando con la similitudine d'equazioni
t,:$t. y,:4y

12. Disegnare il quadrrlalero che ha pel \erlici i punri seguenri:

A(-2.-1), B(0,2). c(3,0), D(1,-3);
verificare che il quadrilalero è un quadrato.
Operare con l'affìnità d'equazioni

r'=3jr, ,':i,
Determinarelecoordinatedeipunti.4',8''C"D',verticidelquadrilaterotrasformatodi
ABCD.ii quaariutero a'r'C'a' è un rettangolo, un rombo o un parallelogramma?

13. Ripetere l'esercizio 12, operando con ia simiìitudine d'equazioni
t,=3t, y,=3y

14. Ripetere I'esercizio 12, operanalo con la similitudine d'equazioni
,t,1,=i,. y:2v

GliesercizidallSal25richiedonounapiuattentarinessionesugli§tiramentilutrgogliassi
"*.aiÀiii po"ttoo .oche a ricercare degli invarianti di queste trasformazioni (cioè Ie grandezze

che rimangono inalterate).

U a nattazione piu oryanicl1 ed sPPrcfondìta dette trusformazioni affini si trova in Malemaiica
nella realtà, rol. 2, caP. 2.

15. Studiare "gli effetti alell'affinità sìllle aree", operando l'affinità d'equazioni
x':Lr, Y':3y

ed esaminando le seguentj figure:
- il quadralo che ha per venicr rpunn Ol00ì 4110,' Bll-l) !(!]) ^..- il parallelogramma cne ha per tertici ipunti 0(0U) ,4{lu) '(l lì t'(r'r1
Calcolare, in ogni caso. l'area S della figura e l'area S''lella figura trasformata; determinare il
valore del rapporto ri.
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visualizzare il rappono + indlviduando nella figura trasforrnata tanti poligooi uguali alla figura di
partenza. Che cosa si ossewa?

16. Ripetere I'esercizio 15 per studiare come cambiano le aree se si opera un'affinità d'equazioni
Y'= nY

Ouanlo vale. in ogni caso. it rappono 5, r
(Si ritruya una prcprietA carateisticn dÉlle trusfornazioni affini: ìl lappolto fud I'area S di uka
figura e I'area S' della fi$uru trasformata wle mn)-

11. Disegnare il tnangolo rcttangolo che ha per ve ici i seguenti punti:
,(4,0), B(1,3), C(4,6).

Disegnare i quadrati sui tre lati e verificare che vale ìa propdeta pitagolica.
Operare l'affi nità d'equazioni

x,=2x, y,=y
Il tdangolo trasforrflato non è più rettangolo e i tmsformati dei quadrati non satanno piì) dei
quadrati; vale ancora la proprietà pitagorica?

18. Basarsi sui risuttati ottenuti n€ll'es€rcizio 16 per delerminare il valore del rappono $ quando si
opera un'affinità d'eqùazioni

,'= a,
Con I'affinità ora indicata cambia la forma delle figure?
Cambia l'area delle figure?

19. BasaKi sui risultati nell'esercizio 16 per delerminare il valore del rappono + quando si opera la
simililudine d equazoni

x'=rfix. J'=flty
Con la similitudine cambia la fo.ma delle figure? Cambia l'area?

20, Studiare "gli effetti di un'affinità sulle lunghezze", operando la trasformazione d'equazioni
x,=3x. y,=Zy

ed esaminando il trapezio che ha per vertici i punti.A( 3.0), B(3,0), C(3,4), D(0,4),
Determinare le coordinate dei vertici del quadrilatero ?4'B'C'D' , rraslormato di ABCD.
Calcolare i seguenti rapporli:

AB " A'B' AD ^ A'D'
DC - D'C" BC ' B'C'

Che cosa si osse a?

21. Ripetere I'esercizio 20, esaminando il tfapezio, che ha per vertici i seguenti punti:
A(-2,0), B(3,0), c(4,1), D(0,2)

Quali sono i lati del trapezio che sono paralleli. cioè che hanno uguale pendenza?
In quale caso il rapporto fta i lati non cambia?
(Si riiova una propietà carutelistica dell'affinità: si mantengono inaherati solo i rapporti di
segmenti che appa engono a rette patullele)

22. Operare con la simrlirudine d equa-/ioni
x,=2_x. y,=2y

esaminando il trapezio proposto nell'esercizio 20; calcolare i rapporti proposti nello stesso eser-
cizio.
Che cosa si osserva in questo caso?

.Ll. Operare con Ia simililudine d equazioni
x,=3x. y,=3y

esaminando il trapezio proposio nell'esercizio 21; calcolare i rapporti proposti nello stesso eser-

(Si titova und propietà carutteristica della similiudine: si mantcneono sempre inaherati i rappotti
fru segnenti)
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A. Rappresentare sìlì piano cartesiano i seguenti segmenti:

- AB, di estremi,4(0,1), 8(6,3)
CD, di estremi C(2.4), D(8,4)

Determinarc il punto medio M del segmento AB e il punto medio N del segmento CD e
completare il grafico gia tracciato, rappresentando anche M ed N.
Operare l'aff inità d'equazioni

x,=4x. j,=3y
e determinare le coordinate dei punti,4'. B'.M',C'.D',N'.
M' ed N'sono ancora i punti medi dei segmenti.4'B'e C'D'2

25. Ripetere I'esercizio 24. piir in generale, a partire dal segmento,4B, di esnemi A(a,b) e B(c.d), di
cui M è il punto medio ed operando l'affinità d'equazioni

n,=n1r. y,=ny
(Si ritrova una prcprietà uru$eristi.a de e afrinità: si cohsetra il punto nedio di un qualunque
segmento AB, cioè il punto M', trusfotmato del punto M, dtuide il segmeùto A'B' in due padi
uguali)

Trasrormare cutve

Gli €sercizi d.I 26 el 63 conducono , trasformare con stirementi lungo gli assi coordinati le curve
introdotae oella Psrte seconale.

26- Disegnare sul piano cartesiano le rette r e r che hanno l€ equazioni seguentil
,) r=3.r. r.) ]=3.t-2.

le due retle hanno la stessa pendenza. perciò sono parallele.
Operare l'affinità d'equazioni

J -Lf
e determinare l'equazione e il grafico delle rette trasformate /'e s'.
La trasformazione ha modificato la pendenza delle rette?
La trasfoÉnazione ha modificaro il Éunto di intersezione di ciascuna rcrta con I'asse delle y?
Le rette /' e s' sono ancom parallele fra loro?

27, Ripetere l'esercizio 26 piir in generale a partire dalle rette parallele ,, ed r che hanno le equazioni
seguenti:

r\ Y:ax+b e s) Y=&r+c
e dall affinilà d'equazioni

x,=ìtx, y,=ny
(Si ritrova na ota proprietà delle afrinità: si co»serva il parallelismo, cioè reue parallele si
trosformano ìn rcte para ele),

A. Determinare l'€quazionc dell'ellisse trasformala del cerchio d'equazione
x'?+)'?=l'

mediante l affinita d'equazioni
Ì,=3Ì. ),:Zy

Quanto sono lunghi i semiassi dell'cllisse?

29. Rip€tere I'esercizio 28. operando l affinilà d equazioni

x,=2r, y=t,
30. Determinare l'equazione dell'ellisse trasformata del ccrchio d'equazioDe

x1+y2:25
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con l'affinita d'equazioni
,,_3x. y,=y

Quanto so[o lunghi ora i semiassi dell'ellisse?
31. Ripetere l'esercizio 30, operando con I'affinità d'equazioni

,,=1,
Per svolgerc, in particolare, Bli esercizi dal 32 ol 36 è oppottuno icordarc che un'equazione del
tipo

tlt j-+\=t
ropprcsenra un'ellbse con i semiassi lu ghi m ed n. II conispondente grafico saà del ipo di quello
prcsenrato fiel paragrafo 2 del resto.

32. Riconoscere quali fra le seguenti equazioni rappresentano delle ellissi e tracciare il corrispondente
grafico:

T-'T:r. io -i =t. a*i=t- +2+zsy,=too. x,+4y,=8
(Prcstarc particolarc aienzione alle due uhime eqwzioni, che si possono scrivere nella foma (l),
dfuidendone i due membri per il termine nolo)

33. Ripetere l'esercizio 32 a partire dalle seguenti equazioni:

**r'=r, .r2+8y=16' $2+16v2=16' x2+4y2=l' 2r2+3v2=1

(Prcstare pa icolare attenzione alle due ultime equazioni assegnate che sono sempre del npo (1),
dato che, pet esempio, tisuha

ay,=?...)
z

34. Ripetere l ese(cizro 32 a partire dalle seguenli equazioni:

x2..2syz=25, x2+25y2=1. *-t=y 5x2+toy2=1, 5.r2+lo)r=10

35. Disegnare le seguenti ellissi:

l t tr=1 e rr+16yr=116'
Quale affinità trasforma il cerchio d'equazione ,2+)2=1 nella p ma ell sse,
Quale affinita trasforma lo stesso cerchio nella seconda ellisse?
Quale affinità ùasfoma la prima ellisse nella seconda?

36. Ripetere I'esercizio 35 a pa ire dalle seguenli ellissi:

- ^-2-15t2=l25 4'
Le cofisideruzioni svolte nell'esercizio 16, insieme alle oziot i rclative all'afta del cerchio esposte
nel cap. 5, pennettono di calcolare in modo semplice l'area di un'e bse di semiassi noti. Ecco come
si può ragionare. Il cerchio che ha cenlro ilt O(0,0) e /a88io 1, ha I'equazione data da

x2+Y2=1
e I'arca S che vale

s=^-.
Se opeiamo un'affinità desuitta dalle equazioni

t'=fix
t'=nY

il cerchio si lrasforma nell'elliss? d ?quazione

0t :-+\=1
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euest,ellisse awA ora un,area St, che confrcntata co/ l,area S del cerchio di pa enza dàS' ,s, 'S=-,r. ossia i=^,
Risuha dunque che l,area S, dell,e isse che ha i setuiassi lunghi tl ed n è dota daS,=nmn.
A si può vabrc di questo isuhato pet determinare l,area ilelle ellbsi osse7nate negti esercizi dal32

37. Trasformare la parabola d.equazione
Y=x2

con le affinita descritte dalle seguenri equazioni
t) { :'= \) J x,=t t) t x,=x

t y =zy I y,=3y ly,=qy;t€pptesentare le tre curve ttasf('tirin.". i.m!* pii':.i;jr"ìlirmate' Dell'ordine ,ndicato. si ottengoDo parabote sehpre più
3t. Pjpetere I'esercizio 37, opeÉndo Ie seguenti affinitàttl [r'=, l) |x'=x rrr) fr,=rly=}, 1r=1, lr=i,39, Ripetere I'esercizio 3?, operando le seguenti affinitaiI) {x,=2x tr) J x,=n fi\ | x,=4xt, =v I y'=y ly,=y4. Ripetere l,esercizio 37, operando le seguenti afgnita:

u l,=i. D I.,=+, uD I,.= 1... Iy,=y L.=; lr,=r"41. Trasformare ta parabola d,equazione
J='2

con le affinita descrifte dalle scguenti equazioni:
I) I,'=' n Ir=!x

I y'=qy l r.=,
RappresentaÌe Ie due curve trasformate. Che cosa si osserva?4. Ripetere l,esercizio 41, operaldo le segùenri affrni6

0 Jr=,_ tt;; I i=2tl''=i' 1,,=,43. Dopo aver svolto gli esercil 41 e ,
uaslomaÀclo la pambola d,.qu-i#é§i inrri§ce una regola genetale: si ottiene la stessa curva,

Y=x2
sia con uu'affinità d,equazione

x,=rn , y,=y
sia con un'aIfinità d,equazione

,,_x, y,=ny,
purché risulti r= 4
Dimostrale questa regola geDerala_

U, Trasformare la parabola d,eqùazione
)=Ì2
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con I'affi nita d'equazioni

,,=2r, y,=4y;
quale qrrva si ottiene?

45. Ripetere I'csercizio 44, operando l'affinità d'equazioni
x,=3r, y,=9y

$. Dopo aver svoho gli esercizi 44 e 45, si intuisce una regola generale: rima[e inalterata la panbola
d'equazione

Y=xx
quando si opera un'affinita.d equazioni

x'=nùa, y'=ny
Purché dsulti ,l=m2.
Dirnostrare questa regola genetale.

Pet syolgere gli esercizi dal47 aI49 è opportuno icordùe che ui'èquozione del tipo
(2) Y=ax' (con a>0)
rapprese tu sempré una porabola che ha il vertica V in O(0,0) . fosse di sit t rùtria coincid.nt co
fasse dc e y.

gafrco è sémye del tipo di qcllo rapprese loto alh fre del porugruIo 4.

47, Riconoscere quali fra le seguenti equazionl tapprescntaDo pa$bole con il venice y=O(0,0) c
ttacciare i corrispondenti gafici:

y=3r2. y2=3x2, ,- li, y=*
4E. Ripetere I'esercizio 47 a partire dalle s€guenti equazioni:

t1^-0-y= ir, y=-ix,. y-x'. y=-to*,

49. Ripetere I'esercizio 47 a partirc dalle seguenti equazioni:
y=\87, y=\f3i, y=vx2, y=\(fi,

50. Tmsformarcl'ìperboled'equazione

,-a
con Ie affiniù descritte dalle segucnli equazioni

I) 1 .x'=x ttl J x'=t IU) J r'=x
I y'=2y I y'=Zy I y'=Cy,

rappresentare le tre curve trasformate, nell'ordine indicato.
51. Ripetere I'esercizio 50, operando le seguenti affiniù:

I) lr'=x It) [r'-x lll) [r'=x
1 ,,.- I ,, 1 .,,= t., 1 ,,- 1,,Ir-2' Ir-1t lt-4t

32. Ripetere I'esercizio 50, operando le seguenti af6nita:
l\ J x'*zr tt) J x'=k IID J r'=a.r

I v'=v I v'=v I v'=v
53. Ripctere l'esercizio 50, operando le seguenti affinità:

r) Jx'=jx ur J,':*, rn) Jx ={r
[ ,'=, [ ,'-, I v'=v

54. Tmsformarel'iperboled'eqùaziole
,=l
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56.
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con le affinità descritte dalle segùenti eqùazioni:
r) | x'=t( tt) | x'=zx1v'=2v I v'=v

Rappresentare le due curve Easfomate. Che cosa si osserva?

Ripetere I'esercizio 54, operaDdo le seguenti affhità

t) [r'=x ut I f =+-il
I v'=*v I v'=vlzt

Dopo aver svolto gli esercizi 54 e 55, si intui§ce una reSola generale: si ottrene la stessa curva'
trasformando l'iperbole d'equazione

sia con un'affinita d'equazione
x'=mx, y'=y

sia con ùn'affinità d'equazione
x,=t, y,=ny

purché risulti ,r=rn.
Dimostrare questa tegola Senerale.
Trasformare I'iperbole d'equazione

con le affinità descrilte dalle seguenti equazioni

x,=2.r, y,=*y
quale curva si ottierc?
Ripetere I'esercizio 57, operando I'affinita d'equazioni

r=+4 v'-3v
Dopo aver svolto gli escrcizi 57 e 58, si
irtur§ce uDa legola Senerale: rimane
inalterata I'ipclbole d'equazione

quando si opera un'affinità d'equazioni
x,=ftix, ft =n,

purché risulti z= 1 .

Dimostrare questa regola genemle.

Lo svoleimento deeli csctcizi dal50 al59
conduce a concludere che un'cquaziotu dal
tipo

t3l u=L

raDDrcsentu semDrc un'iDetbole, che hq un |ruftco det Ìipo di qu" o rupprcse oto in fr8 1'
È'6ooortuno riiontare questo conclusione pet svolSerc qli eserci'i dal 60 al o3'

Riconoscere quali fra le seguenti equazioni rappresentano iPerboli e tracciare il corrispondente
grafico:

,=-1. ,=1. u=! . v=:1'x'3,

57.

5t.

59.

Fig. I
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61. Riperere Iesercizio 60 a parlire dalle seguenti equazioni:
,._ 2 .,_ 3 ,.,= l_ D=4' Jx' ' .2-x

(Pa icolate atte zione all'ulfufia equazione, che lappresenta ancora un'iperbole, dato che si può
esprimerc nella fotma (3), dividendone i due membri pet x).

62. Ripetere l'esercizio 60 a partire dalle seguenti equazioni:
,/arv-v3. v=vz- v- I ',- l, \fL*' ,- ^/ù63. Riperere l esercvio 60 a paflire dalle seguenri equazioni:

xv= ;. v=;. v=:,. .ry-vro

Simmetrie
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Trastormare poligoni

Gli esercizi dal 64 al 72 conducono àd impadronirsi delle simmetrie, operando sull€ coordinate d€i
vertici ù semplici poligonl ed es.minando i pollgoni trrsformsti.

Per svolgere gli esercizi è opportuno ricodate le seguenti simmetrie, presentate nel testo:
- simmet a rispetto all'asse delle x, descritta daìle equazioki

- simmeùia rispeto all'asse delle y, descrina dalle equazioni
t,= x, y, =y

- simmdia rispeto alla bisettrice b del I e I quadrunre, desc rta daqe equazioni
x,=y, r,=r

64. Operare la simmetria rispetto all'asse delle,r e determinare le figure trasformate dei seguenti
poligoni:
a) il rettangolo di vertici,4(3,1), 8(6,1), C(6,2), D(3,2),
ò) il tdangolo di vertici,t(-5,-1), B(-4,-2\, C(-5.-3)
c) il rombo di vertici.4(-3.2), B(-1,3), C(-3,4), D(-5.3\.

65. Ripetere l'esercizio 64, operando la simmetria rispetto all'asse delle y.

«, Ripetere l'esercizio 64, op€rando Ia simmetria rispetlo alla bisettrice del I e del III quadranle.

t. Disegnare il rettangolo di vertici,a(-3,-1), 8(3,-1), C(3,1). ,(-3,1) ed operare le segu€nti
simmetrie assiali:

- rispetto all'asse delle x
- rispetto all'asse delle )- rispetto alla retta A, bisettrice del I e III quadranle.
In quali casi il rettangolo si lrasforma in se stesso?

68. Ripetere I'esercizio 67 a panir€ dal rombo di vertici I(0,-4), B(2,0), C(0,4'), D(-2,0)
69. Disegnare il triangolo di vertici,4(-3,1), B('1,2), C(*2,4) ed operare la simmetria rispetto alla

retta 6. bisettrice del I e III quadrantei si ottiene il triangolo,4'r'C'.
Verificare che valgono le seguenti due proprieta:
- le rette AA', BB' , CC' hanno la stessa pendenza m:-1,
- il punto medio dei segne i AA', BB', CC' apparlienc alla retta à.



426 1. Parte t6rze. Esorcizi

10. Verificare che le due proprietà enunciate nell'esercizio precedente valgono in generale, a partire
da un punto,4(a,ò) e dal suo trasformato,4'(6,a).
Osservare che -1 è la pendenza della bisetnice b' del Il e IV quadrante, perciò le rette con
pendenza m=-1 sono perpendicolai alla rctta b.
Lo svolgimento dell'esercizio co duce dunque d vetificare le due propietà caralteristiche di una
timmet a assiole, rispetto alla retta b:I) li retta AA', che conqiunge due punri conispondenti è perpendicolnre all'asse di si metrh b,lI) il punto medio del seSmento AA' appaiiene all'asse di simmetria.

11. Verificare Ie due proprietà enunciate nell'eselcizio 70, relativamente alla simmetda rìspetto
all'asse delle r.

72. Verificare le due proprietà enunciate nell'esercizio 70, relativamente alla simmetria rispetto
all'asse delle ,.

Traslormate curve

73.

GIi esercizi del 73 3ll'89 mnducono s tresformare con simm€trie le curvG intodotte nella Parte
sèconde,

Operare la simmetria rispetto all'asse delle y e determi[are le rette trasformate delle seguenti

at y=-2t-3. bt t=-2r-a. cr y= j r-r
Rappresentare le retle assegnate e le loro trasformate.
La simmetria cambia la pendenza di una retta?
La simmetria cambia il punto in cui una retta inconlra l'asse d€lle,?
Le due rette d e b hanno uguale pendenza; l€ du€ retle lrasformate hanno ancora uguale
pendenza?

Operare ancora la simmetria rispetto all'asse delle -y e determinare le reile trasformate delle
seguenti rette:

r).r=-3, ') y=c
Rappresenlare le rerre a\segna(e e le loro lralformate.
E rmmediato osservare che la retta r si trasforma in se stessai i punti della retta s restano fis§i
durante la trasformazione?
Operare la simmetria risp€tto all'asse delle'I e determinare le rette t(asformate delle seguenti

a) y=3t-'t. b) t-3x-2. ct r-l*t
Rappresentare le r€lle ass€gnate e le loro trasformate.
La simmetria cambia la pendenza di una retta?
La simmetda cambia il punto in cui una retta incontra l'asse d€lle y?
Ouale ounto di una retta resla lermo'duranle la lrasformaÀone?
Le dué rette a e b hanno uguale pendenza; Ie due rette trasfo(nate hanno ancora uguale
pendenza?

Operare ancora la simm€tria rispetlo all'asse delle .r e determinare le rette trasformate delle
seguenti rette:

t) t=2. r) ]:-s
Ranoresenrare Ie rerre assesnate e le loro !ra(lormate,
È iÀmeaiato osservare che-la retta / si kàsforma in se stessa; i punli della retta / lestano fissi
durante la trasformazione?
Operare Ìa simmetria rispetto alla biseririce b del I e III quadrante e determinare le trasformate
delle segueoli rett€:

a) )-2r-3. bl J=». ct t=-34x+j
Rappresentare le rette assegnate e le loro trasformate.

74-

75-

76.

77.
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7t.

79-

La simmetria cambia la pendenza di una retta?
La sìmmetria cambia il punlo in cui una retla incontra I'asse delle r?
Quale punto di una retta resta fisso durante la trasformazione?
Le due rette a e b hanno uguale pendenza; le due rette trasformate hanno ancora uguale
pendenza?

Opemre ancora la simmeiria rispetto alla bisettrice ò del I e lll quadrante e delerminare le rctte
trasformate delle seguenti rette:

r) y=t-|, s\ y=-x+2
Rapprcsentare le rette assegnate e le loro trasformate.
Si osserva che la retla s si tmsforma in se stessa; i punti della retta J restano fissi durante la
trasformazione ?

Operarc la simmetria rispetto all'asse delle / e deterrninare le olrve trasformate delle seguenti
circonferenze:

,) con centro C(4.3) e raggio r=2,
b) con centro C(2.2) e ruEgio t:1,
c) con centro C(-3,0) e raggio r:1,
d) con centro C(0,4) e raggio r=1,
e) con centro O(0,0) e raggio r=3.

Rappresentare le curve assegnatc e le loro trasformate.
Quali circonferenze si trasformano in se stesse?
I purai di quest'ultime circonferenze rimangono fissi durante la trasfomazione?
Ripetere l'esercizio 79, operando la simmetria rispetto all'asse delle Ì.
Ripetere I'esercizio 79, operando la simmetria spetto alla retta à, bisettrice del I e III quadrante.

Operare la simmetria rispeÌto all'asse delle'l e determinare le curve trasformate delle seguenti
parabole:

o\ j=\), b) t=z-t. d y=:i
Rappresentare le curve ass€gnate e le loro trasformate.
Operando ìa simmetria rispetto all'ass€ delle l, le parabole assegnate si trasformano in se stesse. I
punti disposli sulle cÌrrve mangono fissi durante Ia trasformazione?
Lo svolgime to di Ercst'uhimo es.rcizio conduce a ritrovarc che un'equazione del tipo y=avz
rappresenta sempre una parabola, che ha I'asse delle J) come asse di simmeùia; il coftispondente
Erulico è prcsentato alla fine del paragrulo 4.

Ripetere l'esercizio E2, operando la simmetria rispetto alla bisettrice b del I e III quadrante.

l-o svolgimento dell'esercizio 83 conduce a tracciare il $afico delle seguenti parabole:

a\ x=Ì. bt x-zy,. ,, r-+y,
Operare la simmetria rispetto all'asse delle ) e determioare le equazioni e il grafico delle curve

Lo svol,imenro degli esetcizi 83 e 84 conduce a concludeÌe che wl'equazione del tipo r=ay'
rappresinta sempre una parubola, che ha l'asse delle x come asse di simmetia; il coùispondente
grafrco è una .lelle cune prese tate in lig.2, a seconda che risulti a>0 oppure a<0.

m.
81.

82,

83.

t4.

Fig 2
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t5. Operare la simmetria rispetto alla bisettrice b del I e

trasformate delle seguenri iperboli:
-\ .._ I À. .._ 3 _. .._ r"' r- x. ut t-i. ct /- 31

Rappresentate le curve assegnate e le loro trasformate,
Che cosa si osserva?

- Ripetere I'esercizio 85, operando Ia simhetria rispetto all'asse delle r.
87. Ripetere I'esercizio 85, operando la simmetria rispetto all'asse deìle y; confrortare le curve

trasformate ora ottenute con quelle ottenute nell'esercizio precedente.
Lo syolgimento degli esercizi 86 e 87 conduce a completare le conclusioni esposte a pag. 424,
o§sefvando che un'equazione del tipo

v=t
tuppresenta semprc un'iperbole che avrà come Brufico uno di quelli prcsentati ih fr8. 3, a seconda
che risuki k>0, oppure k<0.

1. Pane laza. E§6rci:i

III quadrante e determinare le cùrve

y2= -2

88,

89.

Rìconoscere quali fra le seguenti equazioni rappresentano parabole o
corispondenti grafici.

r-!xz. x=-+y,, ,"=-l*. y=-1, r=-+,
Ripetere l esercizio 88 a partire dalle se8uenti equa/ioni:

)=4xr. r_4y2. x=-4y2. xy--\/1. y - 1w

iperboli e tracciare i

Simmetria rispetto all origine

Gli es€rcizt dal m al 100 coDdùl?anDo x sludisre h sfunmetria rispctto atl'origin€ tr.§fodnando
poligoni ir curve.

Nel aesro si è detto che, operando successivomente la simmelria rbpetto a|'osse de e x e la
simt\erria ispeno all'asse delle y, si ottiene la simmetia ispelto all'oriSine O. Tale simmetria è
desditta da1e equazioni seguenti

x'=_x, t,=_y
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q). È dato il triangolo che ha per vertici i punti seguenti:

A(0.-2). B(-3.0), C(-4.-s)
operare la simmetna rispello all'origine O e determinare le coordinate dei punti /{', B', C',
vertici del triangolo trasformato di ,48C.
Determinare l'equazrone delle rctte AA' , BB' , CC'.
Determinare le distanze 07 e o{-. dE e O-B' . 0e e dC .

Che cosa si osserva?

91. Ripetere I'esercizio 90 a partire dal quadrilatero che ha per vertici i punti seguenti:
,4( 3,0), B(0,-1). c(-2,-4). D(-5.-2)

92. Lo svolgimento degli esercizi 90 e 91 fa inruire due proprielà generali che caratterizzano la
simmetria centrale nspetto al punto O:
- passano per O lutte le rette che congiungono un punto.4(a,r) ed il suo simmetrico 74'.
- O è il punto medio del segmento,4,4', che congiunge un punto A col suo simmetrico.
Dimostrare queste proprietà.

93. Sono date le rette seguenti:
r) Ì:-3r+1, r) l=4r 3' r) !=-x-S

Opelare la simmetria rispetto ad O; determinare I'equazione ed il grafico delle rette trasformate
delle rette assegnate.
La simmetria ha cambiato la p€ndenza delle rette?
La simmetria ha cambiato il punto di int€rsezione delle rette con I'asse delle /?

. Ripetere I'esercizio 93 a partire dalle seguenti rette:

rr v=L-r- rt v:- 3 '- 2 rt v= 4 t- I''. 2- " ' 4^ 3 "' 5^ 3

95. Lo svolgimento degli esercizi 93 e 94 suggerisce ùna proprietà generale: la simmetna rispetto ad
O trasforma una retta d'equazione

y=tnx+n
in una relta di uguale pendenza.
Dimostrare questa proprieta.

. Sono date le segùenti rette:

a) f--4x. b) y=b. a »=-3ir, ù y=+,
sr opera Ia simmelria rispetlo ad O.
Determinare le rette trasformate.
Che cosa si osserva?

97- Lo svolgimento dell'esercizio 96 suggerisce una proprietà generale: la sifimetria centrale rispetto
ad O trasforma in se stesse tutte le rette passanti per O,
Dimostrare questa propfl eta.

98. Soro date le curve che hanno le equazioni seguenti:
a) t=b1. b\ Y=7,2. c) x=2Y2,

operare la simmetria rispetto all'origine O.
Oualcuna delle curve si trasforma in se stessa?

». Ripetere l esercizio 98 a partire dalle seguenti equazioni:

al i+y')=4. ò) X--r'-1, () x2+y']-4r+8)-5-0

100. Ripetere l'esercizio 98 a partire dalle seguenti equazioni:

a r=1. bt v- )r. ,) F-1
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Traslazioni
1. Panè tèze. Es6r.izi

Traslormare poligoni

Gli €sercizi dal l0l sl 106 conducono ad impadrord.§i d€lle traslazioni, op€rando sulle coordinaie
dei vertici di s€mplici poligoni ed esaminando i poligoni trrsformati,

Pet svolgere gli esercizi è oppo uno rico arc le seguefiti truslazioni, prcsentate nel testo:
truslaziotrc ne a direzione dell'asse delle r, desùina dalle equazioni

r,=x+p, y,:J
la rraslazione awiene verso destru, se risuha p>0 e verso rìnist/a se tisuLa p<0
- noslazione nella direzione dell'asse delk y, desctiia dale equazioni

la tra;lazione awiene verso l'alto, se isuha q>A e wrso il basso, se risuka q<0
- traslazione lungo entrambi gli assi, descritta dalle equazioni

x,=x+p, y,:y+q
1Ol. È dato il rombo che ha per vertici i punti O(0,0),,4(2,3), 8(0,6), C(-2,3); operare la traslazione

descritta dalle equazioni seguenti:
x,=x+4, y,=y+t

Determinare Ìe coordinate dei punli O', a', B', C', venici del quadrilatero traslato.
Scrivere le equazioni delle tetle OO' . AA' , BB', CC't che cosa si osserva?

102. Ripetere l'esercizio 101 a partire dalla traslazione d'equazioni

103. L svolgìmento degli esercizi 101 e 102 porta ad inruire una proprietà caratteristica delle iraslazio-
ni: hanno sempre la stessa pendenza Ie rette che congiungono un punto ,4 con il corispondente
punto ,4i.
Dimostrare quesu proprietà in generale: considerare due punti À(a,ò) e 8(c,d), i loro corrispon-
denti A'(a+p,b+q) e B(c+p.d+q); esaminare la pendenza delle rclle AA' e BB'.

l(M. È daro il triangolo equilarero di vertici,4(-1,-1), B(1,1), C(-\6,\,/3-); quaii rraslazioni porrano
uno dei vertici del triangolo a coiflcidere con O(0,0)? Indicare, in ogni caso, le coordinate dei
venici del triangolo e rappresentare la figura sul piano cartesiano-

105. Ripetere I'esercizio 104 a panire dal rombo che ha per venici i seguenti punti:
,40,-3), B(1,2), C(s,s), D(s,o)

106. Riperere I'esercizio 104 a partire dal quadrato che ha per vertici i seguenti punti:
A(2,3\, 8( 1,1), c(1,-2), D(4,0)

Trasformare curve

Gli esGrcizi dal 107 al 125 conducono ad operare delle traslszioni, Pr€ndendo in considerazione le
curve introdotte nclla Parte secondà.

107. È data ta retta / d'equazione
y:2x;

si operano le traslazioni descritle dall€ seguenti equazionii
I) J r',=r ll) J .Y'-r-r

ì y,=),+ r I y,=y
Determinare l'equazione ed il grafico della retta /', trasformata di r; che cosa si ossewa?
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l0t. Ripetere l'esercizio 107 a partire dalla retta d'equazione
t=»-3

e dalle traslazioni descritte dalle equazioni seguenli:
I) I r'=r tt\ ) x'-t'z

I r'=v-2 I v'=v
109. Ripetere l'esercizio 107 a partire dalla retta d'eqùazione

y= _ ix+a
e dalle traslazioni descritte dalle equazioni seguentir

I) 1 x'=r II) I Ì'=r-3
1 y -y.: \y'=y

ll0. Lo svolSime to degli esercizi 107, 108, 109 conduce a ricercare una regola generale: data la tetta,
d'equazione

y=mr+n'
si operano le trasformazioni descritte dalle seguenti equazioni:

I) J Ì'-.r tt\ I r'=x+p
\v -v*q lv'=v

ln quali casi le due traslazioni trasformano la retta r nella stessa retta r'?
111. È data la retta r d'equazione

)=4x:
si operano le traslazioni descritte dalle seguenti equazioni:

l) J .r'=Ì+l ll) I x'=x-2
Iy =y+4 Iy =y_8

Qual'è, in ogni caso, la Easformata della retta r?
ll2. Ripetere I'esercizio 111 a partire dalla retta d'equazione

Y=4x-3
e dalle trasformazioni descritte dalle seguenti equa2ioni:

u J r-,-t r') Ir=,-)11
I y':y-4 I y'-y-2

ll3, Ripetere l'esercizio 111 a partire dalla retta d'equazione

Y=-3x+1
e dalle trasformazioni descritte dalle equazioni s€guenti:

u lt=,-r ,,, J- =,- 1l-t
[ )'=y-3 [ y'-]-I

ll4. Lo svolgimenro degli esercizi l1l, 112, 113 conduce a ricercare una regola generale: data la retta r
d'eqùazione

Y- t+n'
si opera Ia rraslazione descritta dalle equazioni seguenti

t,=r+p, , yt=y+q.
ln quali casi la retta r viene trasformata in se stessa?
In quesii ullimi casi i punti della retta rimangono fissi durante Ia t slazione?

f1!. È data la retta r d'equazione
v= -zx+4

Descrivere le seguenti rrasformazioni:
- le traslazioni che trasformano r in ùna retta t', che incontra I'asse dele ) in o(0,0);
- le traslazioni che trasformano la retta I in se stessa.
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116. Ripetere I'esercizio 115 a partire dalla retta r d'equazione
IY=ix- |

117. Ripetere I'esercizio 115 a partire dalla retta, d'equazione
,<

118. Ripetere l'esercizio 115 in generale, a panire dalla retta r d'eqùazione
j=,1,rx+n

l19. Dopo aver disegnaro la parabola d'equazione
Y=x2

effettuare Ie seguenti traslazioni:
t\ J x =x II) l r'=.r+t llr) [ r'-r-rly'-y-2 ìy':y ìr'=y-2

Determinare. in ogni caso. I'equazione ed il grafico della parabola trasformata. indicando, in
panicolare. ìe coordinate del \e ice e l equazjone dell asse di simmetria.

120. Rip€ter€ I'esercizio ll9 a partire dalla parabola d'equazione
Y=3f

I2l. Ripetere l'esercizio 119 a parÌire dalla parabola d'equazione
!= -3x2

122. Fjpetere l'esercizio 119, €ffettuando le seguenti traslazioni:
I) J ,'=.r tL) ) t( =x 2 lll) J .[ -.Y-2

[]-.v-l [Y'=Y lY'=Y-l
123. Ripetere l'esercizio 119 a partire dalla parabola d'equaziooe

rtx'
effettuando le seguenti traslazionii

,) J,'-. u It=,-) rrrr J,'=*-]Iy'=y': L =, Iy'=v-r
124. Ripetere l'€sercizio 119 a partire dalla parabola d'equazione

v=-i,'
effettuando le traslazioni seguenti:

rt [,'-* rrr [,'=,r] rrrt Ir-,- I)t.)lìì11lY-v-i Ir'-, lf=v-i
125. Indicare quali traslazioni si effettuano per passare dalla parabola d'equazione

Y=x2
alÌe parabole che hanno le equazioni seguenti:

a) y=;-1. a) ):(Ì-1)" r:$-r1212
Determinarc, in ogni caso, vertice ed asse di simmetria di ciascuna parabola.

126, Ripetere I'esercizio 125, passando dalla parabola d'equazione

v=4f'
alle parabole che hanno le equazioni seguenti:

a') y=4P+3, b\ r=4(x+2)'1, c) r=4(t+2)2-3
127. Ripetere I'esercizio 125, passando dalla parabola d'equazion€
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y= ir.
alle parabole che hanno le equazioni seguenti:

o r=-i-'. o1 v:-t1,+r1'. ,1 y=-t1x+r1.-t

Per svolgere gli esercizi dal 128 al 132, è opportuno rico nre le co clusioni esposte fiel porugtufo
7: un'equazione del tipo

Y=ar2+ br+c
ruppresenta una porabola che ha l'asse di simmetria t d equazione

..b
Pet disegnaÌe la parabola. basra deteminate
- il vertice V, che ha le coodinate p e q, date da

o=-!- e o=aD:+bD+c

- qualche punto, otenuto assegnando alld Ì valori
oppoiuni e cavando i cottispondenti valori di y.

Si otetà un grufico del tipo di quetlo prcsenraro in frq. 4,
dove abbiamo rappesentlto lù p0rubola d equazione

,=2x'1-4x+l
Fag. 4

128. Riconoscere quali fra le seguenli equazioni rappresentano parabole
parallelo all'asse delle ) e tracciare i corrispondenti grafici:

a) y=f-2, b) !=-r2+2, c\ y=-r2-2, d\ y=r-Z
f29, Ripeter€ I'esercizio 128 a partire dalle seguenti equazioni

a) !=x2-U. b) y=xz+Lr, c) y2=x2-2t. d) y=-xz-2*
130. Ripetere l esercizio 128 a partire dalle seguenti equazioni:

a) 1=;:-4*.3. b\ xy:x2+3x-2, c) y:-x2+2t+1, d) y=x, x+6
131. Ripetere l esercizio 123 a partire dalle seguenti equazioni:

a\ y:-T+t-2. b) )=r3-tu+8. c) y:U2-x, d) y-4x2-r2x+8

132. Ripetere l'esercizio 128 a partire dalle segu€nti equazioni:

al v=- lr:+]r .2 v=)x-2. rl v 3I:- -3-r+ t à v= L,,rx,2

133. Dopo aver disegnato le parabole che hanno le equazioni seguenti
y=2x2. y=2i2-3, y=2*2-&f+l

efferruare la simmetria rispetto alla bisettrice del I e III quadrante.
Determinare, in ogni caso, l'equazione ed il grafico della parabola tmsfolmata, indicando, in
pa icolare, le coordinate del vertice e I'equazione dell'asse di simmetria.

134. Ripetere l'€sercizio 133 a partire dalle parabole d'equazione

"=-!,,. ,=- 1r.z+r. v= .Ix, r2r-s

Lo svolgimento degli esercìzi 133 e 134 conduce a tafte delle conclusioni genetali: un'equazione

(5) x=ay!+b]+c

con I'asse di simmetria
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t3§.

136.

137.

1. Parie rsz!. Es€rcizl

roppresenla utu parabola, che ha I'o§se di simìnqio s d'eqwtzione

v=-:-,
Per disegnare la parabola, basta detcnninare
- il vertice V(p,q), che ha le coordinate date dn

À --c=-i; . P=a(+bq+c
- quobhe punto, ottenulo assegnondo alh y vab oppottuni e rìcarando i corrispondenti valoti

di x.
Si otte A un grufico del ripo di quello presentato in |ig. 5, dove abbiamo tuppresentoto la parubolo
d'equazione

x=- +y2+2y-5

Fig. s

Riconoscere quali fra le seguenti equaziorÌi rappresentano parabole con I'ass€ di simmelria
parallelo all'asse delìe , c tracciare i corriipoldenti grafici:

a) x=!2-2. b) r=-f+2, c) x=-f-2, ù x-y-2
Ripetere l'esercizio 135 a partire delle seguenti.quazioni:

a\ t=-'a +y-2. a) x--yr-6. c) x=2y2-y. d\ t=4y2-l2y+8

È data Ia circonferema d'equazione
x2+y2=7

operare [aslazioni desc.itte dalle seguenti equazioDi:
t) I ,'=r+2 Ir) J .r'=r ttt\ J x'=r+2

[ ),=]+t L ),:]+ I
Qual'è il centro della circoDferenza traslala? Qual'è la sua equazione?
Ripetere I'esercizio 137 a partire dalla circonferenza d'equazione

x2+f=4
e dalle traslazioni descritte dalle seguenti equazioni:

I) I r'=Ì-3 lll t x'=t III) [ r'=r-3lv'=v |v'=v-z |v'=v-z
Oli esercizi 137 c 138 conduco[o a ric€rcare un risultato gcnelale: data la circorferenza d'equa'
zione

,2+Y2=12

138.

139.
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si effettua la traslazione descritta dalle segu€nti equazionii
x':x+p. y,=y+q

come si modifica l'equazione della curva? Come si modificano le coordinate del centro?
140. Sono date le circonferenze che hanno Ie equazioni seguenti:

a) x2+t2-b:0. b) x2+y2+4y=0, c\ x2+y2-U+4y=0, d) x2+y2-x+4y+4=0
indicare le traslazioni che portano il centro delle circonferenze nell'origine O(0,0), scrivendo
I'equazione che si ottiene in tal caso.

l4l. Ripelere l'esercizio 140, a panire dalle equazioni seguenti:
a) x2+y2+x=0, b) x2+J2-3y=0. c) x2+yx+r-3y=0,

142. Disegnarel'iperbole d'equazione
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d) ,2+y2+x-3y+1=o

v=1
Si osserva che la curva si awicina sempre di più all'asse delle -!, quando sì attribuiscono alla ,r
valori sempre più grandi in valore assoluto; quando. invece, si attriÙuiscono alla .r valod sempre
più vicini a zero, la curva si awicina sempre di piìì all'asse delle ). Gli assi cartesiani sono due
asir,ori della curva, cioè sono due rette, a cui la curva si awicina sempre di più, senza raggiunger-
Ie. Effettuare le seguenri lrasla/ioni:

I) J ,r'-x Llt ) x'=,12 Ill, I .r'=r+2
Iy.-].3 [ r'=_r 1r,=y.3

Determinare, in ogni caso, il dominio della funzione ottenuta; determinare I'equazione ed il
grafico dell'iperbole trasformata, indicando, in panicolare Ie equazioni degli asintoti.

143. Ripetere l'esercizio 142 a partire dall'iperbole d'equazione
)

144. Ripetere l'esercizio 142 a partire dall'iperbole d'equazione
1/- ).

effettuando le seguenti traslazionii

rr J r,=r
I y'=y-t

145. Ripetere l'esercizio 144 a pa ire dall'iperbole d'equazione
.,:_ l

Lo srolgimento degli esercizi dal 142 al
145 conduce a trane delk conclusioni
generali: dopo aver disegnato un'ipetbok,
grafico della lunzione

u=L
che ha per dominio l'insieme dei numeri
reali diyersi da zero, si può elfeiuare una
truslazione desclitto dalle equozioni

y'=t+q.
Si ottiene un'ipeùole, gratrco delh

che ha per dominio l'insieme dei numefi
rcali dieefii da p. La cuna ottenuta (fig.
6) ha come asintoti le rette d'equazione

x'=p e y'=q

ru [,'=,+4 nrr Ix =x+]
lv=,-i

+q

Fig. 6
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D'ahtu pa e I'equazione (6) si può anche sùiverc nella forma seguenle:

t?l "=ot+l' ' cx+d
dove obbiamo eseguito l'addizione indicau nella (6) ed obbiMo chiafiato le cootdinae cort x ed y.
Ora, risuha interessante valefii del ìsuhato otenuto pet ativarc alla seguente conclusione: un'e-
quazione del tipo (7) rupprcsenta te pre un'ipeÌbole, di cui è semplke eseguìre il yafico se
iusciamo s fisalire dalla foma (7) afequazione (6).
Ecco un esemDio.
È dan l'equa|ione

. -3x+10t--i:-
È immaliao riconoscere che si tatta ili un'equazione del tipo (7); dunque si tralta di u 'iperbole,
di cui possiamo tracciate il grofico se usciamo ad espimerc I'equazione assegnata nella forma (6).
ll metodo più rapido e sicuro consiste nel volersi della divisione dei polinofii; eseguendo la
diticione del binomio

-3r+10
per il binomio

3x-6

-3x+10=-1(3x-6)+4
Petciò si può scrieere:

-3t+10 ,, 4__1i_6 __aa$=i

-3x+10 4 ,ffi- jk-, '
Cosl si a iva a sciverc I'equazione asseSnala nella fomo setuenk:

t:__j_-t' j1r2) -
Per onalizzarc in moilo più immediato I'equazione, si possono indicarc le coordi 4te cot x' ed y' e
scivere I'equazione così:

nt!1:--L' ' 3(x'-2)
Ora è itinediato capire che si ttuua dell'ipeùole d'equazioùe

v= i;
disegnara sul piano Ory, che ha subia le seguenti traslozioni:

y'+l:y ossia y'=y-l

In fig. 7 abbiamo tracciato il conispond.nk Sralico.

Flg. 7
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146. Tracciare il grafico delle seguenti iperboli, indicando. in particolare le equazioni degli asintoti'

,t v=1*. b\ v=*{' ,) v=*. d) Y=;i
147. Ripetere I'esercizio 146 a pa ire dalle seguenti equazioni:

o rl!. q 
'=#+, ct v= -Ù!1

1116, Riconoscere quali fra le seguenti eqùazioni rappresentano parabole con asse di simmetria paralle_
Io ad uno degli assi carlesiani o ipèrboli con gli asintoti Paral,eli agli assi cartesiani e lracciare i
corrispondenti grafici.

or=#.

o r=r**P

ar v=! .4'2x

a v=*2

a) Y=3+L{-f' ò) r=3+zx'

149. Ripetere I'esercizio 148 a partire dalle segùenti equazionir

a\ x,=2)z-4- t) x=2y'-4. n ,=Lr!r.

Due modi di considerare le lraslazioni: trasformazioni dei piano
e cambiamenti di rilerimento

Le naslazioni possono essere considerute da due Punt di visttl, che ora Presentiafio brevemente

A) Un punto di vista dinanico.
È il Dunto di v6ta seRuito nel testo: si pensa ad un piano ca esiano Ory, che tru5la fiella dirczione
dei àue assi, menrre'un riferimenro Oìx'y'. disegnào su un piano fiss;, permeie di conftontare le
situazio che presentano tfig. 8).
Si ho cosi che, se il piano Oxy vbisce le s?gucn.i tnslazionl:

p un a in direzione dell'asse delle x'
q unità in dtezione dell'asse delle y,

FS. I
ut punto P(x,y) si porta nel punto P' che ha, nel t*rinento O't't', le cootdinate seSuenti

x,=rc+p, y'=y+q

B) Un punto .li visra statico.
E disepnoto sul aano un rifeimuto oty; successivamente si.lisegla un alto riferimento O'x'y'
con i L\si paà eli ai precedenti, ma l'otigine nel punto O't-p..-q) (1i8. 9).
tn qlesto mbdo ogni punto del pruno puo essere indiwduato in due nodi:
- con te coordinate (x,y), se fe to al "\,ecchio" .iferimento,
- con le coordinate (x',y'), se riferito al 'nuovo" tiferimento.
È immeilhto consntare che le coordiùate sono legate dalle relazioni seguenti:

(1)
v':v+q,

Fig. 9

Le (1) esprimono le "nuove" coordinate a paiirc dolle "vecchie", mentte le (2) risolvono il
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Composizione di trasformazioni

Gli escrdd dd f$ d É5 cottducono rd tDDodronlfsl ddh cooooriri»c di ttr{onDadoDi.
É0. È data la retta d'equazione

Y=r;
operare lc tra§formazioni descritte dalle setueDti equazioni:

l) I f=4x ll\ J x'-+3 ttt) I x'=4x+3
I y'=2y I r'=r -l ly,=zy_t

In og caso disegnate la retta tmsformata c itrdiome t'equazione.
151. Ripetere I'esercizio 150 eseguendo le tmsformazioni descritte dalle seguenti equazioni:

l\ 1 t'=nx llt S x'=t+p llll I t'=nx+p
I y'="y I y'=y+q I y'=ny+q

13l. Riptere gli esercizi 150 e 151 a partire dalla parabola d'equazione
!=xz

ls:t. Ripetere gli esercizi 150 e 151 a partùe dalls parabola d'equazione
x=y2

1S4. tupetere gli esercizi 150 e 151 a partire dall'equazione

,=1
155. Ripetere gli esercizi 150 e 151 a partire dall'equazione

x2+y2=1
L'ùllirno ,totfomazionc conducc ad un'euitse che ha i assi paruldi agli ossi caiesiahi, na non
ha il centro in O.
Si ottiene un'equazione dal tipo

'P"+t'PY2+ar'+bY+c=0dove abbiamo hdicoto
a=2n2p, b-2m2q, c=t?/+m,d+n|n2.

Io svolgirnento degli esercizi dal 151 al 155 permette di ancludere che l'eqrazione ilelk cune
studiaL § può preschrar. in unn fonna ,ioLo semplic., chè diventa più complicata in seguito a
successive tasfomdzioni.
La frq. l0 dassume grofica enk queste conclwianL
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Y= ;tz

" _i:1

t

i*+aff+d+bv+.=o

Fig. 10
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lntersezione di due rette

Punto d'intersezione di due rette

Gli esercizi dall'l sl l0 richiedono di determinare il purto P di intersezione di due rette d'equazio-
ne assegnatr.

Pet svolgerc gli esercizi è opportuno ncordare che il punro P deve trova6i su tutte e due le rette e
perciò deve averc le coordinate che soddisfano entrumbe le equazioni. Le coo inate del punto P si
ottengono dunque 

^olve 
do il sistema formato dalle equazioni delle due rette.

Determinare lc coordinate del punto d'int€rsezioùe delle rctte ess€gn.te negli esercizi de['l 3l 10.
Veriflcrre i risultati ottenuti tracci.ndo il Srahm delle rettc.

3.

7.

9.

tl.

l r) v:x-3,
,) v=-u.

r) y:-,Y+s

n y=-;x-i
s) v=o r) x=3

2. r) y=112, s)

n. o,=tr,,
6. r) y=2x-5,

r!,*)

) y= lnLx+s, s) .r=o

r) 2rc+y 4:0, s) 3r-)+9=0

a. r) Zy+x 2=O, s) 2y-3r+2=0

10. t) 4r-y-t6=O, s) .x+2y 13=0

12.

Per risolvere i probl€mi prcposti negli esercizi dall'll al22 occorre det$minare il putrto d'intcrse-
zione di rette .ssegnate, ma bisognr anch€ valffsi di alcune ùozioni introdotte nei clpitoli prccc-
denti.
I lati di un trianSolo si trovano sulle relte che hanno le seSuenti equazioni:

r:;,, )=-r. )=i'+i
determinare le coordinale dei vertici e il perimetro del triangolo-
(Pet deterninate tl peinetro del ùangolo, bisogna determinarc la lltnghezza dei tre lati, vatendosi
della lornulo per calcolate la distanzd tra due punti. pag. 3911.

È dato il triangolo che ha per vertici i seguenti punti:
A(4,2), È(10,4), C(1,9)

Scrivere le equazioni delle tre mediane del triangolo.
Delerminare le coordinate del badcentro 6 del triangolo.
Verificare che C divide ogni mediana in due parti, di cui una è doppia dell'altra.
(Pe/ (leterminare l'equazioie di una mediana, pet esempio AM, bisogna scttuere l'equazione della
retta che congiunge il ve ice A del triangolo col punto medio M del lato opposto ad A, cioè BC.
Occorre dunque tircdarc l? seguenti nozioni:
- le coordhate del punto medio di un seemento (v. pag. 395)

l equazione della rciu pdssante per due punti (v. pa88. a02-403).
Per deten iùarc le cootdinate del punto G, btso+na cordarc che il baricenio è il punto d'inconùo
dele mediane di un rria golo; bàsn dunque determinarc il punto d'in1.6e2ione di due mediane,
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veificondo che il punto trovato apparte ga anche alla terza mediana.
Pù risolvere I'uhima parte dell'esercizio, basta detenninare, per eseùpio rclativamente alla media-
na AM, le lunghezze dei segmenti AG e GM e calcolare il rapporto fra queste lunghezze.
Occorre dunque la formula pet calcolarc la distanzo f due p nti, esposta a pag. 391).

13. Ripetere l'esercizio 12 a partire dal triangolo che ha per vertici i seguenti punti:
A(-6,1), a(r,2), C(-1,-6)

14. I lati di un rriangolo si trovano sulle rette che hanno le segueoti equazioni:

)=-l,t+8. y=x. ,=-1,*1
Determinarc i veftici e il baricentro del triangolo.
(Vedi le ossetwzioni a prcposito dell'esercizio 12).

15. I lati di un quadrilatero si trovano sulle rette che hanno le seguenti equazioni:
x-2y-5=0, 3r-y-10=0, r-6,+8=0, 4x+!+7=0

Determinare i vertici del quadrilatero.
Scrivere Ie equazioni delle diagonali, determinando il loro punto di incontro.

16. Un triangolo ha i lati che appanengono alle retle che hanno Ie seguenti equazioni:
y= -t 4. y=2x-2. )= - 10.r_ 14

Determinare i seguenti puntir
- i venici ,4. 8. C del rriangolo,

punti,4', B'. C' in cui l'asse delle x incontra i lati del tÉangolo.
punti,4", 8", C'in cui l'asse deÌle / incontra i ìati del triangolo.

V€rificare che risultano vere le seguenti uguaglianze:

tt B4 !8 41 :t-' CA' AB' BC' '
il\ #c# sc.s=r

Si è così veificato, in due casi padicolarì, ,7 leorema di Menelao (I secolo d.C.): «una retta
intefieca i lre lati di uìt triangolo ABC in trc punti A' , B', C' tali che tisuba sempre verilicaa la
seguente relazione

BA'CB'AC' ,xTÀFee-'"
17. Un t angolo ha per vertici i puoti segìrenti:

A(-4,0), B(t,2\, c(3.-2)
Scrivere le equazioni delle seguenti rette:

r) congiungente ,4 con O,
s) congiìingente I con O,
r) congiungente C con O.

Determinare i seguenti punti:
.4' d'intersezione di r con la retta 8C.
B' d'intersczione di s con la rexa AC,
C' d'intersezione di I con la relta,4B.

Verificar€ che risulta
BA' CB' AC' __1CA' AB' BC'

18. Ripetere l'esercizio 17 a partire dallo stesso triangolo, ma considerando come rett€ /, s, I le
congiungenti ciascun vertice del triangolo col punto D(3,0).
Svolgendo gli es€rcizi 17 e 18, si è venlicato, in due casi particolari, i/ teorema di Cevà (1&8'
1734): "le reie con|ìungenri i vefiici A, B, C di un ùiangolo con un punto qualunque del piano
segaùo i lati opposti i11 tre punti A', B', C' tali che risulta semprc veificata la relazione §eguente

BA' CB' AC'eT^FÉd--'"
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19. Sono dati i due trianqoli ABC e A'B'C', che hanno per venici i seguenti punti:
AQ,8), 8(12.0), c(2,0)
,4',(Is,8), B'(15,4), C'(12,s).

Determinare i seguenti punti:
D, d'inrersezion€ delle rctte AB e A,B, .
E, d'intersezione delle te$e BC e B'C'.
F, d'intersezione delle rc{e AC e A'C'.

Verificare le seguenti proprietà:
- i tre punri D, E, F sono allineati,
- le rette,4.4'. rr', CC'si incontmno in uno stesso punto p

20. Ripetere l'esercizio 19 a partire dai due triangoli ABC e A'B'C', che hanno per vertici i seguenti
punn:

.4(4.1), 8(0,6), C(0,1),
A'(4.2), 8'(8,12), c'(3;t)

Syolgendo gli esercizi 19 e 20, si è verificato, in due casi particolsi, i/ teorema di Desargues (_f59J"
1661): "se due trian?oli ABC e A'B'C' so,1o tali che le tre coppie di lati corrispondenti (AB e A'B',
AC e A'C', BC e B'C') si incontruno in tre punti D, E, F allineati su una rcna \ alloru le rctte
AA', BB', CC' si incontruno in uno sresso punto P e viceyersa»

21, È dato un esagono intre cciato ABOCDE. che ha per vertici i seguenri punti:
. A(-2,0). B(2,i). O(0.0). C(-3,6). D(3,0), E(0,3)

Verificare che i vertici E, B, C sono allineati su una stessa retta e che i punti A, O, D sono
allinedri sLr uno degli assi coordinari.
Scrivere le equazioni dei lati dell'esagono.
Determinare le coordinare dei seguonti punti:

M d'intersezione delle rette ,4À ed OC.
N d'intersezione delle rette,48 e CD.
P d'intersezione delle rette ED e OB.

Verificare che i punti M, N, P sono alìineati su una retta-
22. Ripetere l'esercizio 2l a partire dall'esagono che ha per vertici i s€guenti punti:

A(o,2), B(-r,-2), O(0.0), C(-6,3), D(0,-3), E(-3.0)
Svolgendo gli esercizi 21 e 22 si è yerificato, in due casi pafticolari, il teorcmà di Pappo (lV secolo
d.C.): .se un etagono ha i ve ici di posto dbpari su una reua ed i ve ici di posto pa su una
seconda rctta, i tre punti d incontro delle coppie di lati opposti stanno su una rerza reia»,

Rette parallele o perpendicolari

Gli eserclzi dal 23 al 32 chiedotro di riconoscere se slcune r€ttc, di cui è ass€gnata I'equ.azi,orc, sono
parallele o p€rp€ndicolari lro loro.

Per svolSere questi esercizi è opportuno tico lore che due equazioni del tipo
y=n]'I+n e y:m'x+n'

- roppresenlano fetle pafallele, se rbulta
m=mì;

- fappresenrano fere pery€ndicolari se risuho
mm'=-1.

23. Sceglier€ fra ]e seguenti rette le coppie di rette parallele:
a) y=3x-1, b) t=-3x+1, c) )=3r+4, d\ y:-3x, e) y=x

14. Ripetere l'esercizio 23 a pardre dalle segucnti rette:

,) y= a,- !. tt t=-»-0. ,r r=-1,-+. ù y=-zt. ,1 t=!,-s
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25. Ripetere l'esercizio 23 a parlire dalle rette seguenti:

,) r=t,+{, b) r=s}+t, c) y=-&r-1, a; y=$,.
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26. Scegliere fra le seguenti rette le coppie di rette perpendicolari

,1 v=t,+t a) )=+,-1, Ò r-],. d) Y=-1,. 4 r='+1
n. Ripetere I'esercizio 26 a pa.tire dalle seguenti rette:

o) y-+,, b) y: 4a+3. ") y=4r-+, Ò y=3x, e) y=-lx+z
A. Ripertere l'esercizio 26 a partire dalle seguenti retter

o) y=t/1x, b\ y=x-tD. o t=$,-2. at r-$t+t. e) y=-{Lt
». Scegliere fra le seguenti equazioni quelle che rappresentano retle parallele o retle perpendicolari:

,) 1,=+,, » t=1,, c) y=t*t d\ y=-!x+r. ") r-f,,-t
30. Ripetere l'esercizio 29 a partire dalle segueflti equazioni:

a) y=8x-4, tl jr+f, c),=-&+4, /) y=-+,. e) y=-4x

31. Ripelere lesercizio 29 a partire dalle seguenli equazioni:

a) y=x-n, b) y=",. c) l:-x, d) y=-"x+3,

32. Ripelere lesercizio 29 a pattire dalle segùenti equazioni:
.E,r ,= VzJ,. t. bt y=2x-11. .r y=- j.r. d) y=

e) )=&-4

al v:-1r-a

2fi x+2. ") y=»
Per risolvere i problemi propo6ti negli esercizi dal 33 d 40 occorre valersi sia delle condiziolri dr
parallelismo o pEp€ndicolsrità di du€ rette che di alcune nozioni inlrodotte nci capitolo prccedenti.

J3. È dato il triangolo che ha per veftici i punti segue[ti:
A(1.-2), B(3,2), C(-l,6)

Verificare che il segmento che unisce i punti medi di du€ lati è parallelo al terzo lato ed ha
luDghezza metà del terzo lato.
(Per le cooràikate dei punti medi v. pag. 395, pet I'equazioke della /eto che congiunge due punti
dati v. pag. 402)

34. Sono date Ie rette J, ed r che hanno le seguenti equazionii
r) y-2.t+4. s) y=2t-2

Si considera il lrapezio ABCD. costruito congiungendo i scguenti puntir
,4, d'intersezione della retta r con l'asse delle y,

Verificare che i punti medi dei due lati non paralleli e i punti medi delle due diagonali si tlovano
su una stessa retta parall€la alle due basi.

35. Sono date le rette r ed s che hanno le seguenti equazionir

rr )- lr-1. rì y=1-2
Si considera il q-uadrilatero /BCD, coslruito congiungendo i seguenti punti:

,4, d'intersezione della retta r con l'asse delìe i,

B, "c,"
D,

B, "C,"
D,

Verificare che il quadrilatero è un trapezio isoscele e calcolam€ il perimetro.
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Ricofloscere che è un trapezio rcttangolo il quadrilatero che ha i lati sulle rette descritte dalle
equazrom seguenl;

y:2t-6. t=à*1, t=2x+4, r -!t+s

37-

Calcolare l'area ed il peimetro del quadilatero.

È dalo il quadrilalero ABCD, che ha per venici i seguenli punti:
A(-4,4\, r(-3.-s), C(l,-l), D(2,2)

Considerar€ il quadrilatero che si ottiene congiungendo i pùnli M. N, P. 0, medi dei lati del
quadrilaterc assegnato.
Verificare le segùenti proprietà relative al quadriiatero MNPQ:
- i lati opposti sono paralleli.
- i lati opposti sono uguali a due a dìle,
- le diagonali si incontrano nel loro punto medio.
Quali delle proprieta verificat€ sono sufficienti per poter afferrnare che il quadrilatero MNPO è
un parallelogramma?

Sono dati i quattro punti
,4(0.s). B(4.2\. C(-2,-6). D(-6.-3)

Verificare le seguenri proprielà relative al quadrilatero ,4BCD:
- i lati sono uguali a due a due,
- i lali opposti sono parall€li a due a due.
- le diagonali sono uguali,
- le diagonali si inconl.ano nel loro punto medio.
- i lati consecutivi sono perpendicolari.
Quali fra ie proprietà verificate sono sufficienti per poter affermare che il quadrilatero è un
parallelogramma?
Quali proprieta sono sufficienti per dire ch€ il quadrilatero è un rettangolo?

Sono dati i quattro punti:
A(-6,-4), B(-1.-2), C(1,3), D(-4.t)

Verificare le seguenti proprietà relative al quadtilaterc ABCDI
- i quatlro lati sono uguali,
- i lati opposti sono paralleli,
- le diagonali sono perpendicoìari.
- le diagonali si incontrano nel loro punto medio.
Quali delle proprietà verificate sono sufficienti per poter affermare che il quadrilatero è un
parallelogramma?
Quali proprieta sono sufficienti per dire che il quadrilatero è un rombo?

Sono dati i quattro punti:
A(-3,1), 8(-1.-2). C(2,0), D(0,3)

Verificare Ie seguenti proprietà relative al quadrilatero ,ABCD:

- i quattro lati sono uguali.
- i lati opposti sono paralleli.
- le diagonali sono ugìlali.
- le diagonali sono perpendicolari,
- le diagonali si rnconrrano nel loro punlo medio.
- ilati consecutivr sono perpendicolari.
Quali delle proprietà verificale
parallelogramma?

sono sufficienti per poter affermare che il quadrilaiero è un

38.

39.

fi-

Ouali proprieta sono sulfrcienri per dire che il
Ouali proprielà sono 5ulficienri per dire che il
Quali proprietà sono sufficienti per dire che il

ourdr àtero e un rombo?
q'uadrilatero è un rettangolo?
quadrilatero è un quadrato?

Gli esercizi dal 4l al 46 c le coNiderazioni §€gùenti co[ducoro a rmefterc in modo più approfondi_
to sulle cordizioni di p.rallelismo o perp€ndicolàrità di due rette.
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41. Le eqùazioni di due rette r ed s sono scritte in foùna segmentaria (v. esercizio 30, pag. 403), cioè

le equazioni sono le seguenti:

o '--1.=t. ,r 1, * 4=r'pìtpn
come si può riconoscere se le due rette sono parallele?
(Rkcfivendo le due equazioni nella lorma y=mx+n, si può icayarc la pe denza di ciascwa

Si o ietrc la condizione l!-!1-. o$ia np' 2n p)pp
A. Come si può riconoscere se due rette sono perpendicolari, quando ne è data I'equazione segmen-

taria?
(Ripete do le coksiderazio i svohe nell'esercizio preceilente, si a iva atta *naAio* !!=4, 

^nunn,= _p,p).

43. Scegliere fta le seguenti equazioni quelle che rapprcsentano rette parallele o refle perpendicolari:

a*r+vr=t. ar i+1.r. ,,1 i=, d)Ì-i:=r. ertry=r.
^tvI) lii+i=r

4. Le equazioni di due rette r ed r sono date in forma implicita (v. esercizio 35. pag. 404). cioè le
equazioni sono le seguenti:

t) ax+by+c=o. s) s')t+b'y+c':0
Come si può riconoscere se le due rette sono parallele?
(E oppo u o distinguerc due casi:
A) nel equaziotrc di t risulta b:0 (cioè r è parallela o 'asse delle y)i

è chiarc che s è paralela od t, se risuha anche b'=0.
B) tisuka b+0 e b'+0;

si possono scrivete le due equazioni nella forma y=mx+n e ricayure la pehdekza di ciascuna

Si ania atla co,tdtzio e !.=1,, o neglio ab'=s h, che val? anche etrusoA).lrÒ
45. Come si può riconoscerc se due rette sono perpendicolari. quando ne è dara I'equazione in forma

implicita?
(E oppo uno distingùere due casi:
A) nell'equazione di t risuha b:0 (cioè t è para ela a 'asse de e y);

è chiarc che s à perpendicolare ad r se risuha a'=0 (cioè s è parallela a'asse de e t);
analogamenrc. se isulta b'=0, si ha r!s, se risuha a=0.

B) risuLa b+0 e b'+0.
Si ar va alla corutizone !=-!, o meglio aa':-bb', che vale atrche nel caso A).ba'

6. Scegliere fra le s€guenti eqùazioni quelle che rappresentano rette parallele o rette perpendicolari:
a) 3x-4y+2=0, b) tu-8y-3=0, c) tu+8)-2=0. d, 4r+3y+l--0.
e) 4-r-3/-5=0

Bitlessaoni su condizioni necessarie e surlicienti

Altafkedeiparagrufi2e3rclatiyameteaduereeteds.desc/iedaequazionideltipo
r) y=mx+n, s) y=m'x+n'.

trcùamo le segue ti corclusioni:
- "cotldizione necessaria e sufficiente perché le due rcne siano parallele è che isuhi m=m"';
- "condizione tÉcessaria e sufficiene perché le due rette siano perpendicolafi è che risuhi
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Vogliamo oru apryofondie meglio il si*nifrcaro di queste due alfermazioni. sollermandoci in
particolare sui seguenti argomenti:

A) condizioni necessarie e condizioni sulficienti,
B) I'idea di "implicazione" in matemarica.

A) Le situazioni esaminate nei paragali 2 e 3 non me ono in iliero la differenza fra necessirà e
sufficienza di una condizione.
Ques t differcnza si coglie più facilmente se si esamina qualche condizione solo necessaria o solo
sufrciente.
Ecco qualche esefipio preso dal "mo do della matematicd":

1) Dal fauo che un quadrilatero è un rettangolo segue ecessariamente che il quadilaterc ha i lati
opposti uguak.
Ma non basto sapere che un quadilaterc ha i lati opposti gùali per essere ce i che il quadrilatero è
un rcttanSolo (potrebbe esseft un parallelogramma).
Dunque per un quadrilaèrc l'ayerc i bti opponi uquali è condizione necessaia, na non sufliciente
per essere fettanSolo (v. anche esercizio 38 a pag. &4).
Il) Dal fato che due gandezze sono direttamenrc prcporzionali segue necessariamente che al
crescere cli una 8landezza cresce anche l'ahra.
Ma flon basta sapere che al ctescerc di una grandezza cresce anche I'ahla per essere certi che due
gandezze siano dircttomente propotzionali (v. Parte seconda, parugrufo 7).
Dunque per due grandezze variabili la condizione "al crescere delruna ctesce anche l'akrd" è
necessaria, ma non suffrciente pet indicarc grandezze direnamefite propotzionali.

III) Pet risoberc u 'equazione di 2' Brado del tipo
Q) ax2+bx=o
bdrta applicare la [ormula risoluriva

"= -b!\F-tac^2a
Ma non è necessaio usare la formula per rirolvere I equazione. lnfatu la (1) si può onche sciverc
nel ,hodo seguenre

at+b)=0;
perciò deve risuharc

x,=0 ,,=- b .

Si conclude che la conoscenza della fornuk risoluriva à condizione sufficicnte, ma non necessatia
per isolvete I'equazione (1).

lV) Pet troyarc la distanza ta due punti di uguale ascissa
A(a,b) e B(a,d)

basta valersi dela |omula esposta a pag. 391, cioè(2) An=\/(i;=v;4o;=tj.
Tuttavia noh è ecessario wlersi di quest'uhima formula, si può anche scrivere tlitettafiente

AB:)d-bl.
Dunqre la .onoscenza della fomula (2) è una condizione sufficiente, na non necessaria pet
calcolare la d$tanza lru due punfi di uquale alcirra.
Ed ora qualche esempio preso da a "vita di tutti i giorni", su cui discuterc:
V) Non lunare è condizione necessaio o sufficiente per evhare il tumorc al polmoné?
VI) Avere appog*i influenti è condizione necessaria o sufficiente per oxenerc un lavorc?
VII) Studiore moho a cdsa è una condizione ecessaia o sufliciente per avere una buona valuta-

zione scolastico?
V l) Conoscere bene la mateia da insegnarc è condizione ecessaria o sulliciente Perché un

insegnank sia valido?

B) ln marematica la dimostrazione di teorcmi e la scoperta di proprietò sono basate sull'idea di
"implicazione" che può essere espftssa in lanti modi divetsi.
La parola "implicazione" ed il co ispondente wrbo 'implicarc" prcvengono dal laaino 'in'
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plicare", cioè "piegare dentrc"; perciò il signilicato immediato di " nplicote" è "rucchiudete in sé,'contenere, ...", anihe se oggi è più conosciuto l'ahro §iSnificato: "coinvolgere, renderc co espon"
sabile....".
ln malematica, invece, si tova il v?tbo implicarc" ptop o nel suo siSnilrcato più ptoptio.
Vedismo meglio di che cosa si tratta, a panirc lal ptino esenpio esqminab nelll po e A,
La proposizione "dal farto che uù quàdilaterc è un rettanSolo segue nece§§ariamente che il
quaàritatero ha i hti oliposti uguali" tcomposta da due proposizio i più semplici, che P"t brcvità
indicheremoconPeQ:

P: "il quadilatero à un renanSolo",
Q: "il quadilaterc ha i lati opposti uguali".

La proposizione composta afferma: "dal lato che P è vera segue che Q è veru".
Perciò se possiamo verilicarc che P è veru (cioè che il quadrilaterc è un rcttangolo), siamo ce i che
ancùe Q è vera (cioè che il qua.Ùilatero ha i lati opposti uguali); vicevetsa se troviomo che Q è iaba
(cioè che un quadilarero non ha i lati opposti u*uali), siamo certi che anche P è faba (cioè che il
quadrilatcro non è un retrongolo).
Ma può succederc che Q sia vero e P sia fabo (il quadrilaterc può avere i lati opposti uguali e non
esserc un retta golo, ma solo un parallelogromma).
Tutte queste considerazioni si esprimono più brcvemente dicendo che P inplica Q kioè la con'
dizione P racchiude in sé Ia condizione Q) e si sctive cosl:

P-Q,
cioè

quadrilotero è un reaangolo+quadrilarero ho i lati oPposti uSuali.

Questo brcve simbolo, che ha il si?nificato specilicato prima, può esserc "tradotto" da ftasi diveÉe,
ma ù ueuale sign{icato. Ecco qualche esempio:

- I eotesi un quadilaterc è un retangolo' implica la tesi "il quadilatero ha i lati opPosti uguali",
- si un quad latero à un rcttanqoLo. allo ha t lati opposa uguali,- basra ihe un quudtilùterc ia-un retangolo per sapire che h7 i lai opposti uguali,
- bisog a che un quadrilarero abbia i lati opposti uguali perché sia un rct,angolo...
Nel caso rlella condizione di parallelismo fra due rene, si hanno inrece le due Proposizio i seguenti:

P: "le dùe re e d'equazione y=mr+n e y=m'x+n' sono Parullele",
Q: "risuha m=m"';

P*Q e A+P,

(3) P*Q.
Anche_in quesb coso il simboto (3) può essere "tradotto" da tante fftLrì diverse. Ecco qualche

- (lue rette d'equazione y=nx+fi e y=m't+n' sono parallele se e solo se sulta m=m',
- dat fatro che due reae à'equazione y=nt+n e y=m'x+n' sono porullele segue che rituha m= '

- la conilizione m=m' è necessaric e sulficiente perché due rctte d'equazìone y=ttx+ e
y= m' x + n' siano panllele...

È chiaro che considerazioni ilel tutto dnaloghe valgono per la condizioùe di perpendicolariù,
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lntersezioni di una retta con una conica
1, Parte quarla. E§ercizi

47.

Rette secanti, tangenti o esterne ad una conica

Gli esercizi dal 47 al 76 conducono a determinùe i punti di intersezione dl una rett con ùna conica
e a riconoscerè i cesi in clrl la rctts risultr secante, tangente o esterna slla conica.

Per srolgerc questi esercizi è opportuno ricordare che i punti d'intersezione debbo o ttuvatsi sia
sulla retta che sulla conica, perciò le loro coordinate debbono soddislare sia I'equazione della retta
che quella della conica. Le cootdi arc dei punti d intersezione sono d nque le soluzioni del sbÌema
formato dall equazione della rcna e dall'equazioùe dello conica.
Risolvendo il sistema si possono presentdrc le seguenti sìtuazioni:

- si trovano come soluzioùi due coppie di numeri reali; i tal caso la rctta inco tru la conica it due
pttkti distinti, cioè la reta è secanre.

- si trovano d e soluzioni coincidenti; in ral caso la retta incortru ls conica i due punli coinciden-i, cioè la rctto è tangente.
- non si trorano soluzioni reali; in tal caso la rella non inconna la co ica, cioè è estertfi-

Calcolare le coordinate degli ev€ntuali punti d intersezione della circonferenza d'equazione
i+yz 4x+6!+9=o

con le rerre che hanno le seguenti cqu.Eioni:
a) x=-1. ò) ,r:0, c) r=2

Indicare quale delle rette è secante. quale taflgente e quale esterna alla circonferenza,
Completare Io svolgimenlo dell'esercizio, lracciando i relativi grafici.

Ripetere I'esercizio 47 a partire dalla circonferenza d'equazione
,r +r,2 _ 6l_ 4),+ 9 =0

e dalle rette seguenti:
o\ y=e, b) r:2, c) ,:0

Ripetere I'esercizjo 47 a partire dalla circonferenza d'equazione
r2+),r_gt+8:0

e dalle rette seguenti:
,) Y=,, a) .r=0. c) )=0

Ripetere I'esercizio 47 a partire dalla circonferenza d'equazione
x:+yr+10)+16:0

e dalle rette seguenti:
d).r=0. à) y={). r) y=-i*
Ripetere l'esercizio 47 a partire dalla circonfelenza d'equazione

x2+y2+2x+2y - l8:0
e dalle rette seguenti:

a\ y:-zx-1, b\ t=-Lr+3. c\ t: 2t+14
Ripetere l'esercizio 47 a partire dalla circonferenza d equazione

r,+y,-&=0
e dalle rette seguenti:

ò r-t'+s'
Ripetere l'€sercizio 47 a

b) y=-3r+q, c) t=x+9
partire dalla parabola d equazione

Y= -x2+4
e dalle rette seguenti:

a\ v=o' b) v:4.

48.

51,

49-

50.

52.

s3.

c) v=5
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54. Ripetere I'esercizio 47 a partire dalla parabola d'equazione

,=t:"-zx+t
e dalle rette §eguenti:

a) y=-»+2, 4 y=-», c) y=-2r+4

55. Ripetere I'esercizio 47 a panire dalla parabola d'equazione
Y=3'2'zt(

e dalle relte seguenti:

a) Y--lx-2, b) y=4x-s, c) y=-x-3
56. Ripetele l'esercizio 47 a partire dalla parabola d'equazione

Y=-x2+4x 4
e dalle rctte segùenti:

o) y=,, b) y=0. c) y--x
9. Ripetere l'esercizio 47 a panire dalla parabola d'equazione

,=yz_l
e dalle rette seguenti:

a) x=-2, b) x=-1, c) x=2
5t. Ripetere I'esercizio 47 a partire dalla parabola d'equazionc

x=-y2+4y
e dallc rettc seguenti:

o) y=+r, » y=+x, c) y=o

59. Rip€tere l'esercizio 47 a pa ire dalla parabola d'equazione
x=y2+2y

e dalle rette seguenti:

a\ y-x, b\ t=+r, c) )=0
60. Ripet.re I'esercizio 47 a partire dalla paÉbola d'equazione

,=ttt_l
e dÈlle rette seguenri:

a) y:-x-r, t\ y=-lx-t, c) ]=-r
61. Ripetere l'esercizio 47 a partire dall'iperbole d'equazione

,=2
e dalle rette seguenti:

Q y=-|x-2, b) v=-+*, c) v--!x+3
62. Ripetere I'esercizio 47 a partire dall'ipcrbole d'equazione

e dalle rette seguenti:
.1a) y=i,c+\t "l ,=l,-tr

449

» v=+,'
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63, Ripetelc l'esercizio 47 a partire dall'iperbole d'equazione

',-_ 1

€ dalle rettc seguenti:

a) y=àr+l. à) )=.t+1. c) y=1

g. Ripetere l'esercizio 47 a partire dall'iperbole d'equazione
..4

e dalle retta seguenti:

a) y=-x+4. b) y=-lx++, c) y=4

65. Ripetere I'csercizio 47 a panire dalliiperbole d'equazione

,- i-,
e dalle rette seguenti:

ù y=_rx, a) r=0, c) y=r
(P.r tacciarc il grafico dell'ipetbole assegnota y. eserci.i pag. 436)

6. Ripetere l'esercizio 47 a panire dall'iperbole d'equazione
..-4-?rr- x

e dall€ rette seguenti:

Q y=-tx+2, b) y=-x+2, c) y=z
(Per tfacciarc il Erafico dell'ipeùole atsegnata v. esetcizi pag. 436)

el. Ripetere I'esercizio 47 a partire dall'ellisse d'equaziorE
12 v2t+t:l

e dalle rettc seguenti:
a) y-0, b) y=2, c) y=3

68, Ripetere l'esercizio 47 a partire dall'allisse d'equazione
x2v2,8 2'

e dalle rette seguenti:

{ v=-tt+2, b) y=-tt+2, c) y=-+x
69. Ripetcre I'esercizio 47 a panire dall'ellisse d'equ^ziore

x2 -y2 .lt*t='
e dalle rette seguenti:

a\ y=x+4. bl ,=2\+4. ,1 y=tt+a
70. Calcolare le coordinate degli evedtuali punti d'intersezione della rctta d'equzzioDe

Y=4x-4
coD le coniche che hatrno le seguenti equazionir

a') r=x,. b) y=.;x2. c') y:Lr,
Indicare quale delle coniche è secante, quale taruente e quale esterna alla retta.
Completale lo svolgimento dell'esercizio, tracciando i relativi 8rafici.
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71, Ripetere lo svolgimento dell'esercizio 70 a partire dalla r€tta d'equazione

)= 4r+8
e dalle coniche seguenti:

a) j=-*+2, b\ y=-xr+q. c) y=-x215
72. Ripetere lo svolgimento dell'esercizio 70 a partire dalla retla d'equazione

.y=-r+5
e dalle coniche seguenti:

a\ tr2+y2-4:0. b) *+t2-9=0, c) x2+y2-5=0
73. Ripetere lo svolgimento dell'escrcizio 70 a partire dalla retta d'equazione

,=-1,*?
e dalle coniche seguentil

a) ,,+),,-10=0. 6) rr+Ì:-8/+6=0, c) x2+y2+8y+6:0
74. Ripetere lo svolgimento dell'esercizio 70 a partire dalla retta d'equazìone

Y:-3t+2
e dalle coniche seguenti:

d) .r'?+/2-&+6=0. b) r,+Ì,+&r+6:0, c) r1+y2-10:0
15, Ripetere lo svolgimento dell'esercizio 70 a partire dalla retta d'equazione

.,_1"-I
e dalle coniche seguenti:

a\ x2+4y2:8, b) x1+4y2=16. c) x2+4)2:4
76. Ripetere lo svolgimerto dell'esercizio 70 a partire dalla rctta d'equazione

Y=2i-l
e dalle coniche seguenti:

at v=- 1 . br v=-l. ò-r ') Y= lor

lntersezioni di due coniche

Punti di intersezione di due coniche

Glt €s€rcizi drl 77 aI ll2 conducono a determinare i punti di intersezion€ di due coniche € a
riconoscere le reclproche posizioni d€lle due curve.

Per svolgere questi esercizi è opportuno icotdarc che i punti il'intersezione debbono trovarsi su
ambetlue le curve, perciò le loro cootdihate debbono soddisfale le equazioni delle due cohiche. Le
coo inate dei punai d'intersezione sono dunque k soluzioni del sistema lornuto dolle cquazioni

Si è così condotti a risolvere un sistema di 4" gruào, che, al massimo, awà quattro soluzioni;
troyeremo danque al massimo quattro punti d intersezione lra due coniche.
Anche in quesli casi una coppia di soluzioni coincidenti catutteizza la situazione di tangcnzo.
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Calcolare le coordinate degli eventuali punti d'intersezione deìla circonferenza d'equazione
Ìr+]r-8r-6y=0

con le circonferenze che hdnno Ie \eguenli equazroni:
a) x1+y2+81-6y:0. b) x2+y2+1}+6y+20-0, c)rr+/2+14.r-6y+33=0

Indicare in quale caso le circonferenze sono secanti. in quale sono tangenti e in qùale non hanno
punti in comune.
In ciascun caso determinare I'equazione dell'asse radicale r e verificare che la retta / è peryendi-
colare alla retta congiungente i cenlri delle due circonferenze.
Completare lo svolgimento dell'esercizio, tracciando i relativi grafici.
(In tutti i casi si rieolve il sistema valendosi del etodo di sottrazione esposto nel testo, paraSrufo 7).

Ripetere l'esercizio 77, a partire dalla circonfereMa d'equazione
12+]?-&+6y=0

e dalle crrconierenze che hanno le seguenli equazioni:
d)rr+,'r+8,r-6y=0, A)rr+)r+&t-6y+9=0, c)j,+y,+8r-6y-4=0

Ripetere l'eserc2io 77. a partire dalla circonferenza d'equazione
x2+y2_4t_4y=0

e dalle circonlerenze che hanno le seguenli equarioni:
a) x1+y2-b-Zy-0. b) x2+y2+2-x+2:t=0, c) x2+y2-4=0

Ripelere t'esercizio 77. a partire dalla circonferenza d equazione
xx+y2_4x+2y=0

e dalle circonferenze chc hanno le seguenli equaTioni:
a) x1+y2-4tt+Zy+l=0. b\ x2+y.+4x 2r+l=0, c\ x2+y2-41:0

Ripet€re I'esercizio 77. a parlire dallz circonferenza d'equazione
x2+y2_k=0

e dalle circonferenze che hanno le seguenli equazroni:
d) rr+)r- 10r-8),+ 16=0, ,) ir+rr-1&=0, c) .r,+),-1ù+8J+36=0

Dimostrare che I'asse radicalc r di due circonferenze è sempre perPendicolare alla rctta s che
congiunge i centri delle due circonferenze.
(Nel rcsio, paragrafo 7. si trova che due circonlercnze ha no, in genetule, le seguenti ?quazioni:

r:+y:+dx rby+c-0. x,- ì+a \ab y-c'=0
e I'equazioùe de 'asse radicale r è:

t) (a-a' )x+ (b-b')v+ (c-c'):0;
la retra r ha du que la pendenza m, data da...
Scriviamo ora l'équaziòne detla rctta s, che congiunge i centri C e C' delle due cilconlercnze: i
punti C e C' han o le coo inote

cl-e -4]t. c'l-4.-ql| 2 Zl \ 2 ll
percò I pE zioìrc della rerta s che pa'sa per C e C' à...\i otti.,t?.hc \ ha una Dcnd?nza n' duk du...
Si conctude che, pet quàlunque coppia di circo ferenze, le rette r e(l s han o i coeffìcienti m ed m'
le+ari dalla rclazione

mm,:_ l:
perciò le due rctte sono se pÌe peryendicolari).

Calcolare le coordinate degli eventuali punti d'intersezione della circonferenza d'eqìrazione
xr+)r_5:0

con le coniche che hanno le seguenti equarioni:

,) ,=rr-3. b\ y=+x,-3
Descrivere. in ciascuno alei casi. l-a re"iproca posizione delle due curve e comPletare lo svolgimen_

78.

79.

80.

81.

82.

83.
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to dell'esercizio lracciando i relativi grafici.
(I due siste/]i di 4" grado si isol|ono facibnente, valendosi del metodo ài sostituzione. Si può
prccederc in due modt
- ricavare y dall'equazione della patubola e sostitui a ell'equazione della circonferenza;
- ricavare x, dall'equazione della parabola e sostituirla ne 'equazione della circonferenza.
Quale procedimento rbuha più breve ed agevole?)

E4. Ripetere l'esercizio 83 a partire dalla circonlerenza d'equazione
x2+y2_4y=0

e dalle coniche che hanno le equazioni seguenti:

al t=-r.-4. tt Y= -r, -I
85. Ripetere l'esercizio 83 a partire dalla circonferenza d'equazione

rz+r?-2y=0
e dalle coniche che haono le equazioni seguenti:

ar v= !r:- bl v=r2--l
Nel caso (a) quanti punti di intersezione sono -riuniti" nel punto O?

86. Ripetere I'esercizio 83 à pa ire dalla circonferenza d'equazione
xx+y2_4x:0

e dalle coniche che hanno le equazioni seguenti:

a) r=;rr. à).r=;y: I

Nel caso (lt) quanti punti di intersezione sooo 'riuniti" nel punto O?
(Si risolvono i due sisteni di 4" glado, valendosi a cora del metodo di tostluzione. Si possono
seeuire onche in questi casi due Nocedimenti:
- icavare x dall'equazione della parabola e sostituirla nell'equaziohe della circonÌelenza;
- ricavare y, dall'equazione della parabola e sostituirla ne 'equazione della circonferenza.
Quale prccedimento risuha più brcve ed agevole?)

A7. Ripetere I'esercizio 83 a partire dalla circonferenza d'equazione
x2+yr+4x=O

e dalle coniche che hanno le equazioni seguenti:

ar r=-!v7-r. bt x--1. \)t-4
Nel caso (b) quanti punti di intersezione "sono riuniti" in O?

88. Calcolare le coordinale degli eventuali punti d'intersezione della circonfererìza d'equazione
)(?+Y1-4=0

con le coniche che hanno le seguenli equazroni:
a) È+4y2:4. b) x2+4y2=16

Descrivere, in ogni caso. la reciproca posizione delle due curve e completare lo svolgimento
dell esercizio tracciando i relativi grafici.

E9. Ripetere I'esercizio 83 a partire dalla circonferenza d'equazione
x2+y2_9=O

e dalle coniche che hanno le equazioni seguenli:

o) x1+4y'z-4. ,) ,{- h=i
(Si risolvono i due si§emi di 4 gtudo, valendosi ahcoru del metodo di §ostiÌuzione Ci sono ora
vali procedimenti:

- ricavare x2 (lall'equazione de a cir.onlerenza e sosttrw d nell equazione dell elli§se,
- ricavare y, dall'eàuazione detla circonkrcnza e sostituirta nel equarione dell ellisse,
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- ricavarc Ì dall'equazione dell'ellisse e sostitui a fiell'equazione della circo ferenza,
ricavarc y2 dall'equazio e dell'ellisse e sostitui a nell equazione della circonfercnza.

Fru questi c è un procedimento che risulta più breve o agevole?)

90. Ripeter€ I'esercizio 83 a partire dalla circonferenza d'equazione
x2+r:-4]+3=0

e dalle coniche che hanno le equazioni seguenti:
a) -rr+4}r=16' b) )i1+16Y1:16

(Quali soko ora i prccedimenti possibili pet risolverc i due sistemi di 4' grudo?)

91. Ripetere l'esercizio 83 a pariire dalla circonferenza d'equazione
xr+/:-Br:0

e dalle coniche che hanno le equazioni seguenti:

a) rj+4,r=64 b) ;6 +; -l
(Quali so,lo oto i Nocedi,nenti possibili per risolvere i d e si$temi di 1. grudo?)

92. Ripetere l'esercizio 83 a partire dalla circonferenza d'equazione
r:+):_4:0

e dalle coniche che hanno le equazioni seguentii
a) xY=2. b) -ty=-1

(Pet isolverc i d e sistemi di 4 grado, cotrvien€ valeryi del metoclo di sostituzione. I procedimenti a
disposizione so o ora i segue,./i:

ricavare r dall equazioì1e dell'iperbole e sostituirla ell'aquazione de a ciconletenza,
- ricavarc J dall'equazio e dell'ipetbole e sostituirla ell'equazioùe della ciconlerenza.
Si ativa comu que a sc verc un'equozione di 1' grado biq adraica, cioè del tipo

Lra+bx, +c=0
Ricordiamo che equazioni di questo tipo si possono considerare come equa.io i di 2" grado,
pwché sì co side xz come incoq ita: ci si pù dnque yalerc della lorm la ],isolutirs dell equszio-
ne di 2" Brudo, ouene,r.lo d e solùzioni rt e x.. Si co chdeù quikli il procedime, o risoh'endo le
due equqzioni

Pet una tfittszio e più sist€matica ed esauriente sulla tisoLltzione de e equazio i di gmdo supeiore
al 2", v. "Mateùatica nella reoltà" t'o|.2". pagg. ll4-118)

93. Ripetere I'csercizio 92 a partire dalla cir€onferenza d'equazìone
r:+),r_ l:0

e dalle coniche d'eqirazione
a) tY=-4' b) xY-2

94. Ripetere l'esercizio 92 a partire dalla circonferenza d'equazione
t2+ y!-L\- 2y :O

e dalle coniche d equazione
a) .ry=4, b).r1=1.

(Risolvetdo il sisteha rclatiw a 'ipetbole (a), si arriw a 'equazione
xa 2xr 8x+16:0

che si riesce a risolvere perché i:uha
r.t _2x.t -8r+ I6_ (x_2)2Ot +2x+ 4)

Invece, risolwndo il sistema rclativo all'ùerbole (lr), si arriva au'equaziotrc
i-2rt-h+l:0

che non ha sohÈioni Ìozio ali facili da scoprirc per teùtativi. ln questo caso è il grafico che i ustra
la situazione e pemeue di valutare..lpptossimat^'amenrc, le cooruli ate dei ptulti di intercezio e).
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95. Calcolare le coordinate degli eventuali punti d'intersezione della parabola d'equazione

j=x2-1
con le coniche chc hanno le scguenti equaTioni:

4) r=)r-1. b) y=-x2+\
Complelare lo svolgimento dell esercizio con i relalivi grafici.
(Risolveùdo con il metodo di sostixtzione il sistema rclstivo alla parabola (a), si arriva all'equa-

y4_2yr_y=0,
che si riesce a risolvere, dato che ha le due soluzioni ruzionali

Jt=o e !:=- I
Moho più sernplice risulta, i,r,.ce, il procedimento per risolvere, semprc con il melodo di sosli-
tuzione, il sisrzma relativo alla parabola b).

- Ripetere l'esercizio 95 a partire dalla parabola d'equazion€
Y=r2-2x

e dalle coniche che hanno le seguenti cquaziooi:
a\ Y=-t2+4r. b) ): Ì'?+6r-8

97. Ripetere l'esercizio 95 a partire dalla parabola d'equazione
x=2:t2+ I

e dalle coniche che hanno le segucnli equazioni:
(a\ t=-2)2+1. (b) x:-2Y1

98. Ripetere l'esercizio 95 a partire dalla parabola d'equazionc

Y=4'2-2
e dalle coniche che hanno le seguenli equazionj:

(a) x2+2Y2=8, (b) f+6Y'1=3
(Per isolvere i .lue sisrctr.i ci si vale.lel metodo di sostinzione; si può procederc in piit modi:
- ficavare y dall'equazione della parabola e sostituirla nell'equazione dell e|tsse,

cat'are x2 rlall'e.luazione della parabola e sosrùttÙla ne equazione dell'ellisse,
icawre x2 Llall'equazione dell'ellisse e sostitui o nell equazione della parabola.

Quale etodo tisulta più rapido ed agevole?)

99. Ripetere Ì esercizio 95 a partire dalla parabo,a d equaaonc
t=y1 4

e dalle coniche che hdnno Ie seguenli equazioni:

k) ;. +'4 =1. (b) rr+4):' 16

100. Ripelere l'eseritzio 95 a partire dalla parabola d'equazione

v=-,:-1
e dalle coniche che hanno l€ seguenti equazioni:

(a) x2+3r'z=3' (b) r'1+4'z:4
l0l, Ripetere I'esercizio 95 a partire dalla parabola d'equazione

x=y2 4
€ dalle coniche che hanno le seguenti equazioni:

(a) rY=3. (6) rY=ls
(Pet solvere i sistetni cotyiene sempre lalersi del metodo di sostituzione; i prccedimenti possibili
§ono i seguenli:

- ricavare x dull eqrcztone della parabola e sostituila in qtQlla dell iPetbol?.
ricavare x rlall'equazionz.l"ll'iPerbole e \osinirla i quelld della Parubola.

- icavarc ! dall'equazione dell iperbole e sostituilla in quella della panbola.
C'è uno dci procedima i che is lta Pùi lapido o Piit agevole?)
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102. Ripetere I'esercizio 95 a partire dalla parabola d'equazione

Y=-i*+x
e dalle coniche che hanno le seguenri equazioni:

(a\ xy:2. (b) xy=-13
103. Ripetere l'esercizio 95 a partire dalla parabola d'equazione

y= - x2+ 12

e dalle coniche che hanno Ie seguenti equazioni:
a) xY=16, A) rY=-56

l(N. Calcolare le coordinate degli eventùali punti d'intersezione dell'ellisse d'equazione
x2y2,u-T-'

con Ie coniche che hanno Ie seguenli equazioni:

,).r,-18)'=18. à) 3 -i =I
Completare lo svolgimento dell eserciao con i relativi grafici.
(Per risolvere i sistemi ralendosi del merodo di sostituzione, i ptocedimenti possibili soko i segue ti:
- ricavare x2 dall'equazione della prina ellisse e sosrituirla nell'equazìone della seconda ellisse,
- ricavare y2 dall'equazione della ptima ellisse e sostituirla nell'equazione della seconù) ellbse,
- icavare x2 dall'equazione della seco da ellisse e sostituirla nell'eq azione della p mo ellisse,
- icawre y2 daltequazione della seco da ellisse e sostituila nell'equazione della prima ellisse.
Si ne$ce ad individuarc uno dei procedinenti come il piìt tupido o il più semplice?)

105. Ripetere I'esercizio 104 a partire dall'ellisse d'equazione
x2+9y2=9

e dalle coniche che hanno le seguenti equarioni:
a) t2+4Y2:4. b) x1+4Y2=16

106. Ripetere I'esercizio 104 a partire dall'elisse d'equazione
x:.yr .
25',9

e dalle coniche che hanno le seguenti equazionil

" -t-,,t lo.?=r. bt )s- 4=l
107, Ripetere l'eselcizio 104 a partire dall'ellisse d'equazione

x2+4y2=4
e dalle coniche che hanno le seguenli equazioni:

a\ xY=1' b\ xY=2
(Anche in quesri casi si risolveran o i sistémi cofi il metodo di sostituzione. Si può ticavarc la x (o
la y) da 'eEozione dell'ipe ole ? sosituirla nell'equazione dell'ellisse; in ogni caso si arriva od
un'equazione di 4' grado biquadratica).

108. Ripetere l'esercizio 104 a partire dall ellisse d'equazione
x2+25y2=25

e dalle coniche che hanno le seguentr equazioni:
a) xY=-2, b) tY=-3

109. Ripetere I'esercizio 104 a partire dall'ellisse d'equazione
x1+16y2=16

e dalle coniche che hanno le seguenti equazioni:
a') rY=2, b) xY=-2
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ll0. Calcolare Ìe coordinate degli eventuali punti d'intersezione dell'iperbole d'equazione

,,= L' x-l
con le coniche che hanno le seguenti equazioni:

ol v=-- ,) v=- +-
Completare lo svolgimento dell'esercizio con i reìativi grafici.
(ln questi casi i sistemi si possono risolvere agevolmente con ùho dei seguenti metodi:
- di sottrazione.
- di sostituzione, ricavando y da ùna delle equazioùi e sostituendola nell'ahru,
- di sostituzione ricavando y da una delle equazioni e sosthuendola nell'ahra.
Quole metodo tisulto più fipido ed agevole?
Per trucciaft il grafico della Nima iperbole, vedi esercizi pag. 436)

lll, Ripetere I'esercizio 110 a partire dall'ipetbole d'equazione
.,-,x+ 1

e dalle coniche che hanno le equazioni segue[ti:

a\ Y=-!' b) )='l-
ll2. Ripetere I'esercizio 110 a panire dall'iperbole d'equazione

-.2x' x- |
e dalle coniche che hanno le equazioni seguenti:

at | = 2--!^ . bt v=l-4

Problemi vari

Gli esercizi dal ll3 al 122 richiedono di d€terminare i punli dl intersezione ha due curve, ms
conducono anche a valersi di nozioni introdotte nei capitoll precedentl.

ll3, Calcolare I'area ,S del rettangolo che ha per veriici i punti di intersezione dell'ellisse
t: r ): -,16 12-

con le relre a e b che hanno le equazioni seguenli:
a) y:x, b) y=-r lS=27,41

ll4. Scrivere l equazione della circonferenza che ha come diametro la corda comune alle due seguenti
circonferenze:

x2+y2-2r+4y-32=0. x2+y2+4x-2J-2l=0 [x2+y2-3t-\)-10=0]
115. Scrivere l'equazione della circonferenza che passa per o(0.0) ed ha il centro nel punto d'interse-

zione delle due rette seguenti:
. x,7 5-.3y=-à*j. y=;,-i b2+r2-u-2y=01

116. Calcolare la lunghezza / della corda intercettata dalla parabola d'equazione
Y=-2x2+3x-l

sulla retta d'equazione
): 5Ì-s U=2\f261
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ll7. Determinare l'area t del ttapezio A,4'B'B che ha per vertici i seguenti punti:

- ,4 e B di inlersezione Ira la parabola d'cquazione }=-.rr+9:r-8 e la retta d'equazione )=.t.
- /'e B'proiezioni ortogonali di À e B §ull'asse delle Ì

ls=16vzl

118. Un punto P di ordinata positiva percorre metà della circonferenza d'equazione
xr+)r_4jr=0

Si considerano i seguenti punti:

- I/, proiezione di P sull'asse dellc j,
- ( ed o. intersezioni della circonferenza con l asse delle r.
Per qùale posizione di P il lriangolo PH,( è isoscele?
(Il puhto P ha le coordinate (x,y) vaiabili che debbono rispenare due condizioìti:

- soddisfate I equazione .lellu circonferenzs, ddto che il punto de'/e uoverci sulla semicirco fe'

[#='l

- inohrc rcnderc uguatì le distanze PH=FR, da,o che PHK cleve essere isoscele

Si a iva a isolwre un sistema di 4 grado di due equdzioìi in due incog ile).
IP(6+\73,',li-NÉ)t

ll9. Sono date le lette / ed r che hanno le seguenti equazioni:

rl v=1.t-3. ,) r:-frr-j
Determinare le coordinate dei seguenti punti:

P d'intersezione fra le due rette.
di r con I asse deìle y.
dis "

Scivere l€ equazioni dellc seguenti circonfefenze:

- Cr. che ha centro in P e passa per 8,C2.»»"R.
Cr incontra I asse delle Ì in un punto S (oltre che in O). mentre C2 incontra l'asse delle ) in un
punto I (oltre che in R).
Det€rminarc il valore del *pp".to ffi

120. È data la parabola d equazione
x=t2-2Y+4

scrivere l equazionc dellc circonferenza che ha centro nel vertice della parabola ed il raggio lunSo
V2 e deterininare le coordinate dei punti ,4 e B di intersezione della circonferenza con la
Parabola. 

LA(4.0). B(4,2)l

f2f. È data la parabola d'equazione
t=-x2+4

Considerare I'esagono ABCDEF. che ha per vertici i scgllenli punti:

- B ed F d intersezione della parabola con I'asse delle Ì'
- D d'intersezione della parabola con l'asse delle ).
-,{ ed -E d'intersezione aclh parabola con la rella d'equazione r:3r,
- C d'intersezione delta parabola con la retta d'equazione .r= - l.
Determinare i tre punti d'intersczione dellc tre coPpie di lati opposti.
Verificare che qu€sti tr€ punti d intersezione si Irovano su una sÌ€ssa retla.

l22.Ripeterel'eserciziol2lcon§iderandodallesagono,4BCDEF.costruitoapartiredall'ellisse
d'equazione

-E*t=l
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congiungendo i seguenti punti:
- ,4 e D d'inrcrsezione dell ellissc con l asse delle r.
- B €d F d'inlersezione dell'ellisse con I'asse delle ).- C ed E d'intersezione dcll'ellisse con la retla d equazione .r=4.
Svolgendo gli esercizi 121 e 122 si è wtificato i,1 due «si pofticolari iL teotema di Pascal (1640): se
ut esago o è ittscritto in una conica, le intetsezio i delle tre coppie di lati opposti stanno sopru una

Gli €sercizi dal 123 al 135 conducono a determinare i punti di inteEezione fra cuwe per Ésolvere
problemi tratti da vari campi scientifrci.

125, Un proiettiÌe viene lanciato da un cannone, che imprime una velocità v0=500 m/s, inclinata in
modo tale da avere le s€guenti componenti lungo gli assil

123. Un missile M viene lanciaro dalla città B verso la città C (fig. l) e procede
rettilinea (AC) con ìlna velocilà. approssimativamente costante, di 800 km/h.

Il missile M viene intercettato e dalla base A viene lanciato un missile M'. che
insegue M. proc€d€ndo con una velocità. approssimalivamente costante, di 1000
km/h.
Sapendo che la distanza AB è di 50 km. dove e quando M' raggiunge M?
Le leggi che descrivono il movimento dei due missili si possono rappres€ntare su
un piano cartesiano. riportando il rempo r sull asse dclle ascisse e le distanzc d
sull'assc dellc ordinate; si ottengono due rettc: quale significato hÀ il punto P
d intersczione fra le due re(e?
(Scegliendo A come puttto tla cui misurare le tlistsnze d e d', percorsc da M ed
M', al vaiare del @ po t, si può descriverc il ntovime to dei due missili co le
leggi se|uenti:

(a) d=800t+400, (b) d'=10t t.
È chiaro che i due missili si incontrano quando risuha d:d' ...)

su una traieltoria

Fg. 1

124. Uo grosso meteoriae M sta cadendo sulla Terra e, quando viene rilcvato. si trova in una posizione
,4, ad un altczza di 4000 m da Terra. e procede lun8o la verticale con una velocità ,r=100 m/s.
Immediatamenle viene lanciato in direzione verticale un proiettile P con velocità vz=250 mls.
Il proiettile riesce a raggiungere il meleorite prima che raggiunga la Terra?
Le leggi che descrivono il movimcnto del meteorite e del proiettile, trascurando la resistenza
dell'aria. si possono rappresenlare su un piano cartcsiano, riportando il tempo r sull'asse delle
ascisse e le distanze d sull'asse dclle ordinatei si ottengono due parabole; quale significato ha il
punto B d'intersezione fra le due parabole?
(Si può scegliere A come punto da cui isu/are le distafize d e d', percorse da M e da P,
considerando positivi tpostamenti, velocità o uccelerazioni oientsti verso la Te/rs.
In tal caso i ìnovine ti di M e di P so o descriri da e seq e ti leggi:

d=100t+1.9t. d'=4000-250t+4,9t,
È chiaro che i dte corpi si incontrano quando ris ta d=d').
Swlgendo gli esercizi 123 e l2l si itltuisce un risuhato più ge érule; se si tappresentano sullo sresso
piano ca .sia,n le leggi oraie di due corpi che si hluovotlo sulla stessa truieuoia rettilinea si
otengono due curve; so o i p ti d'i Ìersezione ài queste due curw a individuarc le situazioti in
cui i due corpi si ìicontrato.

Qual'è la traietroria del proiettile?
Qual'è Ia gittata d€l proieltile?
Trattare il problema senza considerare la resistenza dell'aria.
(Per fisolverc il problerna, basta esaminarc separatamente il movimento ttella diezione dei due assi
caftesiani scehi come in fiq. 2. Si ha che:

- lungo I asse delle x la velocirà è costante. perciò isùha
(1) x=300t

Yn =300 m/s e
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- lungo l'asse delle y agisce I'acceleruzione di Eravità (g=9,8 mlsr) in ye'Jo
opposto alla velocità i,liziale. Risulta dunqùe:

(2) y=400t 4,9t'?
Pet overc la truiertoia del proietile, basta elimhate il tempo t dalle due
equazioni (I) e (2). Si o iene come equazione della traiettoia
(3) Y=,aGLx:+ 1x
La gittata è la distanza fro il punto di lancio O ed il punto A, in cui ìl
proi.ttile ricade a Terra.
Per detetminare i puhti O ed A si debbo o calcolare le inte^ezioìti della
parabola (3) con I'asse delle x).

126. Ripetere il problema 125. considerando il caso in cui risulra sempre
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'0:500 m/s
ma si ha

Yo"=2100 m/s
Cambia la tmiettoria del proieltile rispetto all'esercizio 125?
Cambia la gittata?

127. Ripetere il problema 125 in generale, indicando con yh e yo,. le componenti della velocità
iniziale.
Si riesce a spiegare perché la gittata è la stessa negli esercizi 125 e 126?
(Pet una tronazione piìt esauie te del movimento dei proiettili, v. Complefienti I, pag.508).

128. Sui punti di intersezione di due coniche. ecco che cosa riferisce una leggenda riportata dallo
scienziato greco Eratostene (III secolo a. C.): mentre infuriava ad Aiene una terribile epidemia di
pestilenza, venne interrogato a Delo l oracolo di Apollo per sapere come si poleva allontanare la
pestilenza; l oracolo dissc che bisogoava raddoppiare l'altare cubico di Apollo. Furono subito
raddoppiate le dimensioni del cubo,... ma l'epidemia continuò.
C'era un errore nella risoluzione del problema: se si raddoppiano le dimensioni di un cubo, il
volume diventa ben 8 volte maSgiore. Bisognava invece determinare il lato di un cubo che avesse
volume doppio di quello di ìln cubo dato.
Immaginando che il cubo abbia volume l. si è condotti a determinare il lato,r di un cubo, in
modo che risulti

x1=2
Ma questo problema. che ci appare semplice esposto con il linguaggio moderno, presentava
difficoÌtà insormontabili per gli anrichi greci € il problema della "duplicazione del cubo" si
tramandò con il nome di "problema di Delo".
Fu Menecmo, matematico greco d€l IV secolo. che riuscì a risolvere il problema a partire dal
punto comune alle tre seguenti coniche:

,=x2, ry=2, x=lf .

Vedficare che il punto comune alle tre coniche ha proprio l ascissa Ì. data da

,::/2
e completare lo svolgimento dell'esercizio tracciando sullo stesso piano canesiano il grafico delle

Lo srolgimeno dell'esercizio 128 fa capirc che i punti d'intersezione fra due curve pemettono di
indfuiduare approssimath)ade te le soluziotli dì equazioni o di visualizzare efficace ekte quzste
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Risolvere equazioni con metodi grafici

Gli esercizi dal 129 al 135 conducono a risolverc equazioni con metodi gralici.

129. Risolvere per via grafica e per via algebrica la seguente equazione
(1) r=\lxT1
Le soluzioni dell'equazione data sono anche soluzioni dell equazione
@ t2=x+1
è vero il viceversa?
(Pet risolvere gralicamente I'equazio e (1), bisogna disegnare sullo stesso piano cafiesiano le due

a) Y=x e bt Y=tG]/-
ed individuare il punto com ne alk due cutve.
Tenere presente che il grafia della cuna (b) è uù tumo della parabola d'equazione y2=x+1, cioèx:t'- 1.
Per risolvere Blaficamente l'equazione (2), si disegnano sullo stesso riferimento Ie due cune
d'equazione

Y=x2 e Y=t+l)
130. Risolvere algebricamente e graficamente la segùente equazione

3\/4-x+t-6=0
(L'equazione si può scrivere nella forma

\/V-:...
e dunque occone determinare i punti d'intersezio e [ro le cutve d equazione

y:l4 x e... )

131. Risolvere algebricamente e graficamente la seguente equazione
y=yà-xt

(Pet rappresenrare la funzione y=184, k ere presente the si naua di una delle semicirconfe-
renze d'equazione

y2=2x,x2, cioè r2+yr-2x:0)
132- Risolvere per via grafica I'equazione

x3+2x-l=0
(T.nerc presente che I eqùazione si può scivere hella foma

x3=-2x+1
perciò, pet individuarc le soluzioni, basta indicare sul piano
cartesiono gli eventuali punti comuni alle due curve seguenti:

a) Y=x3 e b) Y=-2x+1
La cuna (b) è una retta, mentre la curw (a) ha il Sra|ico
di lig. 3, di cui ,i è parlato nel testo.

l3J. Risolvere per via gra,ica IequaTione
#-x2+2=0

(Oru, sctivendo I'equazione nella forma
x3=x2-2

si è condotti a determinare Eli eventuali PMti d'intersezione
ta la curva d'equazione

Y=x3
e la parubola d'equazione

y=x'1-2)

Fig 3



462 1 Parùo quartra Eisrozi

134. Risolvere per via grafca I'equazione
/-k2+1=0

(Scivendo l'equazione neLla forma
l=3t2-1

si è cortdofri o deteminarc lli eventuùli Punti d'intersezione ilella parubol'a d'equazione

Y=3x'z-1
co la curva d,'equazione

Che abbiamo rapprese tato in fig. 4)

Fig. 4

Risolvere per via graJica l'equazroDe
r'+3x-2=0

I35.



L. Parte quinta
Esercizi

Fasci di rette

Equazione di un fascio di rette

Gli €sercizi dall'l al l0 richiedono di scrivere I'equazione di un fa§cio di rctte lÙproprio, cioè di un
il|sieme rctte p.rrllele.

Per risolverc Rti eserci2i, basta valeai delle considerazioni svolte nel paraSrafo 1, ticoùando, in
padcolarc. che I equationc del laecio saru del npo:
(t) Y=ar+k,

a indica la pen.lenza cofiune a tuue le rcie del fascio,k è un porametto che può ttssumere qualunEe valore reale.

L'equazione (1) non conprende il fascio di rctte parullele a 'asse delle y' che ha.quazione
x=k

l. Scrivere l'equazione del fascio di relÌe parallele alla retta t d'eqùazione
y=x+3

Completare lo svolgimento dell'esercizio determinando I'equazione ed il 8rafico delle §eguenti

. rette del fascio:
a, passante per O(0,0), b, passante per A(0'-l)' c, passante per ,(0,1)

2. Ripetere l'esercizio 1 a partire dal fascio di rette parall€le alla retta r d'equazione

Y=-»+5
3. Ripetere I'esercizio I a partire da! fascio di rette pa.allele alla retta . d'equazione

v= 1x- c

4. Ripetere I'esercizio 1 a partire dal fascio di rette parallele alla retta r d'equazione
y= x+2

5. Ripetere I'esercizio 1 a pariire dal fascio di rette palalÌele alla retta / d'equazione

)=4r+8
6. Ripetere I'esercizio 1 a partire dal fascio di rette perpendicolan alla retta / d'equazjone

v:3x-5
(Tenere prcsente che tutte Ie rcte peryendicohri ad una retta data sono parallele fra loto)'

7. Ripetere l esercizio 6 a Parlire dal fascio di rette PerPendicolari alla re(a r d'equazione

Y=-ix+i
8. Ripetere I'esercizio 6 a partire, dal fa§cio di rette perpendicolari alla retta / d'equazione

J
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9. Ripetere I'esercizio 6 a partire dal fascio di rette perpendicolari alla retta r d equazione
.5y=-4,t-;

10. Ripetere l'esercizio 6 a partire dal fascio di rette perpendicolari alla retta / d'equazione
8qY=ix+i

Gli escrcizi dall'll al 19 conducorc a riconoscer€ fasci di rette impropri e a tracciare il gralico di
alcune rette di un fa§cio,

Per swlgere Eli esercizi, è necessario ricordare che un fascio di re e imptopio si presenta semprc
nella forma

y:ax+k'

x:k.

a è un numero dato, mentre k è un parametro che può assumere qualunque yalorc rcale.
È chiaro che il parametro può essere anche indicato con un'ahra lettera.

11. Riconoscere fra le seguenti equazioni quelle che rappresentano fasci di rette impropri.
Relativamente ad ogni fascio di rette improprio, tracciare il grafico della retta passante per
o(0.0).

tlt y=- 3t -k. (b) v= 1^-n. {c) y- l .'tr. ldt 1=1

12. Ripetere l esercizio I I a partire daue seguenti equazioni:

(a) y=x2+k, (b) r=r. (c\ y= f,x+h, (d) Z\+3y-6k:o
(Esaninare mn atenzione I equazione (d), che rupptese ta akcora un fascio di rcie improprio:
basta esplicitarc la y pet otenerc...)

lJ. Ripetere l erercizio I I a partirc dalle seguenri equdzioni:

k) y=\fLt+h. (b) r=\Oi+k. (c) r+l=s, (d) U-y=b
14. Rip€tere I'esercìzio 11 a partire dalle seguenti equazionir

(a) y=h+tr, (b) k-21:y. ("\ y-k:+,. @) 3x+4h-8k=0

15. Ripetere le'ercizio Il a paflire ,ìalle seguenli equazioni:
(a) 3r).t6k=0, (b) 3r+y+6k=o, G) n:». (d) n=4y

16. Verificare che le seguenti equazioni descrivono sempre lo stesso fascio di retle.
(a) )=-3Ì+&, (b) r+k=h. (c) 2y+6x-k=0, (d) s-3t=v

Determinare l equazione ed il grafico delle seguenli rette del fascro:
/, passante per,4(0,-1), s, passante per B(-1,0), r, passante per C(1,3)

(È necessaio tico.dare che una rctta passa per un pùnto solo se le coo inate del punto soddisfano
I equazione della rerta).

11. Verificare che le seguenti equazioni descrivono sempre lo stesso fascio di rette.

@ rt,-*. tb) 3y-4x=3h. (c) ttu-l2y+l2t-0. (d) lrllr =)
Determinare I'equazione ed il Brafico delle seguenti rette del fascior

r, passante per.A(0,3), s, pa§sante p€r B(3,0), ,, passante per C(2,-1)
18. È data l'equazione aleÌ seguente fascio di rette:

,:ét+k
Scdvere almeno altre due equazioni che rappresentino lo stesso fascio di rette.
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Determinare l'equazione ed il grafico delle seguenti rette del fascio:

r. passante per /(0,2). §, passante per 8( 2,0), r: passante per C(-1,4)

f9. È data I'equazione del seguente fascio di rette:
Iy= _ j.r +(.

Scrivere altre due equazioni che rapprcsentiro lo stesso fascio di rette.
Determinare l'equazione ed il grafico dclle seguenti relte del fascio:

,, passante per /(0.-4), s, passante per B(4.0), r. n*s,.te ne. c(r.-])
Gli es€rcizi dal 20 al 25 richiedolro di scrivere I'equazionc di ua fascio di .ette proprio, cioè di un
insiome di rette che passano per uno stesso punio P, il centro del fascio.

Per risolverc gli esercizi, basra valersi deue coùsiderazioni svobe nel parugrafo 1, rico ando, in
porticolare, che I'equazione del fascio saù del tipo:
(2) (y-b)=h(x-a),

a e b indicano le coordinate del punto P(a,b), comune a turte le rerte del fascio,
h è u,1 parametro che può assumerc qualunque valorc rcale.

20. Scrivere I'equazione del fascio di rette che ha per centro ìl pùnto O(0.0).
Completare lo svolgimento dell'esercizio, determinando I'equazione ed il grafico dell€ seguenti
rette del fascio:

a, parallela alla retta r d'equazione )=2r-3,
b. perpendicolare alla stessa letta r,
c. passante per 8(3.1)

21. Scrivere l'equazione del fascio di rette che ha per centrc il punlo A(0,2).
Completare lo svotgimento dell'es€rcizio. delerminando l equa2ione ed il grafico delle seguenti
rette del fascio:

a. parallela alla rerta ' d equazione y- | r , t.b. perpendicolare alla sle\sa rÈIla r. "
c. passante per B(-3,-4).

». Scrivere I'equazione del Iascio di rette che ha per centro il punto,4(2,0).
Completare lo svolgimento dell esercizio, determinando l'equazione ed il Srafico delle seguenti
rette del fascio:

a. paralleta alla rerra r d equazione y-1.Ì ! .

à. perpendicolare alla slessa retta r.
.. or.runt. o., ,alo. ].1

\ 4/

23- S€rivere l'equazione del fascio di rette che ha per centrc il punlo,4(-1,3).
Completare lo svolgimefito dell'esercizio, determinando lequazione ed il grafico delle seguenti
rette del Iascio:

d. Parallela alla rerra rdequazioney= l,r!.
b. perpendicolare alla stessa retta r'.
c, passante per È(0,-3)

A. Scrivere l equazione del iascro di retle che ha Per cenlro il punlo,4(4.-3)
Completare'lo svolgimento dell'esercizio. dele;minando t'eqìazione ed il grafico delle §eguenti
rette del fascio:

4, Parallela alla retta r d'equazione l'=--t+1,
b, perpendicolare alla stessa retta ,,
., passante per B(-3.5)
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25. Scrivere l'eqìiazione del fascio di rette che ha per centro il punto /(-5,-3).
Completare 10 svolgimento dell'esercizio. detetminando l'equazione ed il grafico delle seguenti
rette del fascio:

a, parallela alla retta r d'equazione y=r-3,
b. perpendicolare alla stessa retta /,
c, passante per O(0,0),

Gli esercizi dal 26 al 34 conducono a riconoscere fasci di rette propri, a delerminarne il certm e a
truccirre il grafico di alcùm r€tte del fascio.

Per svolgerc gli esercizi, è oppo uno te ere presente che I'equozione del lascio ili rette di centro
P(a,b) è

(2) y b=h(x-a)
svolgendo i calcoli indicati e ricottando la !, I'equaziofie &ssume la foma:

v= tu +b-ha
dove a e b sono due umeri dati, menùe h èil parametro, the p ò essere anche inilicato con
un'ahro letreru
Per determinare il centro P di un fascto ù rc ? proprio si può procedere in due modi:I) scri|erc l equazione assegnata ne a forma (2). ihe me e in ewcrenza te coo.dinate a e b det

punto P;
II) assegnorc dùe valori al panmettu, i modo da deteminarc due rele del fascio e detetminarc il

punlo P comune alle due rete.

26. Riconoscere fra le seguenti equazioni quelle che rappresentano fasci di rette propri.
(o) y:à,, (b) y=hx+r, (c) )=À(r+1), (A y=hx-h

Relativamente ad ogni fascio di relle proprio, determinare il centro del fascio; determinare
l'equazione ed il gralico della retra che ha pendenza 2.

n. Riconoscere fra le seguenti equazioni quelle che tappresenrano fasci di rette propri.
(o) y=hr-2. (b) y=hx-zn, Gl y=hx-2h+3. (d) y=hx+*

Relativamente ad ogni fascio di rette ptoprio, determinare il centro del fascio e tracciare il grafico
della retta che ha pendenza -1.

». Riconoscere fra le seguenti equazioni quelle che tappresenrano fasci di rette propri.
(a) ):x'z+hx, (b) y=t+h.r. (c\ y-mx=3-n, (d) y+t=tx-z

Relativamente ad ogni fascio di rete proprio. determinare il ceniro del fascio e tracciare il grafico
della retta perpendicolare alla retta r d'equazione ):3r+4.

29. Riconoscere fra le seguenli equazioni quelle che rappresentano fasci di rette propri.

(a) y-hr+h-1, $) (h-3\x+y-2=0, (c) 3y-3ttx+2m+12=o
Relativamente ad ogni fascio di rette proprio, det€rminare il centro del fascio e tracciare il grafico
della retla chc passa per O(0,0).
(Pattrcolarc aien2ione all uhima equazione che rappresenta ancom un lascio prcprio di rctte: basra
esplici@rc la y pet sctiverc I equazione nella lorma...)

30. Riconoscere fra le seguenti €quazioni quelle che rappresentano fasci di rette propri.
(a) y=mx-nll. (b) y=mx+2m+7, (c) 2nx-2y+2m+3:o

Relativamente ad ogni fascio di rette proprio, determinare il centro del fascio e tracciare il grafico
della rerta che passa per A(0,1).

31, Verificare che le seguenti equazioni descrivono sempre lo stesso fascio di rette.
(,) i+2=àh-+), @ y=mx-lm-2, (c\ 4ìru-\)-3m-8=o\ r,,

Determinare l'equazione ed il grafico delle seguenti rette del fascio:
/. passante pcr A(- 1.3).
s, parallela alla rctta v d €quazione ,=Vzl-1,l, perpendicolare alla stessa retta v.
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32. Verificare che le seguenti equazioni descrivono sempre lo stesso fascio di rette-

O rlx r*. \b) 3y-4^=3h- tct t6x lzy tzk=o. (d) 3'14* -)
Det€rminare l'equazione ed il gafico deìle seguenti rette del fascio:

i., passante per A(3.2),
r. parallela alla retta vd'equazione )= 0,4r+0,1,
t. perpendicolare alla stessa retla v.

33. È data l'equazione del seguente fascio di rette:
t .l §\y-j=/'iF ;]

Scivere almeno altre due equazioni che rappresentino lo stesso fascio di re(e.
Determinare l'equazione ed il grafico delle seguenti rette del fascio:

/, passante per O(0.0).
§. parallela alla bisettrice del I e III quadrante-

34. È data I'equazione del s€gùente fascio di rette:

,*l=rL*9\\ 4,I
Scriver€ almeno altre due equazioni che rappresentino lo stesso fascio di rctte.
Determinare I'equazione ed il gafico delle seguenii rette del fascior

/. pdrallela dll'as.e delle t.
r, passante per,4(-1.0).
r, perpendicolare alla bisettrice del I e III quadrante.

Gti es€rcizi dal 35 al 4l conducono a rinetterc in modo più approfondito sulla nozione di fascio di
rctre proprio o improprio.

35. Riconoscere quali fra le seguenti cquazioni rappresentano fasci di retle propri e quali rappresen-
tano fasci di rette impropri.
Relativamente ai fasci di rette propri, determinare il centro P del fascio; relativamente ai fasci
impropri disegnare la retta del Iascio passante per O(0,0).

(a) y=(x+t)h. (b) y='+n. (c) y=,|,r+l, (d) xy=11

J6, Ripetere l esercrzio J5 a parlire dalle seguenti equazioni:
(a) tJ-4)-2k+3=0, (b) 4b-4y+3k-2-0, k) ax-ay-ak=o

37. Ripetere I esercizio 35 r parrire dalle seguenti equazioni:
(a) 2.r-3y+3k:0, (b\ 3kt-3y+2k=o. (c) 3bt-3t+2=o

38. Ripetere lelercuio 35 a parthe dalle seguenli equarioni:
(a) 6d-6)+4+5r=0, (b) 6w-6y-a-r=0. (c) 6x-6y-6h=o

39, Se si pane dall'equazion€ della rella scritta in foma implicita (v. esercizio 35 a pag. 404), cioè
ar+bY+c=0.

come si scrive I'equazione del fascio di rette per un punto P(.re,li)?
(Se|uendo un rugionamento analogo a quello esposto nel parugrufo 2, si può scriverc l'equazione
di uno retta "liberu di muoverci nel piano" nella forma

hx+kY+P=0'
dove h, k, p sono ne pa metri, che possono vaiare indipendentemente I'uno da alùo.
Se si obbliga" la rctta o passare per il punto P(ra,y), dew risuLare

hxa+kYa+P=o, o$tu
In definitiva si otiene l'equazione del fascio di rcne per P nella forma
@ h(x-rcì+k(Y-Y?J=0.
È ineressante osservare che nell'equazione (3) è conpresa anche la retta parullelu all'asse delle y,
che sì ottiene per k=0 ed h+0)

467
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q, Riconoscere quali {ra le seguenti equazioni rapPresentano fasci di rette propri; relativamente ad
ogni fascio di rette proprio. determinare il centro P del fascio.

(a) tu+ky+2h+3k=0. (a) hx+ky=s, (c) 2hÌ+2ky-h-3k=0
41. Ripetere I'es€rcizio 40 a partire dalle seguenti equazioni:

(a) 4/1À+t0k=3h-4ky, (b) ht+ky=11, (c) ht+kJ=h

42.

Problemi che si risolvono con ilasci di rette

Gli eserclzi drl 42 al 65 si solvono basùdo6i sù fasci di rett€ pmpri o impropri, ma dchiedono
anche di valersi di nozioni €sposte precedent€menl€ trel testo.

È data la retta r d'€quazione
]:-5r+3

ed il punto A(2,1).
Dopo aver verificato che il punto,4 non si trova sulla rerta r, determinare I equazione ed il grafico
delle seguenti retie:

d, parallela ad r e passante per 1;
b, perpendicolare ad r e passante per .4.

In quanri modi si può svolgere I'esercizio?
(Basatsi sul procedimento esposto nel pataqrufo 2).
Ripetere l'€sercizio 42 a parÌire dalla retta . d'equazione

v= !x+4
e dal punto O(0,0).
Ripetere l'esercizio 42 a partire dalla retta r d'equazione

7y:-i,
e dal punto I(0,-3).
Ripetere l'esercizio 42 a partire dalla retta r d'equazione

)=-\'3Ì+1
e dal punto .4( 2,0).

Ripetere l'esercizio 42 a partire dalla retta r d'equazione
rFv=-f,

e dal punto,4( 3.-4).
Il punto P(3,2) è il piede della perpendicolare condotta dall'orìgine ad una retta r. Qual'è
l'equazione della retta r?
Accompagnare lo svolgimento degli esercizi con i relativi grafici.

LIlsr otrene t=-i\+t)
Un triangolo,4BC ha i lati che apparlengono alle rene che hanno le equazioni seguenli:

', l- AC\,)=-x.jAB\ y=-2t s. RC) y- ir r
Scrivere l equazrone della retta su cui si trova l altezza del triangolo relativa al lato /C.
Accompagnàre lo svolgimento degli esercizi con i relalivi grafici.
(Si ouiene y=x+t)

43-

+4.

,lS-

6.

ù.

48.
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49, È data la retta r d'equazione
v=x-3

ed il punto P(3,2); determinare la distanza d del punto P daÌla retta r.
Accompagnare lo svolgimento degli esercizi con i relativi grafici.
(La frq. 1 permeue di individuorc rupidamente il procedimento da eseguirc:
l) si scrive I'equazioùe della reta s, che passa per P ed è peryendicolarc ad r,II) si detemina il punto H cli intersezione fru r ed s,Ill) si calcola la distanzu d=PH.
Si ottieìrc d=\D)

Ripetere I'esercizio 49 per calcolare la distanza d del punto P( I . 2) dalla retta r d'equazione
Y=3x+5'

(Si otiene d:\/ 1A)

Ripetere I'esercizio 49 per calcolare la distanza / del punto P(1,-2) dalla retta r d'equazione
)= r+5'

(Si ottiene d:s\A)
Trovare la formula generale, che fornisce la distanza d di un punto,{(rÀ.}r) da una retta
d'equazione

Y=mi+ '
(Ripetendo il prccedimento suSgerito nell'esercizio 49, si aftiva alla formula

,- ya-ttzx^+n) |"---@l
Determinare Ie equazioni delle rette che passano per A(0,2) e distano I dal punto O(0,0).
AccompagnaÌe lo svolgimento degli esercizi con i reÌativi grafici.
(Si può procedere così:
I) si scrive I'eq@zio e del fascio di reue pet A,
Il) si dekrmina la pende za m delle retie cercate, tenendo Nesente la fotm la onenuta nell'eserci-

zio precedente.
Si ottengono le due reue che hanho le equazioni sequenti:

y=\5x+2, y=-\/3x+2)
Fra i pun(i di ascissa 2 indicare quelli che sono equidistanti dalle due rette r ed s che hÀnno le
equazioni segu€nti:

rr "=-1r+1 sr v=3r+1,, J J ' Z

Accompagnare lo svolgimenro degli esercizi con i relaiivi grafici.
(E oppofiuno teùer. prese te la fordula etposta nell'esercizio 52: si ottengono i due punti seguenti:

4r,ou) e B(2,-rL4)
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55. Determinare Ìa distanza d fra le due rette parallele I ed .t. che hanno le seguenti equazionil
r),r=lt+t. .)i 3.ri5

Accompagnare lo svolgimerto degli esercizi con i relativi grafici.
(Basta caliolare Ia distanza del punto P(0,1) della refid r dalla retts s, oppure la dista za del puno
Qt0.5t delto rctta r d,illa rcttd r. la ognt caro,i o,,i"n",1= k,

56. Trovare una formula generale che fornisce Ia distanza d fra due rette parallele / ed r, che hanno
equazione

t\ y:nx+n. s\ y:m+p
(Ripetendo il procedimento suggeito nell esercizio precede te si aniva alla loffiuta

. P nt"-7Éat
57. Scrivere l equazione delle due rette che sono paralleie alla retta / d'equazionc

r !*+r
e distano 2 da r.
Accompagnare io svolgimento degli esercizi con i relativi grafici.
(Si può proceclere così:
t) \criverc I equa2ione del lavio di fttrc patu ?l? ad t.
it) deteminari i wtori det'psrameto k, ie,,n,1o p,e'enre la fotnula trovatu ncll'esercizio prcce'

Si otengono le due rctte che han o le equazioni seguenti:

t=trx t't5. r )t.t-lit
58. Un lriangolo ABC ha per vertici i punti seguenti:

A(2,3), B(-2, s), c(-4,-1)
Determinare l'altezza À relaiiva al lato,4B e l'area del triangolo.
Accompagnare lo svolgimento degìi esercizi con i relativi grafici.
(Per deteininare rapidamente h si può prccedere cosi:
t) n 'cive I equazione della rctta r.,he pa{ù p?t ipunt A ( B-
iD si d"t"r*inà la distonza del te ice C ditta teln r,Talendot della fotmula trcvata ell'esercizio

52.
Pel catcolare I'arca tlel tria Solo, occo e ancora calcolarc la lunghezza del lato AB)

59. Un triangolo /BC ha pe. vertici i punti seguentil
A(-2.1\. B(3,2\. C(-1,-4)

Verificare che il triangolo è rettangolo ed isoscele
venricare rhe lalrezz; relaLi\a all iPoLenu\a e Ia metà dell ipotenu\a'
Accompagnare Io s!olgimenlo degli eserciri con i relativi gralici

60. Un triangolo OAB ha per vertici i punti seguenti:

o(o,o). A(-1.8), 8(6,4)
Determinare le coordinate deli'orlocentro 1J.
AccomDapnare lo s!oleimenlo deali e.erciTi con i relariti Sraticì'
iÈ-;;;;;:,;;;;,,;";d;;; iii |o,,oZ""t,o è it P nto di inco;ùo dette ahezze di un t/ionsoto Per
deteminarc H si può dunque procedere così:

t) si scrive I'equazione de a rcta OA'
lll si sctte I eòuaziotrc della teLtu t, che è peì?€ntlicolaft ad OA e passa per B'
ItI' 't,ne l'eaudzione della ,erra OB,
1i) iiiii,n" tri*,i",e deltd retra s' che è perpendicolare atl oB e passa pet A'
Vt si dercrnnà il puno H di int?n?zione fru t ?d '.
Pe/ completale l'esercizio, si può wificale che Ii rctld oH è perPendicolale alla tettu AB'
s, .ti"* alz.llt\ tl
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61. È dato un triangolo ,48C, che ha per vertici i seguenti punti:
A(-4.r), B(1,4). C(2,-1)

Determinare il pe metro p e I'area S del triangolo ,48C
Si traccia, per ogni vertice, la parallela al lato opposto determinando un altro triangolo ,4'B'C'.
Determinare i ve(ici. il perimetro p' e I'area .S' del triangolo ,4'B'C'.D, S'.
Quanto valgono r rapportr - e T/
Accompagnare lo svolgimento degli esercizi €on i relativi grafici.

a. Tre dei verlici di un paralleÌogramma ,4 BCD sono i punti seguenti:
A(2.t). B(3,2), C(4,s)

determinare il quano vertice D.
Accompagnare lo svolgimento degli esercizi con i relativi grafici.
(Si può procedere così:
I) si determinano le equazioni de e rcte AB e BC,ll) si determina I'equazione dello rena r, che passa per C ed è parallela ad AB,
III) si detemina l'equazione della retta s, che passa per A ed è parullela a BC,N) si detemina il punto D di i tersezioùe fru r ed s.
Si ortiene D(3,4))

63. Di un parallelogramma si hanno le seguenti informazionii
- due lati si trovano sulle rctte a e ò che hanno Ie equazioni

o r:?'-*' ut,=tr,ri
- una delle diagonali si trova sulla retta d che ha I'equazione

dl y=ix-r
Determinare i v€rtici del parallelogramma.
Accompagnare 10 svolgimento degli esercizi con i relativi grafici.
(Si trovano i punti A(3,t), B(-s,-2), C(9,5), D(17,8))

64. I punti,4(2,1) e C(6.3) sono i ve ici opposti di un quadrato; determinare le coordinate degli altri
due ve ici del quadrato.
Accompagnare lo svolgimento degli esercizi con i relativi grafici.
(Dato che è assegnata una delle diagonali del quaùato, è opportuno ricordare che in un quadroto
le diagonali sono uguali, sono perpendicolai fra lorc e si incontruno nel loro punro medio...
Si ottengono i p nti B(5,0) e DO,a))

65. Di un quadrato,4BCD sono date le seguenti informazioni:

- il lato i{B si lrova sulla retla d equazione r= lr- l
- il vertice ,4 ha le coordinate (1.-2)
- il vertice B ha ascissa positiva ed il vertice C ha ordinata positiva.
Determinare le coordinate dei vertici B, C, D.
Accompagnare Io svolgimento degli esercizi con i relalivi grafici.
(Si oi.nso o i punti B(7,1), C(4,7), D(-2,1))

471
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66.

Rette tangenti ad una conica

Gli esercizi dsl 66 aI'E2 richiedono di determin.re le equazioni dè e rette tsngenti ad una conica,
s&lte iD un fEscio pro$io.

Per rbolvere questi esèrcizi è opportuno teherc presenti le consideraziofii svohe nel paragrafo 3.

È data la circonferenza d'equazione
f+Y2-5x+4=0

esaminare i seguenti punti

o(o.o). 4+.i\. B(2.o\

per decidere quale risulta interno al cerchio, quale rìsulta esterno al cerchio e qùale appartiene
alla circonferenza assegnata.
Da ogni punto condurre le tangenti alla circonferenza, quando è possibile; determinare le
coordinate degli eventuali punti di conta(o.
Accompagnare lo svolgimento dell'esercizio con i lelativi gafici.
(Si o ?n1ono da O te rcrp d equazione y=3,11 e v- .3,x: da A si ottiene la rern d equazione
,= i, 4

Ripetere I'esercizio 66 a partire dalla circonferenza d'equazione
x7+y2_x_y=0

e dai punti seguentii

Bil.o) ,( + i) (j j)
(Da B si ottiene la retta d'equazione j=t-l; da A si otengoho le due rette d'equazione y:-x,

Ripetere l'esercizio 66 a partire dalla circonferenza d'equazione
x2+y2_6r_6y+9=O

e dai punti seguenti:
o(0,0), ,(3,1), B(3,4)

(Da O si otte Bono le due rctte d'equaziohe y=0, y=*r; da B si otiene la letla d'equazione

v=4)
69. Ripetere l'esercizio 66 a partire dalla circonfereMa d'equazione

x2+y2_2x_2y+l-0
e dar pùnti seguenti:

/(r,r), 8il . ?-). c(-r.o)\) ),1
(Da C si ottengono te due rctte d'equazione y=0, r!x+!; da o si oxiene Ia letta d'equazione

r-!,+lt
70. Ripetere l'esercizio 66 a partire dalla circonf€renza d'equazione

12+y1_6x+4y:0
e dai punti seguenti:

e(1,-z\. 8(6.0). c(3.2)\J /
(Da A si onenSono le itue rerre d'equazione y=- !x, rlx-+ aa e si ottiene la rena d'equazio'

ne y=]re)

67.

68.
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71. È dala la parabola d'eqìrazione

Y=xt'3x
esaminare i seguenti punti:

,4(-1.0). o(0,0). B(0.1)
per decidere quale risulta interno alla parabola. quale risulta estetno alla parabola e quale si trova
sulla curva assegnata.
Da ogni pùnto condure le ìangenti alla curva! quando è possibile; determinare le coordinate
degli eventuali punti di contato.
Accompagnare lo svolgimento dell'esercizio con i relativi grafici.
(Si ouengono da A le rete d'equazione y:-x-l e y:-9r-9; da O si ottiaÉ Ia retta d'equazione

72. Ripetere l'esercizio 7l a partite dalla parabola d'equazione
Y=-x2+6t-5

e dai seguenti punti:
/4(-3.0), A(0,-s). c(3,5)

(Da C otte,ryono le due rette d equazioke y=2x-1, y=-2x111 7o 3 si oik e la rcta d'equa-
zbne y=ox-))

73, Ripetere I'esercizio 71 a partire dalla parabola d'equazione
y=-x2+5r-4

e dai punri seguenti:
,4(1,0). B(z,t), O(0,0)

(Da O si otenSono le due rette d equazione y-9r, y=x; da A si ottiene la retta d'equazioney-3x-3)
74. Ripetere l'esercizio 71 a partire dalla parabola d'equazione

x:-t2+y+3
e dai punti seguenti:

A(-2.-2). a(3,0), O(0,0)

(Da A si ottengono le due rette a'equazione y=lx-|, ,=ir-l,da B si ottie e td rela
d'eqwzioùe !=x-3)

75. Ripetere l'esercizio 71 a partire dalla parabola d'equazione
x=Zy2-y+t

e dai punti segùenti:
A(3.1.). a(1.0). C(s,2\

(Da C si oÌÌen7o o le d e rctte d equazione r=*,*#, r!,+!; ao B si oliene to rc a
d'equazione y=-tc+1)

16. Ripetere l'esercizio 71 a panire dalla parabola d'equazione
t=-y2-5y-4

e dai punti seguenti:
A(-4.0). r(-s.o). o(0,0)

(Da O si ottengono le due rette d'equa2ione y=-t,.,=-r, da A st o iene Ia rctta d'equazione
1'v=-it-;)

17. È data l'"lli""e d'equazione
x2+4t2=4

esaminare i seguenri punti
/(3,0), op.o). B(0.1)

per decidere quale risulta interno alla conica, quale risulta estemo alla conica e quale si trova
sulla curva ass€gnata.
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Da ogni punto condurre le tangenti alla curva. quando è possibilei
degli eventuali punti di contatto:
Accompagnare lo svolgimento dell'esercizio con i relativi grafici.

1. Pan€ quinta, Esorcizi

determinare le coordinale

78,

(Si ottengo,o da A le rere d'equazione )=J;r-* " 
y=-!-*+]; ttu B si otriene la retta

d equdziòne t=t) vJ V) VJ V)
Ripeter€ I'esercizio 77 a partire dall'ellisse d'equazione

x2+9y2=9
e dai punti seguenti:

,4(2.0). Btvs.;J.
(Dd C si ottengono le due rctte

d'equazione y=-$,+])
79. Ripetere I'esercizio 77 a partire dall ellisse d'equazione

lr+4/r=8
e dai punti seguenti:

A(0,-2). B(-2,1), C0,l)
(Da A si onengono le due rete dequazione y:-It-2, y=!J_2; da B si o iene la retta'2
d equazone y: i)t +z)

Ripetere l esercizio 77 a partire dall'iperbole d'equazione
xy:2

e dai punti seguenti:
A(2.-3), B(-1,-2',), c(2.2)

(Da A si ortet4ono le due rcre d'equazione y:-rr-2,f -tr+a: da B si o iene la reta
d'equazio e y=-2x+6)
Ripetere I'esercizio 77 a partire dall'iperbole d'equiuione

e dai punti seguenai:

At2.-3). 8(-l .-ll. cQ.4)\i r/
(Da C sì otengono le due rette d'equazione y=4r-1, y=4r+l; da B si ortiene la rertaJJ'Z
d equazone y=it-i)
Ripetere l'esercizio 77 a parlire dall'iperbole d'equazione

e dai punti s€guerti:
A(1,3). B(1,4), c(r,s)

(Da A si ottengono le due rctte d'equazio e y=-x+4, ,=-qx+12; da B si ottiene la rcta
d'equazione y=-4x+8)

GIi esercizl dall'83 el 98 richicdono di s4egliere le tangenli ad una conrcr in un fascio improprio dl

Per questi esercizi si imposra a1 procedimento atnlogo a que o seguito per isolwrc qli esercizi dal
66 all'82; si coksi.tera il sistena formato dall equazione de a conica e dall'equazione del fascio di
rette; si ottengono quindi le tange ti tichieste determinando i valori del parumetrc per cui il sistema
ha due soluzioni cohrcide ti.

c(0,2)

d'equazione y= ,{trx+2, r-$r+z; da B si ottiene ta re a

80.

81.

42.
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83. Scrivere Ie equazioni delle rette che sono parallele alla relta r d'equazione

Y=-3x+2
e risultano tangenti alla circonferenza d'eqllazione

x2+t -3x-7y+r2=0
Dererminare Ie coordinate dei punti di contatto ed accompagnare Io svolgimento dell'esercizio
con i relativi grafici.
(ll farcio di rette parullele allo rctta r ha eqtazione y=-3x+k; le due rangenti richieste si oiengono
per k=13 e k=3)

44. Ripetere l'esercizio 83 per delerminare le rette che sono perpendicolari alla retta r d'equazionc

,=1.-+
e sono tangcnli alla circonlerenza d equazrone

r:+], &r-)+7=0
(ll fascio di rette perpendicolari alla retta t ha equazione y:-3r+k' le tangenti si o enqono per

85. Ripetere l'esercizio 83 per determinare le rctte che sono parall€le alla rerta r d'equazione
,r'=Zr+5

e sono tangenti alla cilconferenziì d'equazione
x.1+),.-4x 6y-7:0

( fascio di rette perpendicolari alla rcta r ha equazione t=2x+k; le tatryenti si o enqono per
k=-11 e k=9)

86. Ripetere I'esercizio 83 per determinare le r€tte che sono perpendicolari alla retta r d'equazione
)=x-8

e sono tangenti alla circonfelenza d'equazione
x1+y2+2x_6y+75=0

(llfa$cio di rette peryendicolari allo rctta r ha equszione y= tt+k; le tangenti si one gono per k-l

t1. Ripetere I'eserci?io 83 per determinare le rette che sono parallcìe alla retta / d'equazione
)=-r+1

e sono tangenti all ellisse d'equazione
x2+3y2=72

(ll fascio di rette parallele alla retta t ha equaziott j=-x+k le tongent' si ottengono pet k:4 e

88. Ripetere ì'esercizio 83 per determinare le rette che sono perpendicolari alla retta / d equazione

y=;r- |

" .ono ,urr"n_,, all'ellisse d'equazion€
2x2+3J1=6

(tl fascio di rctte peryefidnolari alta rc arhaequazioney=-2,x+k: Ie tungenù si ottengono per
,. \,m ,. {i0 .

89. Ripetere I'esercizio 83 per determinare le rette che sono parallele alla r€ita r d'equazione

,+2x+ 10

e sono tangenti all'ellisse d equazione
r2+3)r=3

ul lascjgdi rctp parutlete atla rcua t ha equazion? y=2Ì-k: le tù Be ti si ouengono per k=lT3 e
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90, Ripeterc l'esercizio 83 per determinare le rette che sono perpendicolari alla retta r d'equazione
1-y=_.it+5

e sono langenli all iperbole d'equazione

-,=_]'Ò
(Il fascio di rctte peryendicolari alla rclto r ha equazione y=Jt+k: le nngenti si ottengono per
r=1e *= 4t

91. fupetere I'esercizio 83 per determinare le rette che sono parallele alla retta / d'equazione

)=-4n+ 15

e sono langenli all iperbole d equazione
tY=4

(ll fascio di rette paru ele olla rctta r ha equazione y:-41+k; le tangenti si ottenSono per k=8 e

92. Ripetere l'esercizio 83 per determinare le rette che sono parallele alla retla I d'equazione

v=-»- 13

e sono rangenri all iperbole d equarione
xY=2

(ll fascio di rc e patullele alla rena r ha eqmzione y=-2t+k le tangenti si ottenSono pet k=4 e

93. Ripet€re I'esercizio 83 per determinare le rette che sono perpendicolari alla retla r d'equazione
y=--r-3

e sono rÀngenri àlla parabola d equazione

Y:r'?+8r+15'
(Il foscio di rette peryendicolari alla rctta t ha equazione y=x+k; si ottiene una sola langente per
k=4)

94. Ripetere I esercizio 83 per determinare le rette che sono parallele alla retta r d'equazione

/=3n-6
e sono rangenri alla parahola d equazionc

Y=x2-3x+2'
( fascio di re e patullele alla retta r ha eqùaziohe y=3r+k; si ottiene una sola tangenle pet k=7)

95. Ripetere l'esercizio 83 per delerminare le rette che sono Perp€ndicolari alla retta / d'equazion€
1Èy=_ix_yj

e sono langenti alla parabola d equazione

)=lr-6'r+5
(It fascio di rctte peryendicolai alla retla t ha equazione ,=4t+k; si o iene una sola tangenle pet

96. Ripetere l esercizio 83 per determinare le retle che sono parallele alla retta . d'equazione

}= -x+13
e sono tangenti alla parabola d'equazione

r--Y2-8'+15
( fsscio di rete psrallele alla rcoa r ha equazione y=-x+k; si o(iene u d sola tangente pet
k=4t
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yr. Ripetere I'esercizio 83 per determinare le rette che sono p€rpendicolari alla retta r d'equazione

Y=4x-7
e \ono langenli alìa parabola d equazlone

.r=)!-6Y+5
(Il fascio. di rette perpendicolari alla retn r ha equazrcne y=-tx+k: si otiene una sola tangente

9t. Ripeteie l'esercizio 83 per determinare le rerte che sono parallele alla retta r d'equazione
t2

e sono langenti dlla parabola d equazione
x=Yx-4t+3

(Il lascio di rette perpetdicolai alta rcka t ha equazione y=-tt+k: st o ictrc a sola tokge te

Problèmi vari

Gli esercizi dal 99 al ll2 conducono s determinare le tangenti ad una conica in un fasclo Foprio o
tmproprio, ma richiedono arche dl ial€rsl di nozioni esposte nei paragroli precedentl,

». È data la parabola d'equazione
y=x7+k-3

Determinare le coordinate dei puoti ,4 e B. in cui la curva interseca l asse dellc Ì.
Scrivere Ie equazioni delle rette r,{ e rr, tangenti alla parabola in A e in B.
Calcolare le coordinate del punto P di inr€rsczione dellc retle ri e rs; verificare che P si trova
sull'assc di simmetria della parabola.
Completare lo svolgimento dell-esercizio con i relativi grafici.
(Si ottenSono i puìtti A(-3,0) e B(1,0), le rctte ta) y=-4x-12 e rB) y:h-4, il punto P(-l,-8))

100. È dala la parabola d'equazione
Y=-x2+4x

Determinare le coordinate dei punti O e ,4, in cui la curva interseca la rctta à. bisettrice del I e III
quadrante,
Scrivere l eqùazione della retta l. parallela a , e tang€nte alla parabola.
Indicati con O' e A' le prciezioni ortogonali di O ed ,4 sulÌa retta r. calcolare larea S del
rctt^ngolo OAA'O' -
Completare lo svolgimento degli esercizi con i relativi grafici.
6i otten7ono i p nti Ot0.0) ? At3.3t. la rcno ù v=t t X. tuea S= 2l l

l0r. È dala la parabola d equazione
x= -y2+4y

Determinare le coordinate dei punti ,4 c B. in cui la retta r d'equazione
Y=-x+4

incontra Ia parabola.
Scrivere le equazioni delle rette rà e rs. tangenti alla parabola in,4 c in à.
Calcolare le coordinare del pùnto P di intcrsezione d€lle rexe L e rB.
Determinare l area S del (riangolo P,48.
Completare lo svolgimento degli esercizi con i relstivi grafici.
(St oren1ono r punti At3.t). eO.tt. e(o.)): to,"u S=*)
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102. E data la parabola d'equazione
x=-y2+4

Determinare le coordinate dei seguenti punti:
- A e B, in cui la curva inconrra I'asse delle ).- C. in cui Ia curva incontra l'asse delle r.
Determinare I'equazione della retta r, parallela alla bisenrice del I e IIt quadrante e tangente alla
parabola; indicare con I il punto di contatto.
Delerminarc l'area S del quadrilatero .4BCf.
Completare lo svolgimenlo degli esercizi con ì relativi grafici.
tsi otte Bono i pu ti At0.2). Bt0.-2). Ct4.0). r(4 . !,): ,o,", 5=)l t' \ 4 2t 4

103. Sono date le due parabole d'equazione

J=t t. )= 16 +4

Determinare le coordinate dei punti,A e B di intersezione fra le due curve.
Scrivere le equazioni delle tang€nti a ciascuna parabola nei punti,4 e B, verificando che le due
tangenti condotte in uno slesso punto sono perp€ndicolari.
Accompagnare ìo svolgimento degli esercizi con i relativi grafici.
(Si ottengono i punti A(4,3) e B(-4.J): te rele d equaziotrc y=2t-5, y=-!x+5, y='21-5,
,= j **.>r

104. È dam la circonferenza d equazione
rr+)r_3r_4)=0

La curva incontia gli assi cartesiani nei punti ,4 c R. oltre che in O; delerminare le coordinate dei
Punti .4 e B.
Scrivere le equazioni delÌe ungenti alla circonferenza in A. B. O.
Determinare l area S del quadrilatero che le tangenti precedenti formano insiem€ alla retta,48.
A.compagnare lo svolgimento degli esercizi con i relativi Brafici.
(St otlen4ono i puuti At3.U. Bt0.1t: l? ren? d'equarior" y=)r.e. r3rr'1. r lr, f**
- 2',

105. È data la circonferenza d'€quazione
x2+)r_&r_9=0

Determinare le coordinare dei punti di inte.sezione della curva con l'asse delle Ì, indicando con ,4
il punto di ordinata posiriva.
Tracciare per A la retra r parall€la all'asse delle x e determinar€ Ie coordinate dell'altro punlo B.
in cui r incontra Ia circonferenza.
Scrivere le equazioni d€lle rett€ q e t, tangenti alla circonferenza in ,4 e in B.
Calcolare le coordinate del punto D di intersezione delle due tangenti a, e rr.
lndicato con C il centro della circonferenza, calcolare l'arca S del quadrilatero ,4DBC.
Accompagnare lo svolgimento degli es€rcizi con i relativi grafici.
(Si oiengono i pu,1ti A(0,3), B(8,3), te rc\rc t^) y=!r+s,,"t y=-!r+!, ,t or^" O(4!),
,, - t00.

106. È data la circonferenza d'equazione
r1+t2+4x-2y-20

ed il punro P(5.0).
Scrivare le equazioni deìle tangenti condotte da P alla circonferenza, determinando le coordinate
dei punti di contatto f e f'.
Verificare che le due tangenti sono perpendìcolari fra loro.
Indicaro con C il centro della circonferenza. calcolàre il perimelro P e l'area S del quadrilatero
CTPT'.
Accompagnare lo svolgimento degli escrcizi con i relativi grafici
(Si otensono te rette d'equazione y=Jx-I, r-!r* !, p:20, t arca S=2s)
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107, Sono date le circonferenze che hanno le equazioni seguenti:

479

*+y2-4x+2y=0, f+!2+x+2y=0
Det€rminare le coordinate dei loro punti di intersezione,4 e B. scrivendo l'equazione dell'asse
radicale.
Scrivere le equazioni delle tangenti a ciascuna circonferenza nei pufiti,4 e 8. verificando che le
due tangenti condotte in uno stesso punto §ono perpendicolari,
Determinare I'area.§ del quadrilatero che ha per lati le quattro tangenti.
Accompagnare lo svolgimento degli esercizi con i relativi grafici.
tSi ottiene S:Is2

108. Sono date Ia circonferenza e Ia parabola ch€ hanoo le segu€nti €quazioni:

r2+y2-10r+9=0, ,=+
Verificare che le due curve si loccano in due punli / e 8; calcolare le coordinate di A e di B.
Scriv€re Ie equazioni delle tangeflti alle curve nei punti ,4 e B.
Determinare le coordinate del punto C, d'intersezione delle due Ìangenti.
Calcolare I'area .§ del triangolo ,48c.
Accompagnare lo svolgimento degli esercizi con i relalivi grafici.
(Si oiengono i punti A(3,{1?), 8(3,-112), le rcre
punto C(-3,0), I'area 5=6!12)

109. Data I'ellisse d'equazione

t^t y=$*tB. ,"1 ,= Ér,-t1:, ir

x2+4y1=8
Scrivere I'equazione delle seguenti rette:
- rr e tr, tangenti all'ellisse condotte da A(0,2), calcolando le coordinate dei punti P e O di

- rl, tangente all'ellisse in À(2.-1).
Si ottiene un triangolo ABC, circoscritto alì ellisse; delerminare lc coordinate dei vertici B e C
Scrivere le equazioni delle tre rette che congiungono un vcttice col punlo di contatto del lato
opposto e verificare che queste tre rette passano per uno stesso punlo.
Accompagnare lo svolgimento degli esercizi con i relativi grafici.

110. È data l'iperbole d equazione
xY=2

Scrivere I'equazione delle seguenti rette:
- t e 12, tangeoti all'iperbole condotte da A(-3,2), calcolando le coordinate dei punti P e O di

,:. ransente allioerbole in RIo.l'\' t J,/
Si ottiene un triangolo,4BC, circoscritto all'iperbole; delerminare le coordinate dei vertici B e C.
Scrivere le equazioni delle tre rette che congiungono un vcdcc col punto di contatto del lato
opposto e verificare che queste tre rette passano per uno stesso punto.
Accompagnare lo svolgimento degli esercizi con i relativi grafici.
Svolgendo gli esercizi 109 e 110 si è veÌilicato in due casi particolari il seguente teorcma doyuto a
Ceia (1648-1734): .se un,riatEolo è circoscrino ad una conica, le congiungenÌi i v?ttici ton i punli
di contatto dei lati opposti passano per uno stesso punto».

lrl. È dato il triangolo ,48C, che è inscritto nell'ellisse d'equazione
xr,yt ,-t- 16 -'

ed ha per vertici i seguenti punti:

ol_q l_2 \ a/r r! ì cl:._19\\ 5/ \ 5/ \ )/
Determinare le equazioni delle seguenti rette:
. AB. BC, CAI
- t^, langente all'ellisse in -4,
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- tB, tangente all'ellisse in I,
- tc, tangente all'ellisse in C.
Determinare le coordinate dei seguenti punti:
- P, d'intersezione di AB con tc,
- 0. d'intersezione di,4C con rs,
-- À, d'intercezione di BC con ta.
Verificare che i punti P. Q. À stanno su una stessa r€tla.
Accompagnare lo svolgimenro degli esercizi con i relativi grafici.

ll2. È dato il triangolo.4BC, inscriato netl'iperbole d'equazione
rY=4

il triangolo ha per vertici i seguenti punli:
/(-1.-1). B(r.4). C(4.r).

Deierminare le equazioni .lelle 'eguenli rctte:
_ AB. BC. CA,.
- tn, Ìangenre all ipcrbole in ,4.
- te, tangente alliperbole in B,
- rc, tangente all'iperbolc in C.
Determinare L'coordinate de! seguenli punti:
- P. d intersezione di AB con rc,
- O, d intersezione di ,4C con ,8.
- À, d'intersezione di BC con tr.
Verificare che i punti P. 0. R stanno su una stessa retta.
Accompagnare lo svolgimento degli esercizi con i relativi gmfici.
Svolgendo gli esetcizi 111 e 112 si è wrificato, in due casi particolai, il seguente teorema dovuto a
Canot (1753-1823): "se uù ùia golo è i,tscti.to in utru co ica, le inte6ezio i dei lan con le tanSenti
nei vertici opposti stanno s una stessa rella»,

Coniche che soddisfano condizioni assegnate

Coniche che passano per dei punti assegnati

Gli esercizi dal ll3 el ll8 conducono a scrivere l'equezione dl circonferenze che passano per tre
punti non allineati.

Per isolverc gli esercizi è oppo uno teùerc prcse ti le considetazioni svohe nel p1raqrufo 4, ricor"
dando. in panicolarc. l? seguenti ozioni:
- l'equazione di una circonlercnza è semprc del tipo P+y'+ox+by+c=0, (1)
- una cuna passa per uù punto solo se le coordinate del punto soddisfano I equazioke della cwva,
- sosituendo le coordi ate di u punto dato nell'equazio e (1) si otiene un equazione nelle

incog ite a, b, c,
- si dèbbono de.emi arc i valori di a, b. c, i modo che le coordinate dei trc punti assegnati

soddisfino l equazione (l),
- i defnitiva si è condotti s ritobere h sistena di tle equazioni nelle tre i cog ite a, b, c.

ll3. Scnvere l-equazione della circonferenza che passa per i lre puflti seguenti:
/(0.1). B(1,2). C(-3,0)

Crmpletare Io svolgimento dell'esercizio tracciando il grafico della curva ottenuta.
(Si ottiene x2+f2+6x 10!+9=0)



1. ParùE quinla. Esercizi

ll4. Ripetere I'esercizio 113 a partire dai tre punti seguenti:
,4(0.-1), B(1,-2), c(1,0)

(Si ottiene x'? +y2 -2x+2y + 1 :0)
ll5. Ripetere l'esercizio 113 a partire dai tre punti seguenti:

A(-3,2), B(4,1), c(0,-7)
(Si ottiene xr+f +4y-21 =0)

116. Ripetere l'esercizio 113 a partirc dai tre punti seguenti:
.{(-1,1), B(3,3), c(2,0)

(Si ottiene i +y2 -2x-1y =0)
ll7, Ripelere I'esercizio 113 a panire dai lre punti seguenri:

A(-1,4), B(s,4), c(3,0)
(Si ottiene x2+t2 4x-6y+3:0)

116. Ripetere I'esercizio 113 a partire dai tre punti seguenti:

,4(o.I). Bt-2.0t. .(j :)
(Si otiene x2+y'z 2x-4y-8:0)

481

Gli esercizi dal 119 al 128 fichiedono di scrlvere l'equazione di uBa parabola che abbia l'ssse di
simmetriÈ parallelo ad uno degli assi coordinati e passi per tre punti assegrati

Per isolverc gli esercizi ci si basa sullo stesso ragionamento seguito per risolvere 9li esercizi dal 113
ol I18. ticordando b seeuenri nozioni:
- una parabola con l'asse di simmetria parallelo all'atse delle t ha sempte un'equazione del tipo

y=axr+bx+c, (2)
- una parabola con l'ass. di si metia parullelo all'asse delle x ha semprc un'equazione del tiPo

x=ay,+bt+c, (3)
- una curva passa pet un punto solo se le coordinak del puhto soddislano l'equazione de a curva,
- sostituendo le coordinate di un punto dato nell'eqùazione (2) (o ne 'equaziotrc (3)), si ottiene

un'equazione nelle incog ie a, b, c,
- si debbono determinarc i valoi di a, b, c, in modo che le coo inate dci tre punti assegnati

soddislino |equazione (2) (o l'equazione (3)),
- in definitiva si è condotti a risolveÌe u sistema di ùe equazioni nelle tre incoSnite a, b, c

ll9. Scrivere l'equazione della parabola con asse parallelo all'asse delle y e pas§ante per i seguenti
punti:

,4(0,-1), B(-2,-7), C(2,-3)
Completare lo svolgimento dell'esercizio tracciando il grafico della curva ottenuta.
6i oùene I'equazione y=-x'1+x-l)

120. Ripetere I'esercizio 119 a partire dai seguenti punti:
,4(1,3), B(-3,3), C(-1,-1)

(Si ofiene Y=r'1+2r)
121. Ripetere l'esercizio 119 a partire dai seguenti punti:

A(0,4), B(2,2), C(-1,2)
(Si otie,te Y=-x'z+x+4)

122. Ripetere l'esercizio 119 a padre dai seguenti punti:
A(t,-3), B(2,0), c(0,-4)

(Si ouiene Y=x'z-4)
123. Ripeterc I'esercizio 119 a partire dai seguenti puflti:

A(t,-2), B(0,1), c(-1,-6)
(Si oriene y=-4azar111
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124. Scrivere l'equazione della pambola con asse parallelo all'asse delle r e passante per i segùenti
punti:

A(4,2). B(-5,-l). O(0,0)
Completare lo svolgimento dell'esercizio. Ìracciando il grafico della curva ottenuta.
(Si ortiene I'equazione x=-r:+4y)

125. Ripetere I'esercizio 124 a partire dai seguenti punti:
A(1.2). B(4.-4). O(0,0)

(5t outene x= -1)t )

126. Ripetere l esercrzro I24 r partire daì seguenti punrì:
.4(3,0). B(0.3), C(4,1)

(Si otiene x=-f+2y+3)
127. Ripetere l'esercizio 124 a partire dai seguenti punti:

A(4.0). B(0.2). c(l.r)
(Si ouiene r=)'-4y+1)

126. Ripetere I esercizio 124 a partire dai seguenti pùnli:

Ae.t\. B(0.3). cfl ,\'\z 'l
tsi oràene e-!i+t+ ll' ), . )l

Gli esercizi dal 129 el l33 dchiedono di scriverc l'equszione di un'ellls§€ che abbie il c€trtro O(0,0),
gli assi sugli sssi coordinati € passi per due punti ass€gn.ti,

Per isolvere gli esercizi ci si basa sullo stesso ragionafiento seguiro pet isolvere gli esercizi dal 113
al 126, rnordando le scguenti nozio i:
- un'ellisse che abbia il ce tro in O(0,0) e gli ossi sugli a.tsi coordinati ha sempte un equazione del

tiDo a- + l-=1 t4)

- una cun a passa pet u pu ro solo se le coortlinate del pu ro soddìslano I'equazione della cutva,
- sostitueido le coordinate di uù punto dato ell'equazìo e (4) si otie e u 'equazione ne e

incognite a, e b2,
- si debbono deteminarc i valori di a, e b2. in modo che le coodinare dei due punti assegoti

soddbfino l'equazione (1) ,
ifi delinitiva si è condolti a risolrere rut sbtema di due equazioni nelle due incognite a2 e F.

129. Scrivere I'equazione dell'ellisse che abbia il centro in O(0.0), gli assi sugli assi coordinati e passi
per i seguenti punti:

Alv3,+1. B(-2.r))\ 2t
Completare lo svolgimento dell esercizio tracciando il grafico della cu a ottenuta.
(Si ottiene l'equazione ì+y,=l)

130, Ripetere l'esercizio 129 a partire dai seguenti punti:

A(0.2). ,(O.+)

éio ieùe Iequozn eìi+i:t)
l3t. Ripetere l'esercizio 129 a partire dai seglenti punti:

A(-5-or. rl:r.lè\\ )/
(si ode e t equazio e ;a+;=t)
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132. Ripet€re l esercizio 129 a partire dai s€guenti punti:

At4.o\- s/-:-41' \ )l
(Sio ie e l'equozio,rc:2t+h=It

cli esercizi dal f$ al 137 richicdono di scrivere l'equazione di ùn'ipcrbol€ che abbia gli sssi
coordrnati com€ asintoti e pa§si p€r un punto .s§egnato.

Per risolvere gli esercizi ci si basa sullo stesso tuBio a ento seguito per risolvere gli esercizi dal ll3
al lJ2. ticordqndo le leguenti ozioni:
- u 'iperbole che abbia gli assi coordinati come asintoti ha sempre un'equazio e del tipo xy:k, (5)
- una curva passa pet tot punto solo se le coordinate del punto soddisfafio l'equazione della curvo,
- sostituendo le coodinare di ufi punto daro nell eqnzione (5) si onieìrc un'equazio e nella sola

incoqnita k.
133. Determinare I'equazione dell'iperbole. che ha gli assi coordinati come asintoti e passa per il punlo

A(-2,1).
Completare lo svolgimento dell'esercizio. tracciando il grafico della curva ottenuta.
(Si ofie,re xy: 2)

t34. Riperere Ierercirio :33 a parnre dul prr. ,(1. ll
-1(st otfle,te xY: 6)

135, Ripetere Ie\ercizio I33 a parrire dal prn. e(1. Zì

(Si ottiene xy: 3)

1.36. Ripetere t eserczro 133 a prn,'. arf p*,o X(j .l)
(Si oltiene xY=;)

137. Riperere l esercù,o 133 a parrire dal ,r*" O(+.-o)
(Si otieke xy=-L))

Equazioni di coniche che soddislano varie condizioni

Lo svolgimento degli esercizi dal 113 al 137 susgeris.e qualche considerazione più ge,rcrule-

I) L'equazione di una circonferenza che ha il ce tro C(p,q) ed il raqgio lungo t si può s.iveft

(x-p)'?+(y-q)'.:F,

x2+yr+a\+by+c=0
In ambedue i r]nsi I equazione dipende àal valore di fie coefficienti; perciò a a circo lerenza §i
possono ihpo e rre io dizioni dalle quali icawre il talote dei ne coe.fficienti.

II) L'equuzione di u a parabola con t'assc paralelo ad o degli assi coo inati si §ctivc nello

Y=aa'1+bx+c,
oppure nella forma

x=af +b),+c
ln ambedue i casi l'equa.ione dipende da tre coefficienti (4, b, c); Wrciò a queste coniche si
porrcno impottc trc àndi-io i datte quali ncuva; il valorc dei tc cocll i?ùti.
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III) L'equazioùe di un'ellisse con centro in O(0,0) e gli assi sugli assi coordinati si scriw nella

x,,}l ,

e dipende dunque da d]oe coefrcienti (a2 e F); perciò a queste ellissi si possoùo irnpo e due
condizioni dale quali ricavare il yalorc dei due coefficienti.
N) L'equazione di un'iperbole con gli assi ca/tesiani come asintoti si sciye nella forma

rY=k
e dipende dunque da un solo coefficiente (k); perciò a queste ipeùoli si può imporre ]una sola
condiziohe dalla quale icawrc il valore del coelficie te.
Finom le condizioni imposte ail una co ica sono state ileteminate .lat passaggio per tanti punti
qunnti sono i @efficie ti da dere ninare, ma si possono impone alle conicùe anche altri tipi di
condizione.

Gli esercizi del 138 al lS7 conducono, appunto, a d€termltrar€ le equazioni di coniche ch€ soddisfa-
no varie condizioni e richiedono di ficordere ariche nozioni csposte nei cspitoìi pre.€denti.

l3t. Scrivere I'equazione della parabola che ha l'asse paraìlelo all'asse delle r, il vertice y(2,1) e passa
per A(0.-3).
Completarc lo svolgìmento dell'esercizio tracciando il grafico della curva ottenuta.
(Si impone che la parubola passi per A e pet V. Occorre inolre impofte che V sia prcp o il yetuice
della parabola; questo si può realizzare in vari modi, Iru i quati se*naliamo i sequeni:A.ll tmpotre che t$uttt -i;=2,
2) imporrc che la parabola passi anche per il punto A'(1,-3), simmetùco di A rispetto all'asse

d'equazione x=2...
Comunque le condizioni assegnate sono tre e la parabola è ben determinaÌa; ri ottiene
Y=-x'.+4x-3)

139. Scrivere l'equazione della parabola che ha l'asse parallelo all'asse delle x, il vertice y(-1,1) e
passa per O(0,0).
Completare lo svolgimento dell'esercizio tracciando il grafico della curva ottenuta.
(vedi le ossenazioni espose nell'esercizio precedeùte; si ortkne x=t2-2y)

140. Scrivere l'equazione della parabola che ha l'asse parallelo all'asse delÌe ), il vertice y(1,4) ed è
tangente alla retta r d'eqÙ'àzior.e y=-bc+1.
Completare lo svolgimento dell'esercizio tracciando il grafico della curva ottenuÌa.
(occote cordare che una parabola d'equazione y=ax2+bt+c è ta gente alla rcna r, se il sistema

I Y=a.x'+bx+t
I Y= 2x+7

ha due soluzioni coincidenti.
Rbolvendo ìl sistefia, pet esefipio col metodo di sottrazione, si arriva a scrivere

J ax,+(b+2)x+c 7=0
I v:-2\+7

Si oniene un sistema con le due soluzio i coucidenti se ri:uba
l=(b+21t-4a(c-7)=0.

Le condizioni che si impongono alla patubola sono sncora una roha tre, che sono riassunte nello

- passassio pq V(1,4), cioè

- V(1,4) veiice, cioè b =t
- ta genzq alla lela r, cioè (b+2),-1c(c-7):0.
Si imposta così un sistema di tre equazioni ne e tre incognite a, b, c; conviene procedere per
sostituzione: si icava b dalla 2' equazione e lo si sostituisce nella 1', ottenendo anche c in funzione
di a...
Si ottiene y=-t,+21+3)

l4l. Ripetere I'esercizio 14O. dati il ve ice v(2,-4) e la retta r d'equazione )=2.r-9.
(Si otiene Y=x')-lr)



1. Parre quinra. Esercet 485
142. Ripetere I'esercizio 140 con una parabola che ha l'asse parallelo all'asse delle n, il venice y(4,2)

ed e lungente alla rerta / d equa/ionc y- -1 r.
(Si ottiene x=-y'z+4y)

143. Ripetere l'esercizio 140 con una parabola che ha l'asse parallelo all'asse delle r, il vertice y(2,4)
ed è tangente alla retta r d'equazione ):-x+7

-1--(5r oluene x=-iy:+y+Jl
144. Scrivere l'equazione della parabola che ha l'asse parallelo all'asse delle y, passa p€r i Punti

,a(0,-a) e -8(1,-3) ed è tangente in I alla retta r d'equazione y:2r-5.
Completare lo svolgimento dell'esercizio tracciando il grafico della curva ottenuta.
(Tenere prese, i le considerazioni svohe nell esercizio 140; si ottiene y=x' 4)

145. Ripetere l'esercizio 144 per una parabola che ha l'asse parallelo all'asse delle .t, passa per i punti
A( 7,-2) e B(-a.- l) ed è tangente in B alla retta t d'equazltone y=2, 2
(Si oniene x=-Y'. 3)

1,16. Scrivere l'eqìiazione della parabola che ha I'asse parallelo all'asse delle ), passa per i punti
,a(-1,1) e A(2,1) ed è langente alla retta r d'equazione )=n+3.
Completare lo svolgimcnto dell'esercizio tracciando il grafico della curva ottenuta-
(Tenere prcsenti le consideruzioni svohe nell'eselcizio 140. ln questo caso non è dato il punto di
tongenza e si o engono due parubole che risolvono il proble a; si ha: y:-xz'rr1j,
v=-1r'- l.r-11 . l rctprcnrc i dke suhati)99

147. Rip€tere I'esercizio 146 per una parabola che ha l'asse parallclo all'asse delle x, passa per i Punti
.a(3,0) e B(0.3) ed è Ìangente alla retta . d'€quazione

t7,_i^_,
(Si ouengoto Ie due.patab.ole che hanno le equazioni se1uenti: r: ,:',2y1j , x=-ly'+Jy4.
Interyrctare i due risuhati)

lrl8. Scrivere l'equazione della circonferenza che è langente all'asse delle r nel punto,4(-3,0) e passa
per il punto B(0,1).
Completare lo svolgimento dcll'esercizio tracciando il grafico della curva ottenuta.
(Occorre co arc che u a circot*re za d equazio c x2+y'.+o.+by+c=0 è ti Sente all asse
delle x. se il sistems

! x,+y,+ù+bi+t=0
I v=0

ha due soluzioni coi,tcide ti.
Risolvendo il sistema.ol metodo di sostituzone si antva u tciveft

[ Ì+ar+c=0
I r=o

Si ottiene un sistema con le due sofuzioni coi,lcide ti se risuha
l:a,-4c=0

Le condizioni che si impongono alla parabola sono ancora una vollo tre, che sono riassunre nello
schema seguente:

- passa4gio per A(-3,0), cioà 9-3u+c=0,
- patsag*io pet B(0,1), cioà l+b+c=0,

tangenzo all'asse delle x, cioè a')-lc:o.
Si imposta così un sistems .li tre equazioni nelle tre incognite a, b, c; cottrie,E prccedere Pet
sostiizione: si icat'| c dalta 1" equàzio e e lo si sostituisce ella 3'. ottenendo il valore di a...
Si otiene x')+f+6x- l0y+9=0)

149. Ripetere I'esercizio 148 per determirure la circonferenza che è tangente all'asse delle y nel punto
.4(0,1) e passa per B(1,2).
(Si otiene ,,+y, 2x-2y+l=0)

150. Ripetere l'esercizio 148 per determinare la circonfercnza che è tangente alla retta r d'equazione
ya-2t+7 nel punto .4(3,1) e passa per B(-3 3)
(Si ouiene x'? + Y'? +2x+2Y- 1 8=0)
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l5l. Scrivere I'equazione della circonf€renza che è tangente all'a§se delle Ì, passa p€r i Punti A(0,1) e
B(r,2',).
Completare lo svolgimento dell'esercizio tracciando il grafico della curva ottenuia.
(Confiontare quest'esercizio co l'esercizio 1/8. Oru no è dato il punto di tangenza e si o efiSono
due circonlerénze che risolvono il problema; sono x2+y2+6x 10!+9=0 e x'z+y2-2x-2y+l:0.
I terprcrare i due isultati)

152. Scrivere I'equazione della circonferenza che è tangente all'asse delle l. passa per i punti /4(1,0) e
B(2,1).
Completare lo svolgimento dell'esercizio tracciando il grafico della curva ottenuta.
(Conftonrare quest'esercizio con I'esercizio 149. Oru non à dato il pu to di tangenza e si otlenqono
due circonlerenze che risolvono il problema; sono x2+i2-10x+6y+9:0 e F+y2-2x-2y+l=0.
Interprctare i due risukati)

153, Scrivere l'equazio[e della circonferenza che ha il centro C(-1,-1) ed è tangente alla retta s
d'eqluazio':.e y= Lt+1
Completare lo svolgimento dell'esercizio tracciando il grafico della curva ottenuta.
(Si oxiene un procedimento moho rupido, ticordando che la tangente è perpendicolare al raggio nel
punto di tangehza. Si può dunque deteminare la lunghezza del raggio, calcolando la di§tanza di C
dalla reda s, valendosi della lomula esposra nell'esercizio 52 a pag. 469.
Si oliene (x + 1 ), + (J + 1 )'1 = 20)

154. Ripetere I'esercizio 153 per determinare la circonferenza che ha centro C(3,0) ed è tangente alla
retta s d'equazione y=]r+l
(Si ottiene (x- 3)'?+Y'.=5)

155. Scrivere I'equazione dell'ellisse che è tangent€ alla

"(-'8,+)

.E
retta s d equazione )=+r+2 nel punto

Completare lo svolgimenro dell'esercizio tracciando il gràfico della curva ottenuta.
(Si iegue un prcc.dimento analogo a quello esposto negli esercizi 140 e 118; si ottietle
xr+4yr_4=0)

156. Ripetere l'esercizio 155 per scrivere l equazione dell ellisse langente alla retla r=+r-2 nel punto
B(2.- r).
(Si ouiene x'+1)'=9)

157. Scrivere l'equazione dell iperbole. che ha 8li assi cartesiani come asintoti ed è tangente alla re(a
d'equazione )=_4i+8.
CoÀpletare lo svolgimento dell'esercizio tracciando il grafico della curva ottenula.
(Basia una sola coidizione, che si i po e con un proc.dimento unalogo a qtello seguib negli
esercizi 140 e 118. Si ottiene ry=4)

lst. fupetere l'esercizio 157 per determinare I'iperbole tangente aÌla retta d'equazione ):-2.r 4.
(Si otiene xY=2)

Fasci di coniche

Fasci di circonterenze

Gli esffclrl dal 159 al 165 indicano due §ole condizioni da imporre ad uns circonferenza
corducono quindi a s$iverc le eqùarioni di etcutri fssci di circotrferenze; successivamente
richl€sto dl individuar€ quslcuna delle circotrferenzc del fascio.

Pet isolvere 9li esercizi è necessaio tener prcsetti le ozioni esposte nel paragrafo a'

159. Scrivere ìl fascio di circonferenze che passano per A(1,2) e B(1.3).
Come laria il centro C delle circonferenze?

è
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Delermrnare la curva del rasc;o pa5§ante per P(2.3) e rracciarne il gralico.
( L'uhima circonlerc .a,1r1r;"ya 2 .rt,yt - jy -6y I §=91

160. Ripetere l'esercizio 159 per il fascio di circonferenze che passano per,4(0,2) e B(2,0).
Determinare la curva del fascio paisante per O(0,0)
(L'ullima circonferenza richiesta è x, +)i -2x-2y=0

16l. Ripetere I'esercizio 159 per il fascio di circonferenze che passano per,4(1,3) e B(2,3).
Determinare le curve del tascio tangenti alla retta s d equazione y= lr- j .

(Le uhime circonferenze ichieste soìto 12+y2-3x 5l+8=0 e x,+t2-3x-13y+32=0)
162. Scrivere l'equazione del fascio di circonferenze tangenti all'asse delle , nel suo punto .4(2,0).

Come varia il centro C delle circonferenze?
Dderminare la curva del lascio passante p€r 8t0.-4) e tracciame il grafico.(L ultima citcoalerenza chiesu e t'+)-, !x+5yt4=0)

163, Ripetere l'ese-rcizjo 162 per il fascio di circonferenze tangenti all'asse delle, nel punto ,4(0,-1).
Determinare Ia circonterenza del tascio passanre per 8(- I,0).
(L'ullima cilconferenza richiesta è xr+rr+2x+2y+l=0)

164. Ripelere l'esercizio 162 per il {asc'o di circonferenze tangenti alla retta s d equazione }=.r nel suopunro O(0,0).
Delerminare Ie curve del fascio tangenli alla retta r d'equazione r= ,+2 e tracciarne il grafico_
tLe ulime drconfercnze chieste so-no x!+y:-2tt-Zy=O 2 1z-yi-2* 12r=61

165. Rrpetere leserciao l62perilfasciodicirconferenzerangenriatlarerrasdequazioney=-{x. l
Determinare la curva del fascio che ha il centro di ordinala 4 e tracciarne il grafico.
(L'uhima circoùferenza richiesta è i+tr-8y+6:0)
GIi esercizi dal 166 al l7l richiedono di studi.re dei fasci di circonferenze, scoprcndone alcune
carcttffistiche. Per risolvere questi esercizi è opportuno tenere presenal le considerazioni svolte
nel paragrafo 4.

166. È data I'equazione x"+y2-2kx-1=O
Verificare che I'equazione descrive un fascio di circonferenze, che passano tutte per i punti,4(0,1)
e B(0,-r).
Come variano il cenrro C ed il raggio r delle circonferenze?
Tracciare il grafico della circonferenza di raggio minimo.

167. È data l equazione x2+y2-2ky-4:O
Verificare che l'equazione descrive un fascio di circonferenze. che passano tune per due punti A e
A da delerminare.
Come variano il centro C ed il raggio r delle circonferenze?
Tracciare il grafico della circonferenza di raggio minimo.
(Pet detemiturc i pu ti A e B si possono, per esempio, determinare i punti di inte$ezione ili due
qualunque circonferenze del fascio si otte gono A(2,0) e B(-2,0))

f68. Ripeter€ I'esercizio 167 a partire dall equazione seguente
x2+y2_2kx_2/..)_A=0

(l punti cotùuni a tuie le circo,*rc ze sono A(2,2) e B(-2,-2))
169. Ripetere l'esercizio 167 a partire dall'equazione seguente

)t2+y1+3kx zky:o
Che cosa succede per t:0?
(Oru si trova un solo ptotto comu e a tune le circohferenze: è O(0,0). Tùtte le circonfercnze sono
tangenti in O alla rerta...)

170. Ripetere I'esercizi,o 167 a pafiije dall'equazione seguente:
,,+y,+(È-3»-(1+3),+ 10=0

(Ora le circonfercnze où hahno alcun punto in comune)

l7l. Ripetere I'esercizio 167 a partire dall equazione
x2 + y, + ka - 2(l + k)y +2k - 4=0

Si può trovare nel fascio una circonferenza di raggio uguale ad 1?
(1 punti comuni a tutte le circonferenze sono A(-2,0) e B(2,2))
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Gli esercizi dal 172 al 178 indlcatro dùe sole condizioni dr imporre ad una parsboh e cotrducono
quindi e scrlvere le Gquazioni di slcuni fssci di parabole; successivamctrte è richiesao di individu.rc
nel fascio qualche patabole particolare.

Per risoluere,Eu esercizi si può seguire un procedimento analogo a quello seguito per itolv.re gli
esercizi dal 159 al 165.

172. Scrivere l'equazione del fascio di parabole che hanno l'asse parallelo all'asse delle ) e passano per
i punti,4(1, 1) e B(-1,5).
Determinare la parabola del fascio che ha l'asse di €quazione r=J; tracciarne il grafico.
(Si pa e dal'equazione y=at:+bt+c, alla quale $ono impose le due condizioni seguenti:
- passaggio per A(1,-1), cioè -1=a+b+c;- passaggio per B(-1,5), cioè s:a-b+c...
Il fascio ha equazione y=kx,-3r+2-k; la parabola ichiesta si otìene pet k:2)

173. Sùivere I'equazione del fascio di parabole che hanno l asse parallelo all,asse delte ) ed il vertice
v(0,2).
Determinare la parabola del fascio che passa per ,4(1,3).
(All'equazione y:.Lr')+bx+c sono imPoste le condizioni se&rcni:
- passaggio pet V(0,2), cioè 2:c,
- V(0,2) vearce, cioà -b =u...'2a
ll fascio ha equazione !:krr+2; la parabola chiesta si ouiene per k=1)

174. Ripetere I'esercizio 173 per il fascio di parabole di vertice v(-1,2).
Determinare la parabola del fascio che passa pet O(0.0).
(Il fascio è y=kxr+2lct+k+2; la parabola richiesta si otiene per k=-2)

175. Scrivere I'equazione del fascio di parabole che hanno l'asse parallelo all'asse delle ) e sono
tangenti all'asse delle r in /(1,0).
Determinare la parabola del fascio che passa per B(0,2).
(Si può scivere imhediaramente che il Iascio dere avere equuzione !=k(t-l)r: perché?
La parabola richiesta si ortiene pet k=2).

176. Scrivere l equazione del fascio di parabole che hanno I'asse parallelo all'asse delle r e passano per
i punri o(0.0) e.4(3.1).
Determinare l'equazione ed il grafico della parabola del fascio rangente alla reita d'equazione

(Seguendo to stesso procedimento esposto hell'esercizio 172, ma a patie dall'equazione
r=a!2+by+c, si alriya all'equazione x=k ,+(3-k)y.
La parubola ichiesta si ottiene per k=2).

177. Scrivere I'equazione del fascio di parabole che hanno l asse parallelo all'asse delle Ì ed il vertice
v(2.-t).
Determinare I'equazione ed il grafico della parabola che passa per O(0,0).
(Seguendo lo stesso prccedihento esposto nell'esercizio 173, ma a pa ire dall'equaziohe
x=a)2+b!+c, si aftivo all'equazio e x=ky,+2ky+2+k.
La parabola richiesta si otiene per k=-2)-

178, Scrivere I'equazione del fas.io di parabole che hanno l'asse parallelo all'asse delle , e sono
tangenti all'asse delle l in, (0,-2).
Determinare I'equazione ed il grafico della parabola del fascio che passa per B(-4,-1).
(Confiontare con I'esercizio 175. Per il lascio si può scÌivere subito I'equazione x-k(!+2)2; la
parabola ichiesta si otiene pet k= 4)

Gli esercizl drl 179 al 187 richi€dono dl studiare dei fasci di paralrolc, scoprendone alcune
caratteristlche. È opprtuno risolvere qu€stl €s€rcizi dopo aycr itostnrito fasci di palshole",
risolvendo gli €sercùi d.l 172 al 178.

179. È dara t'equazione y=kr1+2kr+3+k.
Venficare che l'equazione descrive un fascio di parabole con I'asse parallelo all asse delle / e che
hanno tutte lo stesso vertice Y.
Determinare l'equazione ed il $afico della parabola del fascio tangente all asse delle i.
(Occofte ricordare che, per trovare il vefiice V di una parubola d equazione y=aé+bx+c, si
svolgono i seguenti calcoli
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-h,,=2; vv-afi Lb:tt | (

Si trcva V(l,3). Si oiiene la parabola richiesta per k=3)
1E0. È data l'equazione )=-I2+t.

Verificare che I'equazione descrive un fascio di parabole con I'asse parallelo aÌl'asse delle ).
Come varia il vertice delle parabole?
Determinare la parabola del fascio che passa per ,4(1.2)-
(Confronlore con I esercizio 179; il ve ice percorrc l'asse delle ,. Si ottiene la parabola ichiesta per

l8l, È data I'equazione ]:rr-à:+k.
Verificare che I'equazione descrive un fascio di parabole con l'asse paÉllelo all'asse delle y-
Come varia il vertice delle parabole?
Determinare la parabola del fascio che è tangente alla retta d'equazione )=r-(Confrcntare con I'esercizio 179; il ve ice percorre la retta d'eEozione x:1. Si otrie e la parubola
,lnchtesta pet k=i).

1t2. È data l'equazione )=krr-(k+1»+5
Verificare che l equazione descrive un fascio di parabole che hanno I'asse parallelo all'asse delle )
e passano lutte per i punti ,4 e B da determinare-
Come varia il vertice delle parabole?
(Per determìnarc A e B si possoho, per esenpio, lrorare i pufiri dì iùtercezione di due quatunque
parubole del fascio; si ha A(0,5) e B(1,4).
Per trcvare il vertke, co frontarc con I'esercizio 179; il veflice percorre la rctta d'equazione )=5).

1&1. È data I'equazione y:-f+2kx.
Verificare che l'equazione descrive un fascio di parabole che hanno I'asse parallelo all'asse delle /
e passano tutte per il punto O.
Come varia il vertice delle parabole?
(Pet quanto iguada il ve ice V, valgono le considerazioni espos.e ne esercizio 179; le coodinate
di V, soì1o date da

xv=k' !v:k:
Ricawndo k dalla 1' eq azione e sostitùendolo nella 2' si trova che il veike V percorre la parubola
d'equazione Y=x2).

184. È data I'equazione ):r2+4&:r+3
Verificare che I'equazione descrive un fascio di parabole che hanno I'assc parallelo all asse delle )
e passano tutte pcr un punto ,{ da determinare.
Come varia il vertice delle parabole?
(Pet il punto A, confrc tare l'esercizio 182; si ouiene A(0,3).
Pet il ve ice v, confrontarc l'esercizio 179 e 183; V percofte la parubola d'eqrczione !=-4t,+3).

lEs. È data I'equazione y-*r2+2kx-k.
verificare che l'equazione descrive un fascio di parabole che hanno I'asse parallelo all'asse delle y
e passano tutte per un punto 4 da detcrmìnare.
Come varia il vertice delle parabolc?
(Pet it punto A. con{rc tar" t evrcizio taz: si ouiene e(-!.- la).

Pet it vertice V, conftontarc l esercizio 179 e 183; V percorre la parabola d equazione y=-x'+x).
186. È data I'equazione Fy1-2(k-l)y 4.

Verificare che I'equazione descrive un fascio di parabole che hanno I'asse parallelo all'asse delle .x
e passano tutte per un punto A da determinare.
Come varia il vertice delle parabole?
(Ripete do considerazioki analoghe a quelle ecessaie per risolwrc I esercizio 185, si trova che A
ha le coordinate (-4,0), hentrc il veiice V perco e la parabola t=3y'.-4)

187. È data l'equazionc .x:rl.),+4ÈÌ+3+4k.
Verificare ahe l'equazione descrive un fascio di parabole che hanno l'asse parallelo all'asse delle.t
e hanno tutte lo stesso vertice Y.
Determinare l'equazione ed il grafico della parabola che passa per O(0,0).
(Ripeténdo consideraziofii arqloghe a quelle necessarie pet isolve/e I'esercizio 179, si trova
Vl3,-à. La paraboto richietra t ouienc per k=- )t
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Esercizi

Disequazioni in un'incognita

ll segno di binomi di 1" grado

GI eserdzt daU'l el lS conducono a stuòarè ll segno di bhomi dl 1'gado.

Per isolvere questi esercizi basta icotilare i isultati esposti nello schema che si trova alla fine del
parugafo 2.
Tutavia lo svolgimefio degli etercizi tisulta più eficace, se ac.ompagtuto dal grafico dzlle rètte che
visualizzano cioscun binomio sul piaio caftesiano.

Studi&re I s€gro d€i binomi lndicad tregli esercizi dell'l al f5.
Si consi ia di aacompotnaru lo svol|imento ili ogtti esercizio con il gralico delle ret,e cotispoflden-
ti a ciascun binomio assegnato.

l. y=*; y=2r:

2. y=x-l., r|,-!;
3. y=r+l; y-)r+];
4. !=x-2; »=!,-Y
5. y-2t+1: y=r*t:
6. y=3x-2; r]r-t;
1. y-4x+3', y=»+|;
8, y=6r-4, f tr-t:
9. y-5r+6; r]r+l;
r0. )=8r-5; y=u-|,
ll. y=\f2ti f=-\,fzt;
12. y=!Lx-1; y=12-,;
13. y-,,,/3-2,; y=\f3x-2;
14. y=lt-x; !=-Exi
15. !=zr+ft; Y:r+zni

Y:-r+2;

t=-?J-l:
t=-3x+2:

!='4x-3;
y=-3x+2;

y:-5x-61

y=-E +5;

Y=x+',D;
v=-\f2'+tl
y:3-2t/-3x1

t=-x+$;

v=-1,
y= -3r+3

r-|,+z
t=-+,-+
r-|,+!
,=-Z*i
y=-b*t
,=-é,-r

'=-!.+L
y=,-"/2
y- -tD-t
y=3r-2t/3

rix-"
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ll segno di trinomi di 2'grado

Gli csercizi dat 16 al 35 conducono a studiare il segno di trinomi di ? grado.

Per risolverc questi esercizi basta ico are i suhoti esposti nello schema che si trovo alla fine del
paragtafo 3.'Tutàvia lo svolgimento degli esercizi tisuha più efficace, se accotllpapoto dal grafico delle
parabole che visualizzano ciascun ùino io sul piaho cartesiano.

Studiare il segno dei trinomi assegnati negli esercizi dal 16 al 35.

Si consiqlia di sccohtpagnare lo srol9imento di oSni esercizio con il Brulico delle parabole corri-
spondenti a ciascun tiiorfiio assegnato,

16. y:xz+l;
11. y=U2i

18. !=4x2-l;
19. y:x2+5x+4,

20. Y=x2-8l+16;

21, y:5t2+x+li

23, y=-4,z+4xl
A, j=-rz+2Jt-Il
2s. ),=(r-1)r;
26. ):(r+1)'?;
21, )=(-r+1),;
2a, ):(-Ì 1),;
», J=(x-2)2i
30. y=(L\-1)1i
31. ),=2(,+r),i
32. r-tk-+\z;
33. i=x2+r-3;
Y. v= Jr,-lx+l:
35. j= -3x2 +2\,/3x - r1

y:-Ì2- 1;

)=-ir']+8ir-16;

!=x2-2.r+71
y=-4x2+4x-21

t:-x2-1;
Y-x?-4;
y=2(t- I)2.

Ì=[2(r+1)]ri
rl-tr,-o)':
Y=2x2-6x+3
y=*2-2\f7x+ 1

):- 3.r -x+J

Y=2x1+2

Y=i'-+
y=2r2ì10.!+8

v=+*'-2,+4
,=,,+J,+l
y=x2-Zx+2

v=x,+2x+ 1
y=-(r- 1),

)= _(Ì+ 1F

y=(2x.rt\)

Y= [- ir+':I

ll segno di tunzioni razionali intere

Gti eseftfui dal 36 al 54 condùcoro s stuò.re il s€gno di funzioor razionali inaere.

Riconliamo che, per svolgerc questi esercizi, basta peterc il Procedimento espo§to nel paruqrulo 6,
oryanizzando i calcoli nel modo seguente:

I) si scompone il potinomio assegnaro in lattoà di l" o 2' Srado (pet una tana2ione si'tematica
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della scomposizione in lattori di ln polinomio ,,r- Matematica nella rcaltà vol. 1, pag9. 252-
256, 473-475 e /ol. 2, pag9. 401-402);

Il) si studia separutamente il segno dei sintoli fatori,
III) si raluta il seq o del polìfiomio, renendo presente che

- un prodotto vale zero solo se vale zero almeno u o dei suoi faiori,
- un prodotto è negativo solo se presenla n numerc dispari di fauoi negativi.

Studiare il s€gno d€ll€ funzioni razionali ntcre prcpodte ncgli es€rcizi &l 36 .l 54.

36. y=x3-3x2+5x-3 r:x3+t-2
(l due polinoùi assegruti so o divisibili pet il binomio (x-l) e, dunque, si possono scomporft in
fattoti, valendosi, pet esempio, della regola di Rulfini)

Y. I=r3+k2+5r+3; y=x3+3t+4
(I due polinoni sono divisibili per (x+1))

38. y=Zx3+3x2-2x-3 y=x3-ù.2-r+2
39. y:x3-6x2+20,-24 y:x3 2r2-]r+2

(I dw polinomi sono divisibili per (x-2))
40. y=r4-313+3x2-3x+2. y=.t 6r3+9x2-4

(I polinomi sono diviiibili pet (x-1)(r-2)=*-3x+2; pel scomporli in fattori si Nocede più
rupidafiente valendosi della regola di Ruffiri o della divisio e dei polinomi?)

41. y=/-3x3-U2+12x-8; y:x4 + x3 -3x1- 4t- 4
(I polinomi sono divisibili per (x 2)(t+2)=x2-4; qual'è il prccedimento piìt rapido per scompo i

A. y=x3-3x2-2xt Ì=É+2r3+4rr+8r
43. y=t3-3r2l0x+24 y:x3-3x2'i4x-72
4. y=r3+6f+l3x+10., y:2.x3-x1-l8x+9
45. !=r4-5t3+5x2+5x-6 y= x1-3x3 -bt2+ l2x-8
4. y:zra-3xz+lt y=/-5t2+6

(Pet scomporrc in fattoi nti omio biquqdrutico, cioe del lipo y=tlf+bx2+c, è opportuno tener
presenti alcuni sulrari relatiù alla scompostzrcne t lanori di un ùnomio di 2 gtado, cioè del tipo

Y=ar2+bx+c.
Rico iamo che se ti conoscono le soluzioki tt e t2 dell'eqrazione

at2+bt+c=0.
il tikomio si scompo e in fatori el modo sequeùte:

y=a(x-x )(Ì-x).
Così conriene scivere il trinomio biE&àratico fiella folma

y=a(xr)2+bx2+c
e considerarlo come wltlinomio di 2' g tdo ella variabile td, scotnponendolo itt fattori fiel modo

t=a(x,-x)(rr-xr).
Per esempio, risuha che il t nomio

Y=2x1-3x')+l
si annulla per

,],-_-i

" 
p"r"a "i "ri^pon" net modo seguente:

v=zb-L|p-t t2t.
In modo analogo si procede per I'alno ldnomio)
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4i1. y:{-13x2+36- !=-x1+73x2-36 48. y:x4-7i2+!6, y:-{+'7x2-76
49. y:{-l]x2+g. },=-/+1012 9 50. y:t'-10r2+25; y=-x!+10Ì2-25
51. y=9x1 10x2+L; y=-9x1+10Ìz-7 52. y=4x4+4i+1, ,=-4/-4x2-\
53. y=x1-77r2+16, !=)(+11x2-16 54. y:x4-Lt"+l y=-r1+2x2-l

Segno di iunzioni razionali tratte

Gli esercizi dal 55 sl 65 conducono a studiare il segrlo di fundoni r.ziomli fratte,

Ricordiamo che, per svolge/e questi esercizi, basto ipetere il prccedimento esposto nel parugrufo 6,
organizzando i calcoli nel modo seguente:
I) si studh separunmente il segno del numerutorc N e del denominatorc D;
II) si italuta il segno del quoziente, tenenrlo prcse te che

- un quoziente à positiyo solo se numeratore e deno instorc hanno lo stesso segno,
- un quoziente perde siSnificaro se il denominaÌorc vale zero,
- un quoziente vale zero, se il solo nuùerarore vale zero.

Stodisre il segoo delle funzioni razionall frattc assegnate neSli eserclzi dsl 55 5l 65.

s6 '= ]r- ' '-"-lss. )= bt,t t=^-f, r_.r- r_r
si. y=Ei; y:fii s8. y=t##; y:i4#z
<o ., - r, rr t I .,: *j:-àl_L /r:+4r+ Ir trtLt+1. , rr-r-l 6l'' v= a.r-r, qr+t: y= '-ciz'
., rr-61+9. .. r+3 -x2-96r. y=É' , r'-,rir,,is 62. y= ;z;s: y-É
63. rffi; rfi s. r:fi, t=l!

"2a2,r+ I6s. y=fri. y=;ii «. y-;,_fri I ),= !=rr+,

Disequazioni irrazionali

Una disequazione è irraziorale, quando I'incognita cohpale sono il segno di radice; ecco quakhe

a) ">\/i, b) *<{',. c) x+2>t/4-xz, d) x+2<\/4-x'1
Invece, non sono disequazioni irrazionali le seguenti:

,r>!2r, b) x<\/3+2\ tfi+x,<t7x...
La soluriofle di disequazioni i azio ali può essere ottenuta pet vio qrufica o ralendosi di metodi
alqebrici.
v;diomo i due npi di ptoc?(limento all opera" per nsolvere l? disequazioni a b.c d.

I) Metodo Etufico.
Riprcndiamo alcune .onsideruzioni st'olte negli esercizi (pa9. 461'462), a proposito dclla isoluzio'
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ne di equazio i pe ia grafica: per risolwre gruIicamente le due diseqwzio i (a) e (b) si può pro-
cedete così:
- si troccia, sullo sresso piotto ca esiano. il grufico delle due funzioni. ,' _,E

Si olen4ofio la reta ed il rumo di parabola di fig. 1:
- si detetminaùo i punti d'intersezio e fra le due cune.

La retta e la palabola s'inconlruno nei due punti O ed A, di cui è immediato licavarc le
coordinate, sia per via algebrica che pet i)ìa Sralica; si ha:

O(0,0) e A(1,1).
- si osserva il grafico, ittdividuando la posizione reciproca delle due curve.

Dalla liguru si nota che, quando risulta
0<x<1,

la rctta si rrova al disotto dell'atco di parubola; perciò si ha:
! l<Y 2 , ossia r<\tE.

Quahdo, iùvecc risuka
Ì>1.

la rc a si trova al disopra della parubola e dunque si ha:»li.
È chiaro che, invece, quando isubll

x=0 oppure x=l

x:!i.
Ikfine, pet

x<0
Ie disequazione (a) e (b) pe ono significato, dato che per valori kegativi di x non esiste il Sralico
della parubola.

In fiotlo del tuuo analogo si possono risolvele k disequuzioni (c) e (d), cioè
c) x+2>lt--tz, d) x+2<!7=.

Basta tracciare il Erufico delle segurnti fu zioni:
yr=x12 e y2=1tV4:

si oltiene la rella e lo sémiciconferenza di fiq. 2.
Le due curve s'incontruflo nei punti A(-2,0) e B(0,2) e risulta dunque

*2<$=3 pet -2<r<0,È2>!4=7 per 0<x<2,
x+2:!V4 per x=0 oppure pet x=-2

Infrne, la disequaziofie assegnafi perde siSniftcato se tisuha
r<-2 oppure x>2.

II) Metodo algebtico.
Traniamo algebicamente la disequazione (c), che riscriviamo nelh forma

!4- xr<x+ 2_

Si prccede così:

- si osserva che Ia disuguaglisnza ha sighificalo solo se i due membri assumono valori reali,
Nel caso assegnato, i se-condo membro tbùta sempre rcale; invece il pi o membrc assume
valofi rcali solo se isuha

4-f>0;
- si osse^,a che il primo membru è sempte Positito (quando è reale)' dato che davanti alla radice

"è sotti teso" il;egno "+"; perciò anzhe il secon.lo membro deve asstmere solo vabri positivi-
Deve dunque isuhare

,+2>0
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Fig 2

- si elevaùo i due membi al quadruto o enendo una disequazio e razionale, cioè
4_xr<(x+2)'

4-x2<x,+4x+4
.he si può scriverc nella foma

2xr+4rc>0.
In conchLsione, le soluzioni della diseqùazione (c) sono dare da ruti i valori di r che soddisfaho
contemporu eamcnte l? seSucnti dit?quazioni

Fig. I

| 4-x,>0
), x+2>0
| 4-x,<tt+2):

Il gralico di JiS. 3 mostra che si o engono

0<x<2
già trcvate pet via grulica.

Passiqmo ora a a disequazione (d), cioè alla disequazione seguente:

!V=7>x+2.
Si può procedere così:

- si osseno che la disequazio e è certamente soddisfatra se il secondo mefibrc è egativo, putché il
priùo nembro sia leale: dunque soddisfano la disequazio e i valori di r per cui tisuha contem-

[ 4-x:>0
\ x+2<0

- se invece il seco do nehbtu hon è negativo (ed il primo membtu è reale), si può ridufte ad una
disequuzione ruzionale elevando i due membri al quaùato: si ottengono dunq e ahre soluzioni
della disequazione assegnara dererninando i valoti di r per cui risulta cottemporaneamente

I x+2>0
14-IJ>0
I r,,,1*nzy

Ossenando le rrc disequazioni, ci si rende conto che la seconda è supe4lua, dato che 4-r'z
rbulterà certafiente positivo se deve esserc maggiore di u quadrato, come è ichiesto dnlla tetza

ln cohclusione, le soluzionì della disequazione (d) sono i valori di x che soddisfano le due
disequazioni

J x+2<0
| 4-x'z>0

Fig. 3. ll lratlo conlinuo indica i valo di x per cui è
soddisialìa la disequazione scritta a ,ianco.
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-----------4-12>0

Nessùn valoro di x soddisla le due disequazioni con-temporan€amente. FiS. 4

oppwe le due disequazioni

I t+2>0
\ 4-?>tx+2),

I grafici di fig. 4 mostrono che si ottengono le soluzioni

-2<.x<0
già ottenute pet via grulica.
E chiarc che il metodo algeb co è piìt lungo e foticoso del metodo grufico.
Tunavia bisogna tenet presente che il metodo algebico ha validità gercrule, mentrc lo via yafca è
ralvoha difficile, quando si è condoui a diregnare funzioni diverce da quelle linoru truttate.

Le considerazioni ora svohe si possono sempre ipeterc quando si vogliono isolverc per via
algebrica disequazioni irruzionali del tipo

\E( <P(r)

\,q( >P(x)
dove R(x) e P(x) sono polinoni nelk va abik t.
Le soluziani della

\/R(x)<P(x)
si ottengono deteminando i va[oi che soddbfano contemporaneamente le seguenti disequazioni:

( R(x)>o
I P(x)>o
I Rtt)<[Ptx)],

Invece le soluzioni della
!Ri,)>P(t)

si otengono detetminando i valori di x che soddisfarc le due disequazioni

J P(x)<o
I R(r)>o

oppure le due disequazioni

J P(x)>o
I Rtx)>[P(x)],

Il procedimento inilicato si estende o tutte le disequazioni in cui conpaiono radicali co indice Part.
Molto più semplici da trattare sono in1)ece le disequltzioni irrazionali in cui cohpaiono radki con
indice'dispoti.' Rico iamo infatti che ta roilice cubica, qublto, se ima, ... di un numerc reale è
sempre rea[e e mantiene il s.gno del radicakdo- Ecco qualche esemPio:

i/8=2, \/=8=-2, 'V243=3. 'V- 243= -3, ...
Perciò si isoh)e una disequazione come la seguente

,Vrt_ l>r l
el.evandone se plicemente i due menbi alla terza potenza e iducéndo§i a determinare i laloi di r
per cui rbuha

x3 -1>(x- 1)3
Sviluppando i calcoli ci si iduce a rbolvere la dir.q azione razionale §eguenk

13 -1>x3-3x2+3x-l
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-3x, +3r<0

Le disequazioni assegnate ùegli .se/cizi dal 67 al 76 si possono rbolvere sia con il metodo grafrco
che con il metodo algebri.o. Può essere inrércssante wlerci dei due metodi e conftonta/e i risuhai

fusolvere le disequazioni ùrazion.li assegnate negli es$cizi dsl 67 al ?6.

67. r3-x<l&+7;
69. x-l<fii1;
71. t/i1>x-3;
73. \Q1>5-x'
75. t-l>16:t\

v x. _ Lt>x_ )a

16. y6i::6i:E<:r+5;
79. {4x14x-t5>/r+t;
m. 1/F+x+3<t+6;
81. !Élx-3>x-|-

6E. \6=E>6x-t; V5r;<tu-113-x>! x+7
x- 1>18-2
1-x-z<x-l

x-3<1/1ì=P

10. \/x+1<3-2r;
12. t-x<l4-zt;

\E+L>3 2.t

l-x>\q-A
74. x+2>tf=FT5x +-fr ; t+2<\F t+Ii+Tl
76. V=iz+6x-5>r-1; V:;.+6=<r-1

Le disequazioni assegnate negli esercizi dal 77 al 90 si risolvono facilmente valendosi solo del

Risolvere le disequazioni assegnate negli esercizi dsl 77 al 90.

E2. ,y@Tx+2<x-L; t7x+x+2>t-l
83. 2t+2>1/Fi5i+4; »e+z<\tF+ix+4
84. y41)r-)i7>x/+ 4xr VIG-+.d<rr-ar
85. V 4x3l8xr-4.r>x-I; V-4.rr-&, -4x<.r-l

V4r3+4Ì>.r+1;

vrr+2<r - t;
Vxr-4r>,r+t;

1F-2x<x-3
v4,-tu-6>3r+5
yqi=.t-É<u+t
yF*+3>x+6
\5F+t=3<t- l

V4rr+4r< r + I

!x]+2>x-1
É,-4.r<r+l
l,{+3>V27rr+45Ì+463,+4>\ 21r3+45r+46,

x + 1> 1tr5 -ìGiI5i + : ; .r+ I<\,4t+ 1ùr+5.ri I

9t.

Problemi che conducono a risolvere disequazioni in un'incognita

I pmblemi proposti negli esercizi dal9l al ll9 conducono a risolvere disequaziom in ùtr'incognlta,
Ins richiedono .nche la mnosccnza di olcune nozioni esposte nellG parti prec€denti,

È data la circonferenza d'equazione
Ì2+ y2 _totr_tqy +25-0

ed il fascio di rette d'equazione
y:k
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Calcolare i valori di,( che individuano le rette del fascio tangenti alla curva.
Determinare i valori di k per cui si trovano nel fascio le rette secanti la curva o le rette che non
intersecano Ia curva.
Completare lo svolgimefito dell escrcizio tracciando il grafico della curva e di qualche retta
significativa del fascio indiccto.
(E opporruno co arc che pet udividuare le rcte ta genri si debbono dere inarc ì valoi di k
per cui ui'equszione di 2' grado ho le soluzioni coincide ti, cioè risuha

J=0'
È chiaro che si ottengoto le rette secanti, se lo stessa equaziofie ha le due soluzioni reali e distinte,

l>0;
Mentre si ottengono rette che non incontrano la curva, qrcndo I'eq azione Ai 2" Brudo non ha
soluzioùi reali. cioà tisuua

)<0).

Ripetere ll problema 9l a partirc dai dati .ssegnaai n€gli esercizi dal 92 al 109.

». Circonferenza d'equazione x1+t2-2t-2y+l:0. fascio di rett€ d'equazione.r=l
93. Cilconferenza d'equazione nr+y2+2r-8)+15=0, fascio di retle d'equazione )=-x+t
94. Circonferenza d'equazione r2+Ìr+1ù+16=0, fascio di rette d equazione ,=rr
95. Circonferenza d'equazione r,+y2-60r+23)'-19=0, fascio di rette d'equazione Ì=ltI+1
96. Parabola d'equazione ):-!2-3r+2. fascio di rette d'equazione /:3.r+&
97. Parabola d'equazione )=-'r2+r+3. fascio di relle d'equazione /=r+k
98. Parabola d'equazione ):,12-3Ì+2. fascio di retle d'equazione ):3x+k
9. Parabola d'equazione /=-l:+4, fascio di rette d'equazione l=-zr+k
l0O. Parabola d'equazione ),:-rr+4r, fascio di rette d'equazione )=2r+k
102. Parabola d equazione y=ir-6r+5, fascio di r€tte d'equazio[e )=ftr+4
lm. Parabola d equazione y=x2-4x+3, fascio di r€tte d'equazione ):li.r+3
104. Ellisse d equazione i6.*'q=t. fascio di rerle d equazione y--x, (

105. Ellisse d'equazione n,+2)2=4. fascio di rette d'equazione )=-2r+k
106. Ellisse d'equazione x.+4y2=4. fascio di rette d equazione y=r(r+3)
107. Iperbole d equazione r):4. fascio di rette d'equazione )=-4r+t
tot. Iperbole d equazione .r):2. fascio di rette d'equazione I= x+k
109. Iperbole d equuione ry: 6, fascio di rette d'equazione ,,=x+À
l l0. È dalo il fascio di (irconlerenze d equarione

xz+ y2 _(2_ k\x _(4+ k\y + 4+2k=0
Indicare i valori di f per cui si ottengono circonferenze secanti o tangenli all'asse delle.r.
Ci sono dei valori di ( per cui le circonferenze risultano €slerne all'asse dclle r?

lII. È dato il fascio di circontercnze d equazione
x2 +y2 + k\ -2(l + k)y +2k - 4=0

determinare i valori di k per cui le circonferenze risultano seclnli, langenti o esterne alla retta
d'equazione

v= - 1r+6J
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ll2. L equazione

j=x2+k
rappres€nÌa un fascio di parabole; scegliere i valori di k ch€ determinano parabole secanti I'asse
delle.r. Come varia il vertice delle parabole?

ll3. Considerare il seguentc fascio di parabole:
v=kc-4

Qual è la posizione di ogni parabola rispetto allasse delle x?
Oual è il vertice delle varie parabole?
Che cosa succede per k=0?

ll4, Considerare il fascio di parabole

Y= kx2+4
e confrontarlo con il fascio proposto nell'esercizio pre€€dente, rilevando analogie e diffetenze.

lls. Considerare il fascio di parabole
Y:x1-2x+k

e scegliere i valori di f che determinano parabole secanti l asse delle 'I.
Tenendo presente che l'equzzione si può scrivere nella forma

/=(r- l)i+k- I,
dire come varia il vertice delle parabole.

116. Considerare il fascio di parabole
y:4x1+ 4x+ k

ed indicare i valori di ,t che determinano parabole esierne all'asse d€ll€ i.
Tenendo presentc che I'cquazione data si può scrivere nella forma

y:(2r+1)2+k-1.
dire come varia il verticc dclle parabole.

ll7. Considerare il fascio di parabole
y=-x2+6x+k

e scegliere i valori di & che determinano parabole secanti o tangenti all'assc delle ,.
Come varia il vertice delle parabole?

ll8. Considerare il Jascio di parabole

Oual è la posizione di ogni parabola rispetto all'asse deìle .r?

ll9. Considerare il fascio di parabole
Y=kt2-2.Ì

Qual è la posizione di ogni parabola rispetto all'asse delle x?
Che cosa succede per È=0?

Disequazioni in due incognite

Disequazioni lineari

Gli esercizi dal 120 .l 136 cotrducono ad indicare s€mipia o zone dl platro dcfmiti da disequazionl
lincari in due fucogrit€.
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Per isolvere gli esercizi basta tenere presenti le contule zioni §vohe nel Patugfifo 8.

Itrdiclie le zone di pitno definite DG e dhoquerioDt .§§egnate negli €sercizi dd 120 at 126.

120. a\ J>-2, b) yà0, c).r=-3, d) r>0
l2l. a) y=0, b) y<3, c) -r<0. d) x=2
122. a\ y=x, b) y>1, c) !>-x, d) Y=-x
123. a) yzzx, b) y=2"x, c) t=-2.r, d) fz-zx
124. a) y=x+|, ,) y>.r+l, c) y>-x+|, A !=-x+1
1C.5. a) !=3x-4, b) y>3x-4, c\ y>-31+4, d) r=-3r+4
t?r. a\ -l=x=3, b) -53<0 c) -4s)=-1 d) 0<rs6

IDdlcrre le mne dr piaro defnltc dai slstemi di dl§equazlonl s§§egnatl negli e§ercizl drl 127 al 136.

,rr. ,rlr=*'*t, or[r »*t'ty=t ' [y=o

- Ii=il

," Ii?i-'
* {i:i*'

I v='1,-2,r28. a) l
Ir=]'

I y=],*l
'le-*

u,. a{'=--Z r{i;:;:1 òIi;-:;:i ro.
f ill
I ,=s
I v=t

I r>-2
lr<10I ss
I ,=o
I y=-x+12

I Y=r+z
I x+ y<6
1v--*,-1
[,;
I r--
I v=*,
I ,=r'
Iys.r+5

t35.

Problemi di programmazione lineare

G[ esercizi dll 137 .l 1il3 conducom r trsttùe probleml dt Progr.mm{zioDe lineare.

Pet risolvete questi ptoblemi è opportuno kne/e prcsenti i Proce.limenti esposti nel paragrafo 9'

137. zuerirsi al Droblema deua fabbrica di blue jeans, proposto nel paragrafo 7. Per una ridÙzionc di
personale si produce di metro e le condizioni sono om le seguenti:

r -Y+v=600L>im
I v=o

Determinare la zona di Produzione.
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Catcolare il massimo ricavo che si può av€re, sapendo che i ricavi per i due tipi di confezioni §ono
dmasti gli stessi.

l3t. Una piccola indusÌria produce.cioccolata; gli ingredienti fondamentali per Produrre la cioccolata
sono cacao zuccherato e latte. É chiaro che questi ingredienti inlervengono in proporzioni direrse
a seconda del tipo di cioccolata. ma debbono essere rispettale date condizioni, per essere certi che
la cioccolata abbia un sapore gradevole. abbia un bell'asp€ilo, .--
Ecco delle condizioni opportune: il quantitativo di latte non deve superare due volte e mezzo ìl
qùantitativo di cacao. ma non deve esser€ inferiore a 5.25 kg diminuito di + del quantitativo di

cacao; il peso complessivo del Iatte e del cacao non deve superare i 14 kg.
Indicandò. per esempio, con.r il quantitativo di cacao. in kg. e con ) il quantitativo di latte,
sempre in kg, "tradurre" Ie condizioni del problema in disequazioni ed individuare sul piano
cartesiano la "zona di produzione'.
Sapendo poi che il latte costa L. 1000 al chilo, mentre la cioccolata costa L. 4000 al chilo,
determinare la siluazione che realizza il coslo totale minimo.

139. Una piccola azienda àrrigiana di mobili costruisce due tipi di lavoli con pezzi prefabbricati:
modelloAemodelloB.
L'azienda è costituita da un lùcidatore e da un falegname e i vincoli relativi alla produzione sono
riuniti nella tabella seguente:

Modello A
ore di lavoro

necessafle
Falegname ILucidatore 3

Proreine Grassi
I sacco di A contiene 3 kg 3 kC
1 sacco di B contien€ 2 kc I kg

Ore di lavoro
che può fare
al massimo

8
9

Zuccheri
I kg e costa L. 3000
2 ks e costa L. 6000

Modello B
ore di lavoro

2
1

Indicare. per esempio. con.r il numero di tavoli A e con ) il numero di tavoli B, "tradurre" i
vincoli in disequazioni ed indicare sul piano cartesiano la "zona di produzione"
Sapendo che l'azienda ha un profitto di L. 6,0.000 sul modello A e di L. 90.000 sul modello B, si
chiede di stabilire quanti tavoli di ciascun mod€llo conviene costluire per realizzare il profitto
massimo (supponendo che tutti i tavoli prodotti siano venduti).

140. A.ccade talvolta che. a causa di una calamità nalurale o di una guerra. si deve evacuare una zona
dalla popolazione: si organizza allora un'ponte aereo". In generale più compagnie aeree mettono
a disposizione i loro v€iaoli- prcponendo condizioni differenti. ed il governo deve scegliere fra piì)
ahernative. Ecco un esempiò. Le persone da lrasporlare sono 1«)0. le merci ammontano a 200
tonnellatc e si offrono dué compagnie aeree: una mette a disPosizione 6 aerei (ipo A), mentre
I'altra dispone di 8 aerei (tipo B) alle segu€nti condizioni:

Costo
di un aerco

40 milioni
120 milioni

Persone
che trasporta

un aereo
Tipo A 200
Tipo B 400

Quanti aerei di tipo A e quanti aerei di tipo B conviene alfittare per spendcre il mcno possibile?

l4l. Uno zoo per nutrire i suoi animali può scegliere fra due riPi di aÌimenti. già pronti. A € B, che
hanno te èaratleristichc rtas\unle nella labella seguenle:

Bagagli
che trasporta

40 tonn.
20 ionn.

Si deve tener presente che gli animali hanno bisogno di una razione giornaliera minima di 120 kg
di Droleine.90 ke di lrassi e 60 kq di zucchcri.
Qu;nri sacchi di;gni-tipo di aliménti conviene prendere per spendere il mcno possibile?

142. Un teatro con 600 posti vende i biglietti a due prezzi (L. 15 000 e L. 60.000) e intende lasciare
almeno 200 posti al prezzo più basso
Sapendo ché per c6prire lè spele occorre incassare. per ogni rappresentazione, almeno L.
+.iOO-ooO, qoai a il niinimo nuàero di posri che si possono vendere senza 

^subire 
una perdita?

Qual'è il ma\\imo guadagno che si può ollcnere con una rappresentazroner
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143. Una ditta di trasporti ha 7 autocarri (tipo A) che possono tra§portare un carìco di 6 tonnellate, 4
autocarri (tipo B) che possono trasportare un carico di l0 lonnellate e 9 autisti disponibili. La
dilta si è impegnata a trasportare un minimo di 360 tonnellale di calbone da una miniera ad una
centrale eìettriaa: gli autoiarri di tipo A Possono compiere 8 viaggi al giomo. mentre quelli di tipo
B solo 6 viaggi al giorno.
Dire come si debbono ulilizzare gli autocarri se si vuole:
,) trasponare ogni giorno il massimo carico.
,) impiegare ogni giorno il minimo numero di autisti.
c) miiimizzare-i còsti di trasporto, sapendo che un viaggio con l'autocarro A costa L. 5000'

mentre un viaggio con I'auÌocarro B costa L. 8000.

Disequazioni di 2" grado

Non lutti i problemi di progremmaziorc economics si treducono in disequazioni lineari in due
incogniae. Ecco un problema che conduce s scrivere ùna disequazionc di 2' grado.

lrg. Un'organizzazione fieristica. per allestire un'esposizione. deve recintare un'area rettangolale,
servenìosi di pann€lli prefabb;icali Iunghi 2 m. L'area da recintare deve essere di almeno 200 m2
e confina con un muro di cinta già esistente. l pannelli disponibili sono in tutto 50.
Qual'è il minimo numero di pannelli di cui ci si deve servire?
(lndichia o con x ed y il nunero di pan eli necessari, rispettivaménte per il lato mi ote e pet il
laro maggiorc del retta,Bolo. Così il nuncro totale h di pavrclli da recintarc è dato da

fi=2x+J,
mektrc l arca S ddla ,o,ta da rccittarc è

S=r).
Dovtà dunque risuhale

J 2t+y>50
I xy>200

I r=0
I ]>o

Si osse s subito che, insieme a tle disequszioni lineaÌi, compare anche una clisequazione di 2"
grado: è

xy>200.

Fig. 6
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Per indivicluare la zona di piano che visualizza questa disequazio e, tracciamo il qrufico della
cuna d'equazio e

xY=2(n
e sceelia o qualche "punto di prova" elle laie zone di piano delimirate dalla curva (fig. 5).
Si individuaùo così (fig. 6) due zone di piano deli itate dall'iperbole d'equazione

xY=20:
la zona in colore, caratterizzato dalla disequazione

xy>200
- k zona giqia, caruneizzata dalla disequazioke

ty<200.
Oro è facile indicarc sul piano la zona delifiilata dalle disequazio i assegnale.
Per risolvere il problema, determinando il minimo valorc di n, occone infine considerarc il fosciodi rctte d'equazione

Y=-2x+ n:
si traua del Iascio di retk pa llele alla retto r d'equazione

Y=-2x+50'
Oghi retta del fascio incontra l'asse delle y nel punto A(0,n) e si otierre il valore minimo di n i
cotispondenza alla rctta del fascio tangente alla parabola)

Dal prcbleùa esa inato possiamo rrarre anche qùalche consideraziohe piit generale.
Per individuare rupidamente zone di pio o coratterizzate da dìsequazioni non lineari si può
procedere nel modo seSuehte:

si truccia la cuna desciua dalla corrispondente equazione,
- si esaminano le zone di piano delimitate dalla cutvs, scegliendo opportunamente qualche punto

di prova e ve licando se le coordi te del punto soddkfano Ia disequazione assegnata.

Indicar€ le zone di piatro che sono csratterizzate dalle disequazioni assegnate negli €sercizi dol 145
al 160.

145. r)>1i xy<l 146. xy>4; xy<4
147. xy>-l, xy<-l 148. xy< 2; ry>-2
149, y>x2; y<x2 150. y<1-r:; y>7 t'
l5l. y>x2-2r; y<f-2l 152. y<-x2+4x-3i y>-/2+41-3
153. Ì>]r; x<J2 154. J<\4i j>\/i
155. ,>4-),; x<4-y1 f56, y>!?-r; y<\/4-
tS7. x2+y2>tt x2+y2<t 158- y<y'I=F; y>VT-xr-
159. _rr+)r_4>0; x2+y2_bt<O t6O. y>@F?; y<\/ù=F
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Esercizi riassuntivi relativi all'intero capitolo 1

6.

Scrivere I'equazione della circonferenza che ha il centro C(4,3) ed è tangente alla retta d'equazio-
n",=1*-i.
Delerminare le coordinat€ dei punti A e B, dove la circonferenza incontra l'asse dclle.[-
Scrivere I'equazione della parabola che ha I'asse paralleìo all'asse delle , e passa per i punti
P(1,2), A e B precedentemente calcolati.
Determinare le equzzioni delle rangenti alla parabola e alla circonferenza nei punti A e B.
Completare lo svolgimento dell'esercizio, tracciando i relativi grafici.
(La circonfetenza è x2+)2-8x-6)+15=0; i puùti so o A(5,0), B(3,0); la parubola è

rtx,-zx+!; b tangenti sono y=!t-|,t=-t*i,r!,-J, r-!*+tt
Fra le circonferenze di equazione rr+/2+6/+k=0, determinare quella di raggio 5; calcolare le
coordinate del centro C e dei punti ,4 e I di intersezione con I'asse delle r.
Scrivere I'equazione della parabola che ha I'asse parallelo all'asse delle /, il vertice nel punÌo C e
passa per ,4.
Determioare le equazioni delle tangenti alla parabola nei punti,4 e B; calcolare le coordinate del
loro punto di incontro P e I'area S del triangolo ABP
Completare lo svolgimento dell'esercizio, tracciando i relativi glafici.
(Si ottiene x2+y,+6y-16=0, C(0,-3), A(-4,0), B(4,0), y=*rr-3, r-)ft*al
t=4 t,-.t1, p(0,6), s=21)

Determinare le coordinate dei punti .4 e B, dove si incontrano la circonferenza d'equazione
x2+y2-6x-2y+8=0 e la retta d'equazione )=-r+4, indicando con ,4 il punto di ascissa minore.
Scrivere I'equazione della parabola che ha I'asse di simmetria parallelo all'asse delle ), il vertice
nel punto A e passa pcr 8.
Scrivere le equazioni dellc tangenti alla parabola condotte dal punto f[i.:) calcolando Ie

coordinate dei punti di contatto T e f e la lunghezza / della corda rf.
Completare lo svolgimcnto dell'esercizio, tracciando i reÌativi grafici.

tsi ottiene A2.2), BQ,\l. y=- lrt:+2x, l-r* ), r-x*t, e{3f1
Dal punto P(1,-2) condurre le tangenti alla parabola d'€quazione,=x'?e calcolare le coordinaÌe
dei punti A e B di coltatto.
Per il punto P tracciare la retta r, parallela all'asse della parabola; determinare le coordinate del
punto O, dove / incontra la corda .AB.
Scrivere I'equazione della circonferenza che ha centro in B e diametro.4B.
Complerare lo svolgimento dell-esercizio, tracciando i relativi grafici.
(si o ie e A(1-\8,4-213), Bft3il,4+2\B); x,+y,-2x-8y+2=0)
Data Ia retta / d'equazione )=zr, dal punto,4(4,0) si tracciano le se8uenti rette:

- a parallela alla retta r,
- b perpendicolare alla retta r.

Detelminare le coordinate dei seglrenti punti:
- B, do\e a incontra l'asse delle)),
- C, dove a incontra I'ass€ delle,.

Scrivere l'equazione della circonferenza che passa per i punti A. B. C.
Dererminare l'equazione della tangenle alla circonferenla nel punlo A.
Complelare lo svolgimen(o dell e\ercizjo. lracciando i relativi grafici.
tsi otie e Ì+y,-oy-lo=0. r -tr-$t
Determinare le equazioni di due parabole che hanno l'asse pamllelo all'asse delle y. passano per il
punto A(0.4, ed hanno venici y(-2.0) e v'(4.0)
Considerare iseguentj due punli di uguale ordinala:

P. variabile sull'arco y,4. O, variabile sull'arco y',4

3.

4-
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ed indicare con P'e I le loro proiezioni onogonali sull asse delle L
Determinare.le coordinare di p è e in modo ctre is\lt; pe=3pp .
Completare lo svolgimento deil'esercizio, tracciatdo i relaiivi grafici-
(Si ha: y=(x+2)r, y= rL6-t1,.

8-

1.

lnd,kando .con k l,ordnata di p.e di e, y sc ve p(-2+{i,k), e«-2\rE,U, co 0<k<4; it vatorcat K che nsotve ptoblema e k=1)
Scrivere l'equazione della circonferenza che passa per i seguenti punli

A(_3,2), B(4.1), c(0,-7)
Scrivere le equazioni delle due rangenli alla curva condo e dal Dunto D .5)_vefihcare che le tangentr sono perpendicolari e che i punri di cdnrarro sono i punli ,4 e I dati.Calcolare l area S del quadrilalèro ,4DB(.
Complerare lo svolgimcnro detlesercizio. rracciando i relalivi gratici.
(Si o iene ^r-yr+4y-2t-0, y- 3,x -17 ,,=-a.-r. /?-. s- 8J,- 4 J. 3.- 22
Scrivere I equzzione della parabola che ha l,asse parallelo al.asse delle ), passa per A(2.4) eale.!\
Scrivere l'equa/ione dell'iperbole che ha gli assi coordinati come asinroli e oassa oel,4.Larcorare te coordtnare dei punti comuni alle due contche.
Scrivere le equarioni dclle rdngenIl alle due curve nel pun!o A.('omplelare lo .rolgimcnro deliesercizio. rracciando i ielariv, grafici.
rsi ouiene r-lrt-?f; t(. )()=B: i punri comuni lono e " c(- 3r.-$) Lc nnsenn ,ono
r$t+ff, r-zx+tt
Scrivere Iequa.zione dell iperbolc che.ha.gli.as\i coordinatr come asintoti e pajsa per A(4.t).scnvere lequazrone della pdrabola che ha lasse paraflelo all.asse delle y. passa 'per O(0.0i e.l
rnconrra liperbole nei puntr Be Cdasciqsa2e -1.
Delerminrre Ie coordinate del lerzo punro D di inlersezione de e due coniche.§cnvere Iequazione della circonferenza che passa per B. C, D e calcolare |,area.§ del cerchiocorrispondente.
Completare lo svolgimento dell'esercizio. tracciando i relativi grafici.
tsi ottie e xy-4, y= 3x,+7(.8È.L.C(-1.-6).ùt.4t.J^:-3yta2exty-tt=u.s=;qllt
È dato il fascio di iperboti d,eqìrazione

.. 2-.r+ 1/- ,_k
Verificare che rulle le curve del iascio passano per uno stesso punlo p. da determinarc.Confronlare il gratico delle curve corrispondenri ai vatori k-2; k--I.
Firsare Ialrenzione sull iperbole che si òltiene per k=2.
Determinare Ie coordinaie dei punri,4 e 8. dorie la curva incontra gli assi coordinali e verificare
che risulta Ò7=0r.
Scrivere I'equazione delle seguenti rerte:
- ,{8, che incontra l'asintoto orizzontale in M.- la lange[te alla curva in B, che incontra l,asintoto orizzontale in N.
Calcolare la lunghezza del segmento MN.
rs, "ui"* r(-!.01. k equazrc i deue rcue'-* )=-1,- t. y=,- +,

Tracciare il glafico delle seguenii funzioni:
y:xz_3x+2. ,=_a2+x+2

Relativamente a ciascuna curva determinarc
- il vertice,
- ipunti di inrersezione con gli r..i ca(esiani.- le rangenti in rali punli di inrersezione.
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Dire come deve essere condotta una retta r parallela all asse delle .x affinché risultino uguali le
due corde che / determina in ciascuna cu a.
(Dal tema di tnaturità scie tilica del 1935.

Si ottengono i vertici v(],-L) " v'(!.2). i n*ri At0,2) con taneeni y=-3x+2 e t=t+2,
B(2,0) con tangenn y:x-2 e y=-3x+6, C(1,0) con rangenre y=-t+], D(-1,0) con tangente
y=3x+3. La rctta t ha equazione J=1)
Sono dale le parabole d'equazione

Y:x2-2x e y=u-i
Disegnare le curve, dopo aver trovato i seguenti punti:
- i vertici Y e Y' delle parabole.
- i punti di intersezione di ciascuna parabola con I'asse delle .r,
- i punti di intersezione delle dùe parabole.
Dire come deve essere condotta una rella r parallela all'asse delle Ì affinché risultino
due corde da essa determinate sulle due paÌabole.
(Dal teha di naruità del 1936.ii on",go,o i wtici v(1,-L), v'(2,2), i puùi ot0,0), At2,0), B(4,0), C(4,4]L t,,eu,, na
equazioic )= t )

Scrivere l'equazione di una parabola che ha l'asse parallelo all asse delle l, è tangenle alla retta
d equazione ),=r in O(0.0) e passa per ,4(4,0),
Fla i trapezi che hanno come base maggiore O.4 e come base minore una corda della parabola
parallela ad O,4. determinare qucllo che ha t ur"u 5= 4 .

(Dal tema di manoih del 1938.
La parabok è y:-+xr+x, Data la simmetria della cwva ispetto all.l rena x:2, si può consideta-
rc I arco S come il doppio dell'area del trapezio rettangolo OHKB di fig.7. Se x i dica I'ascbsa del
punto B (con 0<t<2), I'area di OHKB è.,, Du que so o due i tapeziahe r;oddisfano la
condirio e richicse: si otruryo»o u rorri:ponde za at valoi:( let(-!-'ltJl

t3.

uguali Ie

Fig.7

l4- Considerare il fascio di parabole che hanno l'equazione
y:mx2+r+3 4m (con m+o).

Verificare che tutte le parabole passano per due punti / e B da determinare.
Determinare le parabole del fascio che hanno per vertice /4 e B e vcrificare che esse sono
simmelriche rìspetto àl punto medio C del segmento ,48.
(Dal tema di hatuùtà del 1967.
St trovatrc ip nu Ae,5). Bt-2, e te paratote y-lox:tt.Z. y=- llt-t+nl

Scrivere I'equazionc della circonferenza che ha il centro d'ordinata 4 e passa per i punti A( 2,0) e
B(4.0)l calcolare le coordinate degli estremi D ed E del diametro parallclo all'asse delle i.
Determinare i coefficienti dell equazione ):rì.+hr+c. in modo che le parabole da essa rappre-
sentate passino per C(0,4) e siano tangenti all asse delle.r.
Tra quc*le prrabolc derermincre quelle che Passano per D o pcr E.
(Da u,to d?i temi di ntafi a de' ifiru del 1972.

t5.
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Si o engono la circonkrutza Ì+y,-2x-8y:0, i pu|ti D( 1.1), E(6,1), le parubole y:(t+2)2,/) \:,:lit 'zl 

)

16. Scrivere le equazioni delle due circonferenze C e C' che hanno il centro sull'asse delle ), sono
tangenti alla parabola d'equazione )=5-n, ed Àlla retta d'equazionc y=1t indicare con / ed r' i
rispettivi raggi (con r>r').
Scrivere I'equazione di un altra circonferenza C". che ha il centro sull asse dclle ) ed il raggio r.
Determi[arc l equazione della parabola che ha l'asse parallclo all'asse delle ] ed è tan8ente alle
due circonferenze C' e C".
(Da uno dei temi di nntutità del 1973.
Si ortengono C: x2+yr+3y-4=0, C' Ì+J, 5f+4=0. C": rr+f-13y+36:0, parubola y=xr)

17. Considerare Ie parabole che hanno le equazioni scguenti:

Le due curve si incont.rno in O(0.0) e in un punto -A da determinare.
Nella regione finita di piano delimitata dalle due curve si costruisce un triangolo che ha un vertice
in,4 ed il lato opposto BC parallelo all asse delle )'. In quale caso l'area S del tnangoto vale ]?
(Da uno dei teni di maturità del 1977.
Si ouie,e a(J,t). I dic«ndo cott r I'ascissa di B e di C si ottìene S=!,O-2,1., te sinuzioni

tiche,\tc \o o tiu?. utdridlfllp dai uo,or,, , , r=z-!r7t
18. È data Ia parabola d equazione )=r2+.v!5+1.

Determinare le equazionì delle tangcntì alla parabola condotte da O(0.0). detcrminando le
coordinate dei punti A c B di contatto.
Scriv€re I'equazione della circonferenza passanle per 0.,4, B.
(Da u o dei temi di marurità del 198A.ii otr"ugo,ro l" retre y=(\f3-lx, ra gente tu A(-1,2 \/7 e y:fi6+lt. nulente in B(1,2+\f3):
la circonferenza è x,+y,-4y:0)

19. Scrivere Ie equa/ioni dcllc duc circonfcrcnTc che pa*lno per O(0.0) cd hsnno icenlri nei punlt
c(1.0) e c'l- !- .0ì' \2l
Condurre per O due rette ,. ed r. fra loro perpendicolari. individuando i seguenti punti:
- ,4 e B. dove r incontra le due circonferenze.
- C e D- dove r incontra le duc circonferenze.
Delerminare la siluazione in cui l'area S del quadrilatero.ABCD vale f .

(Da uno d€i remi li mqturità scientifica tlel 1981.'Le cico lereùze sono r:arz ar:g-,!ifil1=b: r ha eqttazione y:ntt, s ha equtzrcne 1=-L;25nnrutra s=7 1i;7 e aL,,nn n ,iluazione n(hre\n \t oni?,t( ppt n=t)
20. Una parabola passa per gli estremi di un diametro di una circonferenzr di ra8gio /. ha le tangenli

in tali punri perpendicolari fra loro e ha l asse del diamelro come asse di simmetria.
Scrivere le €quazioni della parabola e della circonferenza in un riferimento cartesiano opportuna-
mente scelto.
(Da uno dei temi di matutitii scie tifica del 1983

Si otiene xr+yr=r, e y:*-r, se si scedie fa parabola che rivolge l« concavità rierso il basso)

21, È data la parabola p d'equazione )=3n-x2
Scrivere l€ equazioni delle seguenti parabole:

- parabola p' simmetrica a p rispetto all'asse delle ),.
iarabole aimmetriche a p e p' rispetto alla relta congiungente i vertici di /, e di p'.

Inscrivere nella regione finita di piano delimilata dalle quallro parabol€ il quadrato con i lati
iangenti alle parabole e calcolare il perimetro di tale quadrato.
(Da uno dei temi di matutità del 1985.
Le parabole soto 1=-t'-r' y=,' 31-! v 'rj-ir- :.
Pet la simmetia detla figwa i tati del quadr,llo \i tova o s rctt. parallele a e bisettrici dei
quadrunri... ti ouicnc il p?imeco. che vale 5t/2)


