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La geometria analitica nei secoli

"Geomet,ia analitica": I'aggeuivo "analitica' fa capire che non è
la solita geometia, "pura"; si tratta i fatti di una geometria che è leqata
alloriu etica, all'algebru,... ai numeri insomtna.

Per coglienle sùbito lo spirito, conviene partirc dalle crùiche che
uio dei fo dato del metodo orwlilico, René Descaftes (spesso noto col
ome latinizzato rli Ca esio), po a all'istruzione che egli stesso aveva

avuto nelle scuole secontlurie francesi). Dopo ayer osseryoto che la cùltura
taaliziohale, di cafittere prcvile temente umanistic.)-letteraio, si basa più
sull'esercizio della fantasia e sullo studio delle grandi opere degli altri, che
non su una ricerca alirctta ala parte degli studenti, ecco che cosa scrive nei
riguardi della maternatica:

<Avero un po' studiato, quaùdo ero più giot,atrc, la logica nel
cotso di filosofia, e la geometria e l'algcbra el colso cli matetnalici; lre orti
o scienze che dovevano contribuire ai Diei stuali. Ma, esaninandole bene,
t li so o accorto che, pet la logica. i suoi sillogismi e ld ,naggior parte delle
ahre istuzioni servono a spiegare le cose che Bià si satlno, e a parlure di
quelle che non si conoscono senza però essere fu gralo di dame un
Eiudizio... Poi, per quanb figwùda la geolnetrio degli antichi e I'algebra
dei fioalernir, ohle al fatto che sono naterie noho astratte e che setnbrano
fion arere alci a applicazione, lu prina è sempre così legata alla conside-
razione di figure che ron si orth'a a copirla senu sforzare rroppo I imtnagi-
hazione, e l'altra è tahfiette assoggetala a rcgole su regole che se ne è fattto
uh'a e co fusa e osc ra che appesanlisce lo spifib invece di f.tr e knd
scienza che lo cohiva. E per queste rugiorli clv ho pe sato che occorreva
cercore ùn altro meloalo matenalico, un metodo che, tenenclo conto dei lati
positivi delle tre, fosse esente dai loto difetti,.

Per rcnderc più chialo il suo pensiero, Carlesio ?orta u esempio
di politica; tlice: "la moltitudine delle leggi fornisce spesso kt scusa ai
"vizi"', nentre uno Stdto è govemato molto Ìneglio qnondo di leggi e ha
poche, perché, allora, esse vengono stretaa,fiette osservate». Sono ques,e
considerdziohi, pott(te el catnpo lella scienza, clrc lo contlucono ad
enuficiare quattrc "regole atte a dirigere la tnetle atlln ricerca".

Le regole di Ca esio si tiassumono così: l) non si deve accetlare
nulla come vero se non è così chioro da ritnuovere ogni dùbbio (Egola
dell'erdenza);2) occone .lit,idere le dilficoltà il "piccoli elenenti" (regok
dell'analisi); 3) bisogno prccerlere dal semplice ul complesso (regola delkl
sintesi): 4) bisognd inJine rivedere, posso per passo, i rugionatnetfii seq iti,
in moclo da verificare che nulla sia stato omesso (regoh dell'enumerazione).

Ispiandosi a questi pirlcipi generali, Cartesio si consacru alla
ùalematica, motivatlo dal suo cosla te irteresse alle pplicazio i e ai
fenomeni della natura, e, anche - cone lui stesso alice itt uno sfòq() mislico
- pelclté suggestion to da wt sogtto, fatao il l0 ilovembre 1619, in cui gli
era stato rivelato che la alura ton è che un grande sistetfii geotnetrico e
che. quindi, è proprio dallu geornetùa che si deve partire. ll'la. ascoltiunlolo
a coro una voha: "Ho dcciso di nbbatdotlore quella geomelrin che è
unicamenle e!ìlratla e che serve solo ad esercitare la nente) pet sludiare,
invece, un ahro ipo di geonetria, che ha, cot e obielt^)o, la spieqazione
dei fenomeni della na,ur«".

t rc,\ù.1'\ ttpotr,ù o " t,ùn ipll,t t'tr ! tnth tl't-l,t-.t\' ùlt'1''tr. t^l'
: Lt.s?oùrlaù,l,cL n,h.rl'tsponrla"dAA,.,t:l la?bt ,l.t ttu,lttù .l l{h'o

.one ùt stato nilippotd ,el ciùq tahlo-
' \ù d'.k,u. a rt',h" ùtl'il|,qnh .



1. Gèomel a analtica

Con questa tlichiaruzione egli rompe apertdme te con le idee a]ella
matematice greca: se ne distctcca poi del tutto per i procedime li seguiti.
Fermiamoci su quest'ulti o alfetmazione: la geometria era, per i Greci, ld
fonte di ogni scopefia matem(iics, a tal punto che wl problema di aritmeti-
ca o di algebra venit)a "lrudo o" in chiave geoùetrica; pet esenqio,
un'equazione del tipo

ax+x2:b2,
che qui scriviotto col sintbolismo moderno, viene du Euclide interpretata
così: "prolungare un segmento AB=d (ig. I) di un trctxo.x e costruire un
rettangolo, di diagonale AM, che sia cofiposto di un rcatungolo di tlimen'
sioni a ed x, e di wt quodtuto di lato x, in modo tale che il grande
rcttangolo sia equivalette a un quadrato tli lato b,.

F€. 1

La figutu chiaifica I'enunciato; si capisce però che, caso per cdso,
carnbia I'intetpretazione geofietrica e, quinali, occofie ogni voho affrcnlarc
il problema in modo tliverso.

Cafiesio vuole valersi odell'alSebra deì modemi,, e copovolge il
procedimento: è I'algebra di cui si vale per ri§olrere problcmi di geometria. .E'siccome I'algebra ha de e regole "universali', si propone di dare anche alla
Rcom?tria dei pro,?limenti alrrernnru generali.

Cerchiono di collieN tl \to pehieru: dovanti a una [iguru tome
ufi poligono, osserva lo posizione reciproca dei luti e ruole esptimetla "in
lornuli: Tnna di tutro e cr.tndotto a ri|l?ucrc "rul uolo ulgebnto di
deu rivere una rctla rhe appa i?ne a un pia4o. Llnd retn c J ?rminata do
due punti; occoùe allora, prima ali tuto, vedere come "si localizza" un
punto. Per noL è mobo fdcile capirc che u p nto può essete i dividuato se
ne diano le distanze a, b (fig. 2) da due assi di fiferimento (quel riferimen'
to che sarà poi chiamato carlesiano); pet Cafiesio, questu idea era. . tulta

Fig- 2 Fig.3
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Una volta ideato il iferimento, c'è un altro passo da fare; questo:

se due punti P, Q si tovano sulla stessa rettd r come in fig. 3, le loro
distanze PH, PK e QR, QS no possoho essere "qualu que"; se infatti P e
Q sono su r, allotu ci sono due uiangoli simili (OPH e OQR), e quindi ci
sono dei rapporti uguali. Cartesio si basa su una ben nota proprietà
geomet ca, e la "esolta" a tal punto da fame I'inizio delkt sua teoria. Ecco
come procede: tenenalo presente l'uguaglianza di quei rapporti, si ha

QR =O8PH OH
ossia

Immaginiatuo ora di tenere fisso il punto P e di for variare Q sempre su
quella rctta; quei rapporti devono n1afitenefii, qualunqùe sia la posizione di
8. Per far capire che i segtuenti QR e QS possono caubiarc, Caflesio li
indica con y e x; si ha allora

ossta

yr
b- a

Ecco, una prcpùetà Seometrica - un punto che percorre una retta - si
lraduce in una prcp etò algebica, ih un'equizione.

Tutto un nondo si apre all'indagine, alla scopelta. Perché no
safanno Solamefite le rele a polef essere tfialolle in equazione, ma.,.
qualunque curra: basta tradufie algebricamente la proprietà che caratte z-
za quesla o quella curva. Sarà, per fare un altro esempio, la prop età della
citcohfercnza di avere oqni suo punto ugualmente distaùte dal ce tro a
condurci in moalo facilissimo a scriverhe l'equazione: basta esprimerc il
ragSio t per mezzo del reotema di Piagora (fig. 4) per avere I'equazione
del cerchio; eccola:

x2 +y2=12.

QR OR

FiS. 4



1. G6omelria analitica

Ma è facile ihtuire che non è solo il nondo della geometria che è inteftssato
a questo processo di algebrizzazione: dai vari lipi di moto a questiotti di
ottica, ai più vwi fenomeni nantrali. dovruque sia possibile descrivere
graficamente il problema, una titluzione analitica ne fisserà la legge.
Cartesio, trascinato dalla scoperta di questo procedimettlo, non vedeva
litfiiti alla scienza, e paralosa do il latnoso de o tli Archine.le a prcposito
della leva, odatemi un punto d'appoggio e io solleverò la Tefia», scrisse

"alatefii l'estensiofie [e cioè la figura] e il moto, e io vi costruirò I'totiver

Cartesio - I'abbiatno tletto all'inizio - è uno dei londatori .lell«
geometùa analitica. Perché - e on è la prina voha che da parte di clue
scienziati si aftiyi ad una stessa scopert« nel medesimo peiodo u altrc
matematico francese, Pierrc Femat, aveva avuto le stesse ialee prcprio itl
quegli anni. Pierre Fehfit è uno dei più ori?inali notetnotici .li tuui i
tempi; e la cosa piìl impressiononte è che... non era matematico! Per tutta la
vita esercitò la professione di avvocato nella città di Tolosa, ma il suo
hobby era la natematica: e fotse prol o perché non eru che il suo hobby
non pensò uai a pubblicarc qralcosa: le sue grandi scoperte sono appù aa-
te sui bordi delle pagine .lei libri che pùi Io interessavano. E solo tlopo la
sua morte che lo sua opera, che consisteva in moltissime nole, in appuhli, in
lettere ad altri fiatenatici, ftn i quali anche Cartesio, fu riordinata, rbrga-
nizzato e finahnente pubblicata. E sembra che alle scoperte fa e da
Cartesio, Fermat foste giut o qtolaha anno p ua.

E pfima del Seicento? La geometria afialitica nocque relamente
dol ltulla? L'idea di un riferimento fon lato da un reticolato (come fosse un
foglio a quadre i) in c i erano disegnate due rcle "Iohdamentali' è
veramente moho antica: gli Egiziani se te erano valsi allo scopo ali mettere
ifi evidenzd la posizione delle stelle, i Gteci per localizzarc città e paesi
su a pima cnfta geografica (Dicearco. 300 a.C.), i Ronaùi al fine di
progeuare la pia ta di nuove città- bt fittti questi casi, però, si lratl1 solo tli
un'ilhtstlazione grufica precisata pe! nrczzo di n riferh ento; on è
certamente la geometria analitica. E nel X secolo che trcviattrc i,t utto
pergamena conservata nella Regia Biblioteco di Monaco, in Germania,
qualcosa di piti: vi si ttovano infatti itltlicate le lruielto e dei pianeli, sono
tracciate dunque delle curve.

U vero passo avanti verso la geomelria analilice del Seicehto
viene fatto solo el 1300 per opera di un religioso froncese, Nicola
d'Oresme: la sua ideo Beniale fit quella di utilizzare il iferhne to per
ipo are dei dati numeici trutti da esperimenti di fisica, cioè delle ntisure
eseguite dall'uoh1o; e tabelle e grafici conalussero d'Orcsme, che em tn
economista e non un malenatico tli professione, a scoprire pruPtietà e
leggi.

Ma le idee ili Nicola d'Oresme non poteva o essele sùluPPole
fino a che on eru sviluppato lo stnonento essenziale: l'algebra; bisognava

E dopo il Seicento, dopo l'opera tli Cartesio e di Fermat, qknle
sviluppo ha avuto la BeonÉtia a alitica?

Accade sempre che le grondi idee suggeriscorLo ahte idee, ahri
sviluppi. L'associazio e ali "equazione e curva non solo permise di
trailuire cume note in equazioni e, Eindi, di slttdiirle analiticamente, ifi,
riceversa, condusse alla scoperta di nuove curve a partire "dall'invettziotrc"
delle più varie equazioni. L. (ambru do le cquazioni si inttodtt"c ben
prestò una rerza variabile: voleva tlire u*irc dal piano, in.lividuurc u

'11
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punto per mezzo di tre coordinate x, y, z (lig, 5), e considerare superficie e
curYe rcllo spozio,

FìS. 5

E se si oumentava ancoru di una variabile? Si può pensate che la
quana variabile, t, indichi il tcnEo; I'algebru pona co§ a vedere quello che
è impossibile per I'occhio: le quattru vaiabili non solo permettono ili
localizzare la posizione di un puno nello spazio, ma ci dicono, anehe, in
quale momento quel punto si troya in quella posizione, e, quinili, seryono a
precìsdrc un erento nel tempo.

Siamo orrnai lontani dallo geotnetria analitico piana di Cafiesio e
di Fermat, ma sono state le loro idee a cqrnbiare la faccia d.ella motettotica!

1. G€ométda aralilica
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1. I gralici oggi
Oggi sempre più spesso si vedono dei grafici alla televisione, su

quotidiani, iiviste, lib ... Ecco un esempio, tratto da un articolo del 1983,
che parla di progetti per controllare il ciclo dell'acqua a livello mondiale.

In fig. 1 è indicata con / la latitudine misurata in gradi e con d la
differenza fra precipitazioni ed evaporazione espressa in centimetri all'an-
no. La latitudine 1=0 indica l'equatore, valo positivi di 1 indicano
latitudini Nord e valori negativi di / indicano latitudini Sud. tnoìtre, d=0
indica che le precipitazioni sono compensate dall'evaporazione (cioè
l'acqua portata dalle piogge evapora completamente), mentre valori
positivi di d indicano il fatto che le precipitazioni superano l'evaporazione
e valo negativi di d indicano il fenomeno opposto.

Il grafico sintetizza dunque molte informazioni. Per esempio, si
nota subito che la curva oltenuta è quasi simmetrica rispelto all'equatole,
dove c'è una zona di scarsa evaporazione; ai lati opposti di questa zona si
trovano invece due zone dove è notevole I'eccesso di evapotazione. Si

esce così a prevedere il pdncipale effetto dell'alternarsi di queste zone:
in ogni emisfero il vapor d'acqua che si genera nella "zona più umida"
viene trasportato verso il Polo, lasciando spesso alcune zone vicino
all'equatore in condizioni di tragica siccità.

Come intervenire in questo ciclo naturale? Sarà "l'acceleratore
aerologico" a risolvere questo grave problema?

Cerchiamo ora di fissare quali sono gli elementi che rendono così
espressivo il grafico della fig. l Per riportare gtaficamente i dati relativi
alla latitudine I e alla differenza / fra precipitazioni ed evaporazione. si
"prepam" il disegno in questo modo:

a) si tracciano due rette perpendicolari, che si incontÉno in un
punto O, decidendo di rappresentare i dati relativi alla latitudine sulla
ietta contrassegnata dalla l€ttera I e i dati relativi alla differenza d
sull'altra retta (fig. 2)i
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FtS.2 FiS. 3

b) si sceglie su ciascuna di queste rctte un'unita di misura delle
lunghezzg: così ogni valore numerico di d o di I può essere visualizzato
con la luogheza di un segmento (fig. 3);

c) si sceglic su ogni retta un verso di percorrenza: si possono cosl
distingùere anche graficamente i valori di / o di d positivi da quelli negativi
(fre. a).

Flo. 4
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ln ouesLo modo osni coDDia di dati (1, 1) puo essere rappresenla-
ta da un punio e, viceversa: ogni punto indicherà una coppia di dati. Ecco
qualche esempio (figg. 5, 6,7).

Fig. 5. a rappresenla i dali:
/=r0 .iÒè 100 di letitudiné Nord
d=3d, cioè 30 cm d'acqua per
anno che "resiano" dopo l'evapo-

Fig. 6. B rappr€senta i dati:/=-10 cioe 10'di latiludine Sud
d=-3ti, cioè 30 cm d'acqua per
anno che "mancano" dopo leva_
porazions.

Fig. 7. C rappresanta i dali:
/=. cioè 30" di latiludine Nord
d=10, cioà 10 cm d'acqua psr
anno chè "rsslano" dopo l'evapo'



2. Le coordinate cartesiane
Oggi, come abbiamo detto nel

paragralo precedcnte, i grafici compaiono
nei settori piit vari della scienza e della
tecnica. Tuttavia, la sroria della geometria
analitica ci dice che non è stato un interesse
applicativo a spingere Cartesio a "creare" Ia
geometria analitica. L idea princrpale di
Cartesio era quella di studiare per mezzo
dell'algebra le proprietà geometriche stabilite
da Euclide.

E siccome Euclide pone a
fondamento della geometria la nozionc di
punto. la geometria analitica ha inizio con la
«traduzione di un punto in numeri,,. Ecco
come si procedel

a) si disegnano sul piano due rette
perpendicolcri (fig.8): una delle relte ò
detta asse delle.r o asse d€lle ascisser, l'altra
retta è detta ass€ delle y o asse delle
ordi[ate. Il loro punro di inte6ezione O è
detto origine del piano cartesiano. Le due
rette dividono il piano in quattro quadranti,
che sono numerati come in fig. 8:

b) si sceglie come unità di misura
delle lunghezze il segmento OU (fie. 9);

c) si fissa su ogni asse un vcrso di
percorrenza (fig. l0).
In questo modo si stabilisce sul piano un
riferimento ca esiano.

Scelto ora un qualunque punto P
del piano, possiamo associare ad esso una
coppia di numeri. che prendono il nome di
ascissa ed ordinata. Ecco come si procede.

r Il tcrmin. ar4t, licnc del ladno /r!1cr,d./e ,
che vuol dire tagliarc. dividere.

'l.7
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L'ascissa "si legge" sull'asse delle 'r nel modo seguente (fig. 1l):

- si traccia da P la parallela all'asse delle ], che incontra l'asse delle x nel
punto /;

- si misura il segmento O.4.
Nel caso di fig. 13 si otiicne

OA=3:
- si osse a che.4 segue O nel verso opposto a quello stabilito e quindi si

ha
ascissa di P=-3.

L'ordinata "si legge" sull asse delle y in modo analogo (fig. 12):
- si traccia da P la parallela all'asse delle 'l, che incontra l'asse delÌe ) nel

punto B;
- si misura il segmento OB.
Nel caso di fig. 14 si ottiene

OE=2t
- si osserva che B segue O nel verso stabilito e quindi si ha:

ordinata di P:2.
Si scrive brevemente:

P(-3,2).
Si ha dunque che I'ascissa a ef'ordinata Z, di un punto P (fig. 13) indicano,
rispettivamente. le distanze O24 ed OB precedute da un segno convenzio-
nale; il segno è positivo sc A (o B) segue O nel verso scelto e negativo nel
caso contrario.

I numei a e A si chiamano le coordinate cartesiane del punto P e
si scrive

P(a,b).
Per valersi coffettamente delle coordinate è opportuno tenere presenti
alcune osservazioni.

I) II p mo numero, a. indica sempre I'ascissa e il secondo
numero, A, indica sempre l'ordinata; perciò, se si scambia 4 con b, si
ottiene un altro punto del piano. Ecco uD esempio: la fig. 14 mostra, sullo
stesso piano cartesiano, i punli

P(-3 ,2) e QQ ,-3) .

È immediato osservare che i due punti non coincidono! Le coordinate di
un punto formano dunque una coppia ordinata di numeri.

II) Le sole distanze OA e OB di un punto P dagli assi cartesiani
non bastano per individuare le coordinate del punto; osserviamo, infatti,
la fig. 15: i punti P e P' hanno la stessa distanza dall'asse delle r, ma non
hanno la stessa ascissa!

È facile seguire il procedimento inverso e cioè: dati due numeri
reali a e A, determinarc il punto P del piano che ha le coordinate (a, a). Si
ha che l'ascissa a individua il punto,4 sull'asse delle r, I'ordinata a
individua il punto B sull'asse delle ]; si ottiene il punto P come quarto
vertice del rettangolo costruiro sù OA e OB. In fig. 16 abbiamo, per
esempio, indicato il punto P(-4.-1).

In conclusione. stabilendo sul piano un fedmento carlesiano, si
ottiene una corrispondenza biunivoca fra punti e coppie ordinate di
numeri reali: ad ognì punto P del piano corrisponde un'ùnica coppia
ordinata di numeri (d.à), e viceversa.



Fig. 11
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F'p. 17

3. Distanza fra due punti

,. -Impadroniamoci ora del riferimento cartesiano calcolando laqrslanza tra due punti p e O di cui conosciamo le coordinate. Cominciamocon due casi particolari.
I) I due punti harno la stessa oscissa
In fig. l7 sono rappresentari i punri p(2.1) e O(2.4). È immediatoconstatare che risulta:

PQ=AQ-AP

TQ:4. A;F=l.
Si ha dunque:

PA=4_1:3.
In generale. quando sono dati due punti p e O. che hanno la stessa ascissaa (fig. 18),

P(a,b) e e@,ù,
si ottiene

PA=d_b.
Basiamoci sulla formula ottenuta pet determinare la distanza fra i punti

P(2,-t) e QQ.-a)
di fig. 19; si ha:

d-b=-4-(-1)=-a+1= -3.
Abbiamo ottenuto un sultato inaccettabile, perché la distanza fra duepunti-deve essere un.numero posilivo! oou.e trenor"z O.i"*ànià ia É!.ZU. vedtamo subito che risnlr,

PQ=3;
dunque la formula

PA=d-b
ha dato il risultato con il segno sbagliaro!
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Fig. 19

Questo è dovulo al falto che in fig. la i PunLi P e I §ono ln
ordine opposto rispetto a quellodi fig. 18. E proprio pere\iLare di dover
prestare allenzione all ordine in cui si susseguono I punll che sl scrlve

PA=ld,bl,
dove il simbolo d-Al si legge valore assolulo della differenza d-1o
anche modulo di d-6. Òon quàta notazione si intende ricordare che Pq è
sempre un numero positivoaperciò. se la differenza 1-b risulta negativa.
derè essere cambiaia di segno. Così. nel caso dr fig. lq si ha

PA=l- -(-r) =l-3 =3.

II) I due punti hanno la stessa ordinata
Si riDetono le considera/ioni precedenti relali\amenle a due punti che
hannt la stessa ordinala 6. ma dilferenti ascisse; se sono dali i punli

P(a ,b) e Qk .b) ,
si ottiene (fig. 21)

FA: c-ol.

Fig- 2'l
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III) Caso generale
La fig. 22 mostra i punti

P(a,b) e QGd),
che hanoo differenti le ascisse e le ordinate. Come calcolare la dista[za
FA?

Ftg. 22

Cerchiamo di ricondurci ai due casi precedenti, tracciando da P
la parallela all'asse delle ,t e da O la parallela all'asse delter. Si ottiene così
il punto

H(c,b).
Osservando la fi8.22, vediamo subito che sappiamo calcolare le distanze

Pfi=lc-al e m:U-bl.
Una volta calcolate queste distanze. porremo ottenere Pp. basandoci sul
teorema di Pitagora. Si ha

PQ2=PH2+H82,
ossia

FQz= 1c - alz a 17- 612

e, infine,
FA:\/G-ryTG|=EP.

Ie due precedenti
la stessa ascissa,

FA=\/@=o-P:ld-bl.

È interessante osservare che questa formula contiene
@me caso particolare. Se, ad esempio, P e O hanno
risulta

cioè
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4. Un esercizio sulla formula della distanza lra due punti

Le relazioni finola ottenute permettono di trattare molte que-
stioni di geometria elementare. Ecco un esempio: in fìg.23 è disegnato il
triangolo di vertici:

.4(0,3), B(-3,1), c(-1.,-2).
Quali particolarita presenta il triangolo? Se ne può calcolare il perimetro e
1'area?

Fig. 23

Osservando la figura, "sembra" che il triangolo sia isoscele sulla
base,4C e che sia rettanÀolo in B. E facile ve ficare se valgono queste
propdetà, calcolando la lunghezza dei lati del triangolo. Si ha:

vT0-r-JiJ-r=n4G_1F:\@+*=vL
trH--rET(r=rP:\E+11Y:113

Abbiamo così verificato che il triangolo è isoscele, dato che ha due lati di
uguale lunghezza." pér verificare, poi, se il triangolo è rettangolo po§siamo valerci
del teorema di Pitagoraa il triangolo è rettangolo se sulta

ACz:AB2+8C2.
Ora, coÌroscendo l^ lnnghezza di AB e BC, sappiamo che risulta

A B 2 + Ee2 = gfÉ)2 + (t/ 312 : 13 a 13 = 26.
Rimane da calcolare quanto vale ,4c'?. Si ha

AZ = 1F=( 1-p7p=1 4p : \E +? = \/%
e, dunque, sulta

A72=26.
Abbiamo così verificato che il triangolo -4EC è rettangolo in B Calcolia-
mone ora I'area S e il perimeto p. Si ha:

p = en + Ee + AI = t43 + \13 + \/ fr = 12'3
t?

s= )A'-E Ee= iVrrVrr=i(Vr3)'= ; =6.s
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Un'osservazione
Svolgendo i calcoli precedenti, ci si rende conto che. per valersi corretta-
mente della formula

ra=16-;yt17=5y.
occorrc ricordare con chiarezza il significato delle lettere che vi com-
parono:

a è il numero che indica l'ascissa di Pb"" " l'ordinata di P
c »» " l'ascissa di Bd"» " l'ordinata di O.

È piùr facile ricordare il significato delle lettere. se si scelgono dei simboli
più espressivi: per questo si indicano spesso con ir e I/, I ascissa e
l'ordinata di P. con xo e yo I'ascissa e l'ordinata di Q. Si scrive:

eA=t/5;,;y+6;-7;y

5. Pendenza di un segmento
La geometria analitica fa pa e della realtà dioggi- siè detto nel

paragrafo 1- ma finora ne abbiamo visto soprattutto I'aspctto matemati-
co. Torniamo dunque alla realtà. occupandoci di problemi che diventano
ogni giorno più importanli: iproblemi economici.

Spesso si legge sui quotidiani di ìndagini di mercato otÈanizzatc
dalle grandi indust e di detersivi. automobili. abbigliamento,... per pre-
vedere le vendite di una certa merce e pianificare in modo razionale la
produzione. La maggior parte delle ricerche in questo settore ha, fra
l'altro, un duplice scopo:

I) chiarire le relazioni fra il prezzo di una data merce e la
quantità di merce che l'indust a è disposta ad immettere sul mercato,
quantità che viene spesso chiarnata offerta;

II) chiarire Ie relazioni fra il prezzo di una data merce e la
quantità di merce acquistata dai consumatori, quantità che vienc detta

Ecco due esempi.
I) Secondo un'indagine statistica. un'industria di calcolatori ha introdotto
sul mercato 2000 calcolatori quando il prezzo di vendita era di L.
1.000.000; ma quando il prezzo di vendita è salito a L. l-200.000, l'offerta
è diventata di 23fi) calcolatorì-

Fig. 24
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La situazione diventa più chiara se si riportano questi dati su un
Diàno carLesianocome quello di lig 24 in cui sono'tati indicalì su un asse
i orezzi r tin milioni di lire) c .ull-'allro I'otferta \ (drll ingleqe rxppiy) in
mipliaia di calcolatori: .i ol(engono ipunli A e B.- ll modo piir semplice-di anrlizzare que'ti ddli è quello dj con--
giungere i punri con un segmenlo di retta e di valurare lelali,ità dell of'
ferra. cioe ll rcpporto ,}?. dalo da

aumento di offeitam: aumento di Érezzo '

Nel nostro caso si ha:

n= jj_i=1.s.
t chiaro chc lo sre\qo aumento di prez,,o polrebbe produrre un aumenlo
piir grande o piu piccolo di ollerla della merce. e Il rapporto m da.
lppùro. ,n-'nài"riione di quanto la variazione di pre//o inflLrenzi la
produzione della merce.

m=0,5 Fig. 25 m=3

Conftontando poì idue grafici della fig.25. si nota che
rapporto m ha anche un immediato significato geometrico: misula
pendenza di un segmento.

Ilì La slessa indauine §lati'licc hd rile\rlo che <ono stdlr acquislati lq00
calcolarorj ouando-il prezzo era di L. 1.000 t100. mr quando il pre77o e
pa\saro a I i t.200.olrir. le rendile.ono diminuile e 5ono stali ccqui(lali

il
la

solo 1700 caìcolatori.
Abbiamo rappresentato i dati in fig 26: su un

riportali i prezzi p e sull'alro la quanrira , vendula ln
valula 1 e/,riririlà Jellu dotntndo. cioe il rapporlo m. dalo

asse sono stati
questo caso si
da

aumento della domanda
aumento di prezzo

Si ottiene
I7-1.9tn= l,2 L =-r"
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Fig.26

il segno "-" si spiega col fatto che per la domanda non c'è stÀto
aumento, ma una dimiouzione- Anche in questo caso, il numero m
un'indicazione dellà pendenza del segmento A, (fig. 27).

n,= -0,5

un
da

n= 3

La pendenza rn è espressa da un numero positivo quando il segmento .4,8
è -in salita (fig. 29) e da un numero negativo quando il segmento,4B è
"in discesa" (69. 30); si ha un segmento con pendenza ft=o, quando iì
segmento ,{B è "orizzontale" (fig. 3l).

Fig. 27

Dalle considerazioni svolte possiamo ora ralre una conclusione
di caraltere geometrico: la pendenza del segmento,4E che congiunge due
punti

A(a,b) e B(c,d\,
come quelli di fig. 28, è data dal.rapporto

aumento di.ordilata - d-A 
.aumento di ascissa c-a
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È chiaro che, invece, non ha senso
valutare la Dendenza di un segmento,4B
-verticale , cioe parallelo allìsse delle y (fig 32)
Se, infatti, i due punti hanno la stessa ascissa, cioè
risulta

si ottiene
d-b^=o'

non possiomo dunque calcolare m. dato ch? non si
può esepuirc la divisione di un numero per zero.' - In conclusione- la relazione

d-b
c-a

ha significato solo se sulta

Fig. 28

Fig.29
n=1

Fig. 31 Fig- 32
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Fiq 2

1. Equazioni di retle parallele agli assi

Dopo aver interpretato il punto come coppia ordinata di numeri.
vediamo che cosa si può dire della retta, la più semplice delle curve.

Il fatto che per due punti passa una ed una sola retta conduce a
pensare la retta come "costituita da infiniti punti allineati". Interpretiamo
questa proprietà sul piano cafiesiano cominciando da qualche caso parti-
colare.

A) La retta è parallela all'asse delle y.

IIl fig. 1 abbiamo disegnato Ia retta r parallela all'asse delle, e
passante per ,4(2,3). Si osserva subito una proprietà caratteristica dei
punti che "formano" la retta: hanno tutti la stessa ascissa che vale 2; ossia.
in formula:

Questa foimula diventa più espressiva se immagiriiamo un punto P che "si
muove" §ul piano: le coordinate di P variano mentre il punto si muove; le
indichiamo con,r e y. E chiaro (fig. 2) che P(r,/) percorre proprio la retta
,, solo se la sua ascissa't vale sempre 2, ossia se risulta

Si dice perciò che jr=2 è l'€qùazione della retta r.
E importante riflettere sul significato che ha ora il termine

equazione: scrivendo
t=2.

non si intendc sostituire all'incog ta.r il numero 2; si indicano, invece,
tutti i punti che hanno l'ascissa .r sempre uguale a 2.

Analogamente, un punto P(.x.y) percorre la retta r di fig. 3 solo
se la sua ascissa, vale sempre -1. Perciò I'equazione della retta r è

In generale. un punto P(r,y) percorre la retta r, paraÌlela all'asse
delle ) e passante per,4(d,r) (fig. 4), solo se la sua ascissa vale sempre ai
I'equazione della retta / è dunque

In particolare, I'asse delle,. costituito da tutti i punti che hanno l'ascissa
nulla, ha equazione

.r=0.

B) La retta è parallela all'asse delle x,
È facile scrivere l'equazione della retta / parallela all'asse delle -r

e passante per A(2.3) (fig. 5): un punto P(-y,)) percorre la retta r solo se la
sua ordinata , mane §empre uguale a 3. L'equazione della rctta r è
dunque

Y:3'
In generale, la retta / parallela all'asse delle, e passante per /4(4,6) (fig.
6) ha equazione

in particolare. l'asse delle.r, costituito da tutti i punti che han[o l'ordinata
nulla, ha equazione

y:0'

Fig 3

Ftg- 4
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Fig. 5

2. Equazione della retta per due punti

Cominciamo a lavomre su un esempio numerico: in fig. 7
abbiamo tracciato il grafico della retta / che passa per i punti -4(2,3) e
B(5,4), Ci chiediamo: qual è la prcprieta che catatteizza le coordinate
(r'y) di un punto P che percorre la retta r?

Fig.7 Fis. 8

La fig. 8 suggerisce una prima sposta: il punto P(.t,y) percorre
proprio la retta r solo se il segmento /P ha la stessa pendenza del
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§egmento ,48. Ora ri§ulta (fig. 9):

pendenza di Or=#=+
pendenza di eP='--*.

Dulque uD punto P(rJ) che percorre la retta r ha le coordinate legate
dalla relazione

r:1=rt-2 3'
La stessa equazione si sc ve abitualmente in forma lnt€ra, cioè

y-3=5(r-2): (2)

o anche nella forma esplicita
1'ly=ix+ i. (3)

Quest'equazione assicura che il punto P percoùe la retta r, andando a
coinciderc, eventualmente, con ,4 o ,.

(1)

Fig.9 Fig. 10

Il plocedimento che abbiamo seguito ha carattere generale e può
essere ripetuto per trovare l'equazione della retta r passante per due punti
assegnati A(a.r) e A(c./) (fig. l0). Si ragiona così: un punto P(.x.r)
percorre proprio la retta r solo se il segmento ,4P ha la stessa pendenza
del segmento,48, cioè solo se sulta

y-b _ d-b 
. (4)

Per scrivere l'equ^zione (4) in forma intera, indichiamo con t la penden-
za del segmento 18, cioè poniamo

i_-L=nic-a
I'equazione diventa

y- g=m(x-a), (5)



ossia
y=mx-ha+b.

Si ottiene, dunque, sempre un'equMione di 1' grado del tipo
Y:mx+n'

dove abbiamo scritto
n= ma+b.

Due osservazioni sul sultato ottenuto.

(6)

A) Il procedimento seguito risulta valido anche quando i due
punti hanno It stessa ordinata A. Infatti, in questo caso (fig. 11) il
segmento -48 ha pendenza 0 e la formula (5) diventa

y-b=0(x-a),
ossia

y-b=0
e cioè

equazione che avevamo trovato nel paragrafo 1.

B) II procedimento non sulta invece valido se i due punti ,4 e B
hanno la stessa ascissa a (fig. 12). Infatti, in tal caso, il segmento ,4-B
risulta parallelo all'asse delle y e non possiamo calcolame la pendenza tu,
dato che non si può eseguire la dirisione

db
0

Ma noi sappiamo già (paragrafo 1) che
all'asse delle / è

Ar viamo così ad una conclusione di
catalte(izzata da un'equazione del tipo

Y=mx+tl
oppwe

Qùeste equazioni espiimono in forma
punto P(Ir) percorra proprio la relta

l'equazione di una retta paraìlela

catattere generale: una ietta è

sintetica la condizione perché un
disegnata sul piano.

Fig. 11 Ftg- 12
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3. Disegnare una retta d'equazione assegnata

Cominciamo ad esaminare qualche caso numerico; sono date le
equazioni segueflti:

(a) x:-2'
(b) Y=a'
(c) Y=2x-3,
(d) v:2,

Si capisce subito che queste equazioni debbono rapprcsentare delle rette,
dato che sono del tipo

oppure del tipo
Y:mx+h'

È facile tracciare il $afico delle p me due: l'equazione d esprime il fatto
che si debbono rappresentarc tutti i punti con la stessa ascissa che vale -2
e dunque a è Ì'equazione della retta parallela all'asse delle1,, che abbiamo
diseguàto in fig. 13; aoalogamente, esaminando l'equazione b, siè condot-
ti a-rappresentare tutti i punti con la ste§sa ordinata, che vale 4, e si
ottiene aosì la retta parallela all'asse delle ) di fig. 14

Risulta meno immediato disegnare il $afico della retta c, di
equazione

Y=Zx-3'
sulla quale si trovano tutti i punti che hanno "l'ordinata y data dal doppio
dell'ascissa r meno 3".

In questo caso bisogna determinare due punti,,4 e B, che si
ffovino sulli retta ed unirli. Per detelminare questi due Punti, basta
assegnare due valori qualunque alla .r e ricavare i coffispondenti valori di
,. Pèr la retta c si ha, per esempio, dando ad Ì i valori 0 e 1:

2.0-3=0-3= -3

Fiq. 13 Fig. 14



Si ottengono i punti seguenti:
,a(0,-3) e B(1,- l);

la retta (c), che congiunge i punti A e B, è disegnata in fig. 15.
In modo del tutto analogo si può procedele per rappresentare Ia

retta d, d'equazione
Y--Lti

si ha, assegnando per esempio ad Ì ancora i valori 0 e 1:

xy

Si ottengono i punti O(0,0) e C(1,2); congiungendo O e C si ottiene la
retta di fig. 16.

Confrontando i grafici delle figg. 15 e 16, con le relative equazio-
ni, è immediato rende$i conto che le due rette

(ù y=u e (c) y:b.-3
hanno la stessa pendenza (2). ma incontrano l asse delle ) in due punti. O
ed A. dj diversa ordinata (fig. 17):

o(0,0) e,a(0,-3).
Possiamo estendere queste considerazioni a qualunque retta d'equazione

Y:mx+n'
osse ando che la retta ha pendenza rz ed incontra I'asse delle, nel punto
,4. che ha le coordinate date da

A(0,n).
Il procedimento seguito conduce a due conclusioni di carattere generale.

I) Per disegnare una retta d'equazione
!:'ù+tt,

basta unire due pùnti che hanno le coordinate legate dalla proprietà
espressa dall'equazione.

1. 21=1.

Fig. 1s Fì9. 16 Fig- 17
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II) Nell'equazione

!=mx+n,
indica la pendenza della retta,

,, indica l'ordinata del punto A in cui la reata incontra l'asse delle J,
In fig. 18 sono rappresentate delle rette di uguale pendcnza(-2), mentre in fig. 19 sono rappresentate delle rette che incortriìno

l'asse delle ) nello stcsso punto A(0.-2).

Fig. 18 Fig. rg

4. Equazione della circonferenza

Dopo la retta. la curva piìr semplice è la circonfcrenza. Per
eseguire il disegno ci si vale di un compasso, punlato nel centro C e con
un'apertura determinata dalla lunghezza r del raggio (fig, 20).

Quando si slAbilisce sul piano un rifcrimento ca esiano. ànche la
circonferenza, comc la retta, viene descritta da un'cquazionc; si ottiene
l'equazione esp mendo in formuìa una proprietà caratteristica. Vediamo
come si procede. cominciando ad esaminare il caso numerico di fig. 21. in
cui sulta

C(2.1) e r=3.
lmmaginiamo un punto P(x.y) che si muove sul piano: P percorre proprio
la circonferenza solo se mane sempre a distanza 3 dal centro C, cioò se
risulta sempre

PC=3.
La distanza P-e può essere determinata valendosi dclla formula pcr la
distanza fra due punti (Parte prima. paragrafo 3); si ha:

PZ=VG:'FT6;IF



Fig- 20 Fiq. 21

Dunque P si trova prop o sulla circonferenza solo se risulta (fig. 22)

\G-ryrO-TP=3. (1)

Questa è I'equazione della citconferenza. Abitualmente la si scrive in
forma razionale (cioè in una forma in cui le variabili r ed y non compaio_
no sotto il segno di radice quadrata); perciò si elevano i due membri della
(1) al quadrato, ottenendo:

(x -2)2+ O -1)2=32 .

Svolgendo i calcoli indicati, si ottiene:
x2-ht+4+y2 2l+1=9,

ossia
f+Y2-4x-2!-4=0.

Fig- 22

v

\
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II procedimento seguito
centro C(p,4) e raggio /,
ffova sulla circonferenza

PC:r.
ossia

ha carattere generale. Per una circonferenza di
si procede così: si osserva che un punto P(x,)) si
solo se risùlta

\rTi-pFTO-dF=r
o anche

(x P)2+(r-ù'=P,
da cui

t2 -2pi + p2 + y2-2qy + p2 + q2 - 12=0
e. infine

x2 + y2 _2px _2qy + p2 + q2 f =0.
In quest'equazione, r ed, indicano, come sempre, le coordinate variabili
di un punto P che percorre la circonferenza, mentre p, q, / sono dei
numeri fissi. Arriviamo così alla seguente conclusione:
I'eqùazione di una circon{ereDza si presenta nella forma

12+!2+a*+b!+c=0'
dove le lettere o, ,, c hanno il seguente sigtdlicatol

b=-2q
c:p2+q2-12.

Si tratta dunque di un'equazione di 2" grado nelle variabili r ed y, che
presenta due caratteristiche:

I) compare sempre il binomio r2+r2,
II) non compare mai un monomio del tipo d.r/.

5. Disegnare una circonferenza d'equazione assegnata

Cominciamo ad esaminare un caso numerico: I'equazione
x2+y2+ 8Ì+4y-5 =0. (1)

Riconosciamo subito che si tratta dell'equazione di una circonferenza,
dato che è proprio del tipo

x2+Y2+ox+br+c=0,
ossia del tipo

x2 + y2 -zpt-zqy + p2 + q2_ 11=0 .

(2)

(3)
Per disegnare questa circonferenza, dobbiamo determiname il centro C ed
il raggio r.

Ora, per "risalire" dall'equazione (1) alle coordinate p e 4 del
centro e alla lunghezza r del raggio, basta conftontare la (1) con la (3).
Riscriviamo dunque le due equazioni da conftontare; si ha:

x2+ y2 +8x + 4y _ 5=O
x2+ y2 -zpx -2qy + p2 + ql- f=0.

si osserva subito che risulta:
I 8= -2p
I q=-zq
| -5=P'1q'-"

(1)
(3)
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Ricavando p, 4 ed r, si ottienei
f8
lt'
14
| -z
[/=(-4),+(-2),+5=2s

ossia

I P=-t
I q=-2

Dunque la circonferenza ha
centro C(-4,-2) e raggio ,,=5;

possiamo quindi disegnarla (fig. 23)
Il procedimento ora esposto.si può semPre seguire per tracciare il

grafico di una circonferenza quando ne è data l'equazione
x2+y2+ax+by+c=0.

Fig.23

Infatti, conftontando quest'equazione con la (3), si trova che le coordinate
p e 4 del centro C e Ia lunghezza r del raggio sono tre numeri tali che

sulta, come abbiamo già detto nel paragrafo 4,

I a=-2p
I b=-2q
Ic:prln,-,,.

Da queste tre condizioni si cava

Trovati cosl il centro C(p,q\ ed il mggio r, è facile disegnare la cilconfe-
renza valendosi del compasso.

r2
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6. visualizzare leggi matematiche sul piano cartesiano.
Parabola e iperbole

Abbiamo finora tradotto in termini analitici, cioè in equazioni,
alcune curve tracciate sul piano cartesiano (rette e circonferenze). Ora.
nelle applicazioni si incontra molto spesso il problema inverso: è data una
legge matematica che lega due grandezze vadabili e si vuole visualizzare
questa legge con un grafico. Ecco qualche esempio.

I) Sembra veramente impossibile che un "Jumbo". un oggetto
così mastodontico, possa volare; viene spontaneo chiedersi: "come si tiene
in aria un aereo?".

La fig. 24 spiega brevemente questo interessante fenomeno:
quando un'ala si muove con una ce a velocità, si genera sompra l'ala una
zona di bassa pressionc c sotto I'ala una zona di alta pressione. Al gioco di
queste due pressioni è dogntala portanza, ùna forza che si oppone al peso
dell'aereo; è chiaro che l'aereo si mantiene in volo solo se la portanza
bilancia proprio il suo peso.

Così. per prcgettare un acreo. è indispensabile sapere da quali
grandezze dipende la portanza di un'ala. Si è trovato chc Ia portanza F
dipende essenzialmente dalla superficie S c dalla velocità v dcll'ala,
secondo la le8ge

F=kSv2 (l)
La costante k è legata al profilo dell'ala, alla densità dcll'aria e aìl'angolo
di incidenza dell ala rispetto al flusso d'arial misurando le grandezze in
unità opportuner. si ha:

t=0.08.
È intere..unte ora capire quale ruolo giocano la superficie S e la

velocità v dcll'ala, visualizzando la legge (1) con dei grafici cartesiani.
Pensiamo prima di tutto ad un piccolo aereo, che possa raggiungere una
velocità

v=100 n/s (cioè 360 km/h);
in tal caso è fissata la vclocità dell'ala e si può variare la portanza F solo
variando la superficie alare §. Si ha:

F=0,08 100': §.
cioè

F=8005.
Rappresentando questa legge su ud piano cartesiano, si ottiene un grafico
come quello di fig. 25. La figura mostra la proprieta caratteristica delle
grandezze direttamente proporzionalii il gralico è una retta per O, e questo

corrisponde al tatto che si manliene cosEnre il rapporlo { .

Se, invece, I'aereo ha una supeficie alare fissa. per esempio
§= 13 m'z.

la portanza F varia solo al variare della velocità v. In questo caso si
otliene la legge

i:.iFhura rn thrlo§tdmmr p..o (kgF).1'imhùn' h mer quJiirrlr rm l.v'ih§uritn
rcrn àlrcunJù (rnr: r \rc ( co\. m^uratà in 18,. m.
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Fig- 24

Se traduciamo questa legge in grafico, non otteniamo certo una retta dak)
che la vadabile 1] è presente aÌ 2'grado; e non otteniamo nemmeno una
ci.conferenza. Si ha, invece, un arco di parabola (fig. 26). Accade anche
ora che F cresce se aumenta il valore della variabile a 2' membro (in
questo caso r,), ma la crescita è di tipo diverso dal caso precedente: se
raddoppia v, F non raddoppia ma diventa 4 volte maggiore, e cioè F e r
non sono due grarulezze dircttamente proporzionali. F e v sono l€gate da
ùna legge parabolica.

II) In fig. 27 si vede la fotografia di una sequoia, una conifera
che può superare l'altezz di 100 metri. Ci si chiede: come può I'acqua,
assorbita dalle radici, raggiungere un'altezza così grande? Una spiegazio_
ne elementare del fcnomeno si basa sul p ncipio di capillarità, illustrato
in fig. 28: l'acqua sale lungo un tubo rnolto sottile e Éggiunge un'altezza
ll. chc è inversamente propozionale al diametro d del tubo. Si ha la
legge:

(:2)

dove k è una costante che dipende dalle caratteristiche del capillare e del
liquido. Questa legge si può anche esp mere nella forma

si osserva rosì che rimane costante il prodotto d lr, calatte stica, questa
delle granoezze inversamente proporzionali.
In fig. 29 abbiamo rappresentato la ìegge

Fig 26

,kn=a

,In=j
valendoci della tabella riportata nella stessa figura
ramo di iperbole equilatera.

-lr

La curva ottenuta è un

dh

Fig- 27 Fg 2a Fig. 29
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7. Curve crescenti e curve decrescenli

Conftonliamo ora le leggi che abbiamo considerato nel paragrafo
nrecedente con alue lesei.' Un indagine dl-mercato ha fornito dei dali statistici relalivi alla
produzione e al commercio di calcolatori. I dati soÌlo lappresentati nelle
iigg. 30 e 31, dove abbiamo indicato con p il ptezzo di mercato dei
càèolatori, con d il numero di calcolatori acquistati dai consumatorì e con
J il numero di calcolatori immessi sul mercato dalf industria produttrice.

È chiaro che invece di considerare il segmento '44 (o CD), è più
interessante tracciare la retta che congiunge i due punti e ricavare le leggi,
che, in prima approssimazione! regolano la domanda I e lollerla r al
variare del prezzo p 1tigg. 12 e 33). Si ollengono le equazioni seguenti:

d 1,9--1,(p-1,\ ossia j=-p+2,9

s -2=1 ,5(p - 1) ossia r=1,5p+0,5.

Fig. 31

È interessante confrontare le leggi ora ffovate con quelle esaminate
prima. La legge

4= _p +2,9
e il relativo grafico (fig.32) mostrano che la quantità d di plodotto
acquistata dai consumato declesce all'aumentare del prezzo p,.ma
cerìamente d e p non sono inversameùte proporzionalil il prodotto delle
due gratdezze;on si mantiene costante, e ciò cor sponde al fatto che il
grsfico non è ùn ramo d'iperbole.

Dalla fig. 33 e dalla legge
r=1,5p+0,5

sulta, invece, che l'offerta s cresce all'aumentare del prezzo P, ma r e P
non sono diretiamente proporzionali: il rapporto delle due grandezze non si
mantiene costante, e ciò corrisponde al fatto che il gralico tron è una retta
passante per O(0,0),

Queste ultime considerazioni conducono a riesaminare le leggi
pr.sentate in queslo Paragralo da un particolale punto di vi§la: distingue-
ie le curve creìcenti da quelle decrescenli.

1

1,2
2
2,3
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Fig- 32 Fig.33

In fig. 34 sono rappre§entate delle curve qescenti. In tutti e tre i
casi, se immaginiamo di "percorere una delle cuNe", troviamo la stessa
situazione: qu-ando ci si allontana da O velso desffa, "si sale". Questo
vuol dire chè, all'aumentare di una grandezza, cresce anche l'altra.

tn fig. J5 abbiamo. invece. rappresentato i due grafìci decrescen-
ti se ora imÀaginiamo di percorrere una delle curve allonlanandoci da
O verso destra, òsserviamo che "si scende". Questo vuol dile che quando
una delle glandezze aumenta, l'altta deqesce.

Tèniamo dunque ptesente che la legge di proporzionalità diretta
è un caso particolare di legge rappresentats da una curva cre§cente, mentre
quelta di proporzionatità inversa è un caso particolare di legge che ha un
gralico decrescente.

Fig.35
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8. Leggi matematiche, curve, lunzioni
Nei paragrafi precedenti sono stati presentati alcuni fenomeni

descrilti da leggi matematiche. [n tì.rtti i casi. abbiamo seguito lo stesso
procedimento. che ora schematizziamo, esaminando la portanza F di un
aereo.

l) Si fissa I'attenzione su due grandezze variabili chc caratterizzano il
fenomeno (portanza F e superficie alare S).

2) Si trova una legge che fa cordspondere ad un valore di una delle
variabili (§) un solo valore dell'altra (F); si esp me questa legge con
una formula

F:800s. (1)
3) Si visualizza con un grafico catesiano la legge trovata (fig. 36).

Fig.36

È proprio confrontando il grafico di fig. 36 con la legge (1) che ci
rendiamo conto che la formula (1) non esprime Ìutto qucllo che sappiamo
sul fenomeno. Infatti, sia S che F devono avcre Jolo dci valori positivi, e
questo non risulta daÌla formuÌa.

BastÀ quest'esempio per capire che il concetto intuitivo di legge
matematica" è molto spesso troppo vago; per qucsta ragione è prefcribile
basarsi sul concetto di fùnzlon€. un concetto che viene precisato nel modo
seguente: per individuare una funzione non basta introdurre due variabili.
generalmente indicate con le lettere .r ed ), ed una Ìeggc che fa corrispon-
dere ad un valore di ,r un solo valore di ]; occorre anche precìsare in quale
insieme intendiamo scegliere.r e in quale insieme inlendiamo scegliere y.
L'insieme in cui viene scelto x si dice dominio della funzione. e I'insieme
in cui si sceglie y si dice codominio della funzione.

Si individua dunque una funzione quando sono dati:
1") un insieme .4. detto dominio;
2') un insieme B detto codomidoi
3') una legge che associa ad ogni elemento x dell'insieme ,4 un solo

elcmento y di 8.
Cosi, per descrivere la portanza di un aereo. dobbiamo considerare la
funzione definita ncl modo seguentel
1) il dominio,4 è linsieme dei numeri reali positivi (spesso indicato con

il simbolo À+);
2') il codominio B è, anche, l'insieme dei numeri reali positivi;
3') ad ogni r scelto in A si fa corrispondere un valore di ,, dato da

I=800x. (2\



La fig. 37 visualizza questa funzione. perché sulla semiretta O/ si trovano
tutti i punti P(x,y) chc hanno le seguenti caratteristiche:
1") lascissa r appartiene all'insieme A. dominio della funzionel
2') lordinata -1l appartiene all insieme B. codominio della fùnzione;
3") x ed l sono legale dalla relazione (2).

Osserviamo che la fig.38 rappresenta un tratto di una retta.
descritta da un equazione del tipo

si tratta dunque di un grafico di cui si è parlato nel paragrafo 2 (fig. 38).
Tuttavia, un esame piir attento delle figg.37 e 38 fa emergere una
differenza fta le due situazioni: in geometria analitica, quando siconsidera
l'equazione dclla retta di fig. 37. si scelgono sia Ì che y nell'insieme dei
numeri realit invece, descrivendo un fcnomeno naturale regolàto da una
legge di proporzionalità diretta. si arriva spesso ad una funzionc che ha
per dominio il solo insieme dei reali positivi.

45

Considerazioni analoghe a quclle ora svoltc si possono ripetcre a
partire dalle altre leggi presentate nel paragrafo precedente.

In particolare, esaminando le due leggi della domanda e dell'of-
ferta. rapprcsentate in fig.39. vi riconosciamo ancora l'equazione di una
retta. già studiata nel paragrafo 2, dove siera scelto sia come dominio che
come codominio l insieme dei numeri reali (fig. 40).

FE 37

codominio 8: B'
y=-x+2,9

codominio B: R'
Y=-1,5x+0,5

l
Fig. 39

Fig. 40
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Le altre due leggi (iperbolica e parabolica), di cui abbiamo

parlato a proposito di problemi reali, conducono ad introdure nuove
cùrve sul piano cartesiano e fluove funzioni. In fig. 41 abbiamo rappresen-
tato la funzione seguente:
1') il dominio A è l'insieme dei reali;
2') il codominio B è I'insieme dei reali:
3) ad ogni -r, appaltenente ad.A si fa corrispondere un solo y, apparte-

nenteaB;)èdatoda:

Fiq. 4'l Fig. 12

La curva ottenuta è una parabola che ha il vertice in O e I'asse di
simmetria coincidente con l'asse delle ).

La legge iperbolica, invece, obbliga a flettere pdma di estende-
re il dominio all'insieme dei reali. lnfatti, si osserva subito che, scdvendo

,:1.
non possiamo sostituire alla r il valore 0, daio che non esiste il risultato
dell'operazione

1
0'

Cosl, la fig. 42 rappresenta un'iperbole equilatera, grafico della funzione
che è definita nel modo seguente:
1) il dominio,4 è l'insieme dei numeri reali, escluso lo 0;
2) il codominio B è t'iosieme dei numed ,eali;
3") ad ogni ,r, appartenente ad,4, si fa corispondere un solo y, apparte-

nenteaE;)èdatoda
1-x

Abbiamo dunque visto come, Éppresentando sul piano partico-
lari funzioni, si possono ottenele ruove curve. Vicevetsa - ci chiediamo -
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una curva tracciata sul Diano cartesiano è sempre il grafico di una
funzione? Per trovare la risposta. esaminiamo qualche siluazione partico-
lare.

La circonferenza rappresentata in fig.43 ha centro O(0,0) e
tuggio r=2. In questo caso, Per desc vere l'intera circonferenza, non
baiia una sola funzione. Infaiti una caratteristica fondamentale di una
funzione e ouella di lar cotnspondere ad un valore di r un §olo valore di
v..hvece. e'immediato osservàre che, nel caso della circonferenza. fissato
un valore di .r! possono esistere. in corrispondenza. due valori di ) (lig
44\.

Possiamo lultavia descri!ere la circonferenza per mezzo della sua
equazione cartesiana, cioè

*+y2=4, (3)
o pet rnezzo di due funzioni ottenute cavando , dalla (3); si ha:

ossia

Y:\/4-72
Ouest'ultima sc ttura mette in evidenza il fatto che otteniamo vaìo reali
di y solo se sulta positiva l'espressione

4-)c2.
di cui dobbiamo estrarre la Édice quadmta. E questo corrisponde al fatto
che i punti della circonfetenza hanno sempre l'ascissa 'r che soddisfa le
seguenti disuguaglianze:

-21x32,
Otteniamo dunque due tunzioni. La p ma è cosl definita:
1') il dominio,4 è l'insieme dei numeri reali che soddisfano le seguenti

disuguaglianze
-2=x<2:

2') il codominio B è I'insieme dei numeri reali;
3') ad ogni r, appartenente ad -4 corrisponde, nell'insieme B, un solo y,

dato da

v=\F-F .

o

e Y= -\/4=i''

Fig.43 Fig. 44
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---.i..}

Fig. 45 Fig. 46

La fig. 45 rappresenta il grafico di questa funzione.
La seconda fuozione, poi, ha come dominio e come codominio

gli stessi iDsiemi ,4 e B considerati prima, ma cambia la legge che fa
corrispondere ad ogni.r una sola ); oÉ, è data da

v: -\/4=F.
La fig. 46 rappreseota il grafico di quest'ultima funzione.

Ecco dunque il crlterio per riconoccere se unr cuNa è il grafrco di
ulro futlzione: una retta parallela all'asse delle J dev€ lncontrare ls curva al
m!§simo ln utr punto.

Perciò il grafico della fig. 47 rappresenta ùna funzione anche se,
ora, non sappiamo espdmere con una formula la Iegge che fa cofispo[de-
re ad un valore di r un solo valore di y,

Fig. 47

----;r



1. Parte terza

Trasformazioni del piano

'1. Traslormare il piano con stiramenti lungo gli assi.
Trastormazioni affini

2. L'ellisse come traslormala del cerchio per affinita
3. Dalle equazioni di un'affinità alle equazioni di una simmetria
4. Trasformare una parabola con simmetrie e affinita
5" Traslazioni nella direzione degli assi cartesiani
6. Traslare parabole. L'equazione della parabola nella forma

y= ax2+ bx+ c
7. Dall'equazione di una parabola nella forma y=ae+bx+c

al suo gralico
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In queste pagine studieremo le trasformazioni che possono subire

le figure piane quando vergono sotÌoposte a particolari "azioni". Se la
figura - poligono, curva... - è "imme$a" in un piano cartesiano, questo
studio si tradurrà nel cambiamento di coordinate e, quindi, in operazioni
algebriche sull'equazione delle curve.

Diciamo subito che nell'uso del computer grafico (cioè del
calcolatore che ha la possibilità di mostrare sullo schermo dei disegni) si è
molte volte costretti a ridurre o a cambiare la forma e la posizione delle
figure per far in modo che "siano contenute" entro lo schermo. Di questi
problemi grafici ci occuperemo dettagliatamente nell'Appendice dedicata
al calcolatore.

1. Trasformare il piano con stiramenti lungo gli assi.
Trasformazioni affini

È un esperimento che ci fa cogliere il significato di trasformazio-
ne del piano. Disegnamo gli assi cartesiani su una tela elastica e fissiamo
f'atlenzione su un punto di questo piano, per esempio P(2,3) (fig. l).

Stiriamo ora Ia tela nella direzione dell'asse delle .r, fino a
raddoppiarne la lunghezza (fig. 2): il piano si è trasformato e la scala
sull'asse delle, risulta dilatatal si intì.risce che sono cambiate le coordinate
di P rispetto al riferimento presentato in fig. 1... Ma la situazione iniziale
è scomparca sotto i nostri occhi!

Fig. 1 Fig. 2

E più facile capire chc cosa è successo se fissiamo su una lastra di
vetro il riferimento nella situazione iniziale, indicandolo con O'r'y' (il
nerc in fig. 3). Inizialmente avremo dunque il piano elastico perfettamen-
te sovrapposto al piano di vetro. Ma quando ope amo lo stiramento
lungo l'asse delle r (fig. 4), il punto P, che aveva Ie coordinate (2,3), si
trasforma nel punto P'(4.3). Dunque il punto P' ha la stessa ordinata di
P, ma l'ascissa è raddoppiata.

E chiaro che hanno subito la slessa sorte tutti i punti della tela
elastica: qualunque punto P che aveva inizialmente Ie coordinate



51Traslomaioni del piano

Fig. 3 Frg 4

si tlasfolma, in seguito allo stiramento, nel punto P'che ha le coordinate
(r',)') date da

(1)

dove, in generale, m ed z non hanno lo stesso
valore.

Se poi sti amo la tela sempre lungo I'asse delle.r ma con magglor forza,
fino a triplicare, quadruplicare.., le ascisse, accadra che le .I verranno
moltiplicate per urr coefficlente n >1; si awà dunque:

I x'=mx

Se, invece, si opera uno stiÉmento lungo l'asse delle, (fig. 5), le
ascisse di tutti i punti dmangono inaltelate, mentre le ordinate sultano
moltiplicate per un numero n. Dunque, un qualunque punto P(.r'r) si
trasforma inìn punto P'. che ha le coordinale (x'.),') date da

con il coefficiente n >1.
lnljJ.re, se si opera uno stiramento in

direzione dell'asse delle x con coefficiente m e
poi (o contemporanea menle) uno tliramenlo
lunÈo l'asse delle y con coefficiente n (fig.6).
un punto P(t,y) si porta in un punto P' , che
ha le coordinate (r',1') date da

I,'=b

\v'=nv',

Fig. 5. Con la

descrilta da 16
equazioni

v'=3v,
si passa da P(1,2)
a P'(1,6).

Fig. 4
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Fig- 6, Con la lraslormazione
descriila dalle equazioni

Ix=3xIv=2v
si passa da P(3,2) a
P',(9,4).

Viceversa. possirmo immaginure di disegnare il riferimento car-
tesiano su una tela elastica che sia tenula in stiramenlo Iungo i due assi: se
"allcntiamo la tensione". il piano "si restringe". come se fosse stato
compresso lungo idue assi. A questa csperienza fisica corrisponde il fatto
che nelle equazioni (1) i coefficienti rrr ed n assumono valori minori di I
(ma sempre positivi). Le trasformazioni del piano descritte dalle equazioni

I x'= nx
I v'=,v

(con rn ed ,l numeri reali positivi) prendono il nome di trasformazioni
allini o affinità'.

Per coglicre meglio il significato di trasformazioni di qucsto tipo,
conviene operare su una figùra. per esempio su un poligono di cui sono
assegnate le coordinate dei vertici. Riferiamoci al triangolo,4BC (fig. 7).
di vcrtici

A(o.3). B( 3.1). C(-1.-2).
Abbiamo già esaminato questo triangolo nel paragrafo 4 dclla Parte PrimÀ
ed abbiamo vislo che si tratta di uo triangolo rettangolo e isoscele.
Trasformiarho ora questa figura con un'affinità: pcr esempio triplichiamo
le ascisse c raddoppiamo le ordinate. operando la trasformazione descritta
dalle equazioni seguenti:

I x'=3x
[.v'=2r.

Si ottienc il triangolo,A'B'C'di vertici
A'. (0.6\. B', (-e.2\. C',(-3.-4).

che abbiamo rappresentato in fig. 8.
Si nota subito che il triangolo A' B'C' non soio dsulta ingrandito.

ma anche deformato: l'angolo in B' 'sembra" non cssere Pil) retto e i lre
lati "sembrano non essere uguali. verifichiamo queste osservazioni,
calcolando la lunghezza dei tre lati; si ha:

t Bt =9:-\6-2): .c)7 da cui A.Ù=\,8
B{-:=(-9r 3):+(2+4):=45 da cui E7- =\45
A-rC ì=3:r(6+4)r- 109 da cui AT =\rI@.
I Pcr masriori noliTi. sull. lrasforma2ioni atlini. rcdi lolume 2. cnp. 2
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I tre lati sono dunque disuguali.
Risulta inoltre:

AJE2=ET2:91+45=142

A'C-2=109.

dalle equazioni seguenli

La similitudine è duflque un caso
particolare di alfinità; le equazioni dellrr
similitudine sono del ripo 

B

Si scopre così che per il triangolo,4'B'C'non vale
il teorema di Pitagoia;
Derciò il triansolo non è rettanqolo.' È be;e ossenare che, se sul lriangolo ABC si opera
con equazioni in cui i due coefficienti ra ed/! sono uguali,
il triangolo trasformato,4'B'C'
ha la siessa forma del triangolo ABC. cioè il triangolo
,4'B'C' è simile al triangolo ABC.
ln lig. 9 abbiamo, per esempio- rappresenlato il triangolo,4B(.
sia d-iseqnato in lig. 7, e il triangolo simile,4'8'a chc 'i
òttiene -operando aon la lraslormaTione de§cri(ta

Fig. I

I r'=b
I v'=2v.
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2. L'ellisse come tras{ormata del cerchio per aflinità
Vediamo ora come _agisce" una trasformazione affine su ùna

curva: il cerchio. Owiamente, nel caso di una curva, non si può operare
su pochi punti. come nel caso del triangolo; dovremo, invece, operare su
tutti ipunti che "formano" il cerchio. esaminandone l'equazione per
vedere come si trasforma. Considcriamo il cerchio d'equazione

x2+y7=r. (1)
con il centro in O(0.0) cd il raggio lungo l.

lmmaginiamo di averlo Jisegnato sulla tela elastica (fig. l0);
stirando la tela, per esempio in direzione dell'asse delle i, il cerchio si
trasforma in una curva che si chiama ellisse (fig. 11).

Fig. 10

Se le equazioni dell'affinità sono

I t'=ù
dovremo sostituire nell'equazione (1) al posto della,r
espressioni seguenti:

t^ )

Si ottiene

Ill:+v'.=1.\2 )
ossia

li1u,r=1.
In fig. 12 abbiamo disegnato questa cu a: è un'ellisse di centro O con i
semiassi lunghi 2 e l.

In generale. se trasformiamo il
dalle equazioni

I x'=nx
I v'=nv.

Fig. 11

(2)

della ), le

plano con un'affinità descritta
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v

o' 1

Fì9. 12

la circonferenza di centro O(0,0) e raggio 1
d'equazione

B

.l
o 1

Fig. 13

si rasforma nell'ellisse

r'2 v'2_+ j!=t
,ft n

che ha i s€miassi OA e OB llungl,J r4 ed a (fig. l3).
E importante osservare che se la trasformazione considerata è

una similitudine descrirta dalle equazioni
( t':mr
I Y'=^Y,

si ottiene ancora un cerchio; l'equazione è:
xt2+y'2=fi2.

Dunque, il cerchio si può considerare come una particolare ellisse con i
semiassi uguali

Indicando, per semplicilà di scrittura, le coordinate sempre con x
ed y, possiamo arrivare ad una conclusione di carattere generale:
un'eqùazlone del dpo

*ù
-+-=tm. n2

rappresenta un'elllsse che ha centro in O(0,0) e semiassi lunghi r, €, (fig,
13).

3. Dalle equazioni di un'atfinità alle equazioni di una simmetria
Finora abbiarno esaminato le trasfomazioni descritte dalle equazioni

7 t'=nt (1)

considemndo i coefficienti rn ed a sempre positiyi. Vediamo che cosa
succede se i coefficienti m ed r sono negativi; è chiaro che, o!a, il nostro
supporto concreto - la tela elastica - perde di significato! Cominciamo con
qualche caso particolare.

l) m=-1, n:l;
si ottiene la trasfomazione descritta dalle equazioni

I x':-x
lv'=v (2)
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Fiq. 16

È facile prevedere Iefferto di questa tÌasformazione: le ordinate teslano
inalterate mentre le ascisse cambiano segno. Così. un qualunque punto P
si porta in un punto P', che ha la $essa distanza dall'asse delle ), ma si
trova neÌ semipiano opposto (fig. l4); P' è ll simmètrico di P rispetto
all'asse delle r. Nella sihrnetria ossiale, tisrytto all'asse delle r, ci sono dei
punti che rimangono "fermi": sono tutti i pgnti che hanno ascissa nulla,
cioè i punti che si trovano sull'asse delle l. E come se il fe mento Ory
fosse disegnato su una lastra trasparente che viene 'tibaltata" intomo
all'asse delle y; ora conviene fissare su ulr cartoncino il riferimenlo nella
situazione iniziale, indicandolo sempte O'x'y' (figg. 15 e 16)

Ir) m=l, =-11
si ha la trasformazione descritta dalle equazioni:

Fig. 15

È facile capire, basandosi anche sulla fig. 17,.che le equazioni (3)
descrivono una §mmet a rispetto atl'isse d€lle r- E come se il piano Ory
fosse stato ribaltato intomo all'asse delle r (figg. l8 e 19).

lll'1 m=-1. n=-l;
si ha la rrasformazione descrirta dalle equazioni:

(3)

(4)
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Fig. 18

Ora un qualunque punlo P si porla nel punlo P chc ha le coordinate
opposte (fig. 2): P e P' si lrovano su una slessa retla per (, e rtsulla

PA=FE:
perciò P'è il simmelrico di P rispetto ad O. Dunque le equazioni (4)
àescrivono la simmetria rispetto al'origine O. unico punto che rimane
fisso.

Fiq. 19

Fig. 20
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È inte.essante osservare che quest'ultima siftmetria può essere

interpretata corne prodotto dellc due slmmearle assl.li rispetto agli assi
coordinati, cioè se si esegue p ma una simmetria rispetto all'asse delle r e
poi una simmetda rispetto all'asse delle J, si produce una simmetria

spetto ad O (fig.2l).

Fig. 21

lY) m=-3, n= -2;
la trasformazione ha ora le equazioni:

È facile capire quale effetto produrrà questa trasformazione, se si tiene
presente l'idea di prodotto di trasformazioni; la trasformazione (5) può
esserc realizzata in due tempi, eseguendo ul'affinita desfiitta dalle equa-
aonr

(5)
I v'= -2v.

! x'=3x
I v'=2v,

seguita da una simmetia rispetto all'origine, che cambia seSno alle
coordinate.

Si conclude dicendo che le equazioni

I x=nx
I t'=nt

descrivotro silramentl (o contradoni) lungo gli sssi se ,n ed n sono posltlvl;
se n o ,, s{rDo negativi, allo stiramenlo (o contradone) si accompagBano
slmmetrie rlspetto agli assi coordinati.

Consideriamo infine la trasformazione descdtta dalle equazioni

(6)

segùenti

Cerchiamo di scoprire di quale trasfomazione si tratta: per ogni punto P
del piano scambiamo l'ascissa con l'ordinata, ottenendo il punto P' (fig.
22). Si osserva subito che, in questo caso, fimangono "fermi" tutti i punti
che hanno le coordinate uguali fta loroi si tratta dei punti che si trovano
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Fig. 22 Fig. 23

sulla bisettrice r del I e III quadraote, bisettrice che ha equazione

Se tracciamo ouesta relta (fiq. 23), si nola che P e P' risultano simmetrjci
rispello ad r. Dunque le eq-uazioni (6) descrivono la simmelria rispetlo
alta bisettrice r del I e III quadrante.

4. Trasformare una parabola con simmetrie e affinità

Consideriamo la parabola d'equazione
(1)

e ooeriamo su di essa con simmetrie. Osserviamo subilo che la cuna ha
come asse di simmetria lasse delle y. e perciò la simmelria rispetto a
questo asse lascerà inaltemto il suo grafico (fig.2\. E chiaro che anche

Fig- 24
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l'equazione della curva rima[à inalterata. Infatti la simmetria descritta
dalle equazioni

( x'=-x f r=-r'
t r'=, o§sra 

1 ,=r'.
trasforma l'equazione (1) nella

v':(-x')2.
Ma. dato che risulta

(-1')2=x'2'
l'equazioDe è ancora

Se, invece, operiamo una simmetria spetto all'asse delle r, otteniamo
una panbola che rivolge la concaviù verso il basso (fig. 25).

Fig. 25

Ora, anche l'equazione della curva si modifica in seguito a questa
simmetria; si ha, infatti, che se si opera la simmetria d'equazioni

i ossla {Iv =-v I v=-v
l'equazione della parabola diventa

-Y'=x'2
ossia

Y'= -)c'2 '
Se, infine, operiamo una simmetria rispetto alla retta r d'equazione

la parabola viene ad avere come asse di simmetria l'asse delle l (fig. 26).
L'equazione della curva ancoE una volta si modifica, in seguito a

questa simmetriat Ia simmetria è ora descdtta dalle equazioni
I x'=v I v=x'a'
t, -^ t r--l .
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perciò l'equazione della paÌabola è:

Teniamo oresente che oueste simmetrie non hanno allerato la forma delÌa
Darabola. ma solo la su'a posizione nel riferimenio O'.r'y'.' Se voeliamo, inrèce, modifjcare la forma della cuna. dobbiamo
operare con delle atlinilà. Ecco qualche esempio

1) Operiamo uno stiramento in direzione dell'asse delle /, descritto dalle
equazonl

] ossia
I t'=zt

si ottiene una parabola "piii
rìsulta:

l2y=x"
ossla

Y':bc'z '
Si capisce dunque che uno stilamento lungo l'asse delle y rende "piir
stretta" la cuNa; l'equazione diventa

Y'=ax'2'
con a>1.

I t,
| Ì=rY I

stretta" (fig.27). L'equazione della curva

Fig. 26

Éig- 27
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2) Op€damo ora un'affinita, s€mpre lungo t'asse delle ), desqitta dalle
equazronl

I x'=x I x=x'

tr=*, ossra 
{-r=rr

si ottiene una palabola "più larga" (fig. 28). L'equazione della curva
diventa:

3Y'=1'z
ossia

.1."Y=3'
Si capisce così che una compressione lungo I'asse delle )) rende "più lalga"
la curva; I'equaziole è sempre

Y'=at'2'
ma, ora, con 0<a<1.

Se, poi, insieme ad uno stiramento (o compressione) in direzione
dell'asse delle y, operiamo anche una simmetria dspetto all'asse delle r,
otteniamo una culva come quella disegnata in fig. 29, con la concavità
rivolta verso il basso. L'equazione sara sempre

Y'-ax'2'
ma con a<0.

Flg,28
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Si osserva che, in tutti questi casi, la parabola mantiene l'asse
delle ) come asse di simmet a e il vertice y coincidente con l origine
O(0,0); l'equazione è semPre del tipo

l'=ax'z'
Indicando ora per semplicità di scrittula le cooldinate con x ed /'
possiamo a ivare ad una conclusione di carattere generale:
un'equazione del tipo

rappresenta lma parabola che ha l'asse delle y come asse di simmetria e il
vertice nell'origin€ o.
I casi che si possono presentare sono assunti nella fig. 30.

5. Traslazioni nella direzione degli assi cartesiani

Esaminiamo un altro tiPo di
trasformazioni del piano: le tmslazioni. Per
rendersiconto di come queste lrasformazioni
si possano tradurrc lrì'squazioni basiamoci.
anche in questo caso, su un supporto
concreto: 

_immaginiamo 
che il riferimento Ox)

sia disegnato su una lastra traspalente che
facciamo slittare lungo una diÉzione. II
riferimento O',r'y'. disegnato su un cartoncino
(fiq. 3l). Dermetterà, ancora una volla. di
co;fronrare la sltuazione iniziale con quelln
finale.

Fig.31
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In fig. 32 abbiamo fatto scivolare Ia lastra nella direzione dell'as-

se delle, di 3 unità verso lalto. E chiaro che un qualunque punto,4, che
aveva inizialmente (fig. 31) le coordinate uguali sulla tavola e sullà lastra,
e cioè

si porta (fig.32). che ha le coordinate (r',)'), date da:

Se. invece. facciamo scivolare la lastra di2 unità sempre lungo I'asse delle
y, ma verso il basso (fig. 33). un punto,4 si porta in un punto u4'. che ha
le coordinate (.x'.)'), date da

1 v'=v-2.
In generalc (fig. 34). una traslazione di un tratto 4lungo l'asse delle y è
descritta dalle equazioni segucnti

t ,'=, -, ( r)

La lettera g nelle (1) può assumere anchc valori ncgativi: in tal caso la
traslazione è avvenuta "verso il basso", cioè in verso opposto a quello
fissato sull'asse delle y.

nel punto .4'

ì y,=y+3.

Fig 32 Fig. 33
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Fig. 34 Fig. 35

Analogamente, è facile trovare le equazioni di ùna traslazione
nella dirczione dell'asse delle ,; se trasliamo Ia lastra di un tratto p (fig.
35), un qualunque punto.4 si porta in un pu[to,4', che ha le coordi-
nate ,',/' date da:

{ x=x'+p
{;:;' (2')

Anche in questo caso, valori negativi della costante p indicano traslazioni
in ve$o opposto a quello fissato sull'asse delle r, cioè "veso sinistra".

E chiaro che le due traslazioni lungo gli assi si possono operare
contemporaDeamente (o successivamente); in tal caso si avrà ùna trasla-
zione (fig. 36) desc tta dalle equazioni

Fig. 36

I ]'=v+s. (3)
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6. Traslare parabole. L'oquazione della parabola nella lorma
Y=axz+bx+c

Cominciamo ad esamitrare un caso numerico: sulla la§tra Ory aE
biamo dis€gnato (fig. 37) la parabola d'equaziorc

Y=2*; (1)
abbiamo quindi opento la traslaziotre descritta dalle equaziod §eguenti
(frs. 38):

( x'=x*3
[ -v'=.r+ l.

Y' =2r'2-12',' +19 '
Il DrocediEeoto che abbiamo §eguito può e§§ere riPetuto itr Eetrerale: si
disima sul piaoo Ory la parabola d'equazione

Fig. 37 Fig. 38

Ora, Der avere I'equazione della "parabola tn§lata", dovreDo sostituire
oell;eluazione (1) àl posto di r ed y Ie espres§ioni segùeoti:

( t=x'-3
'I v=v'-1.

Perciò I'equaziooe (1) divenra:
Y'-1=2(xt-3)2'

ossia
y'=4rt-3)2+1. A)

Il vertice ha ora le coordinate (3,1) e I'a§se di simmetda ha equazione
.r'=3 ossia r'-3=0.

syolgendo le operazio itrdicate, I'equazione (2) a§sume Ia forma se-
guente:

y'=2(t'2-6x' +9)+r'
o§sra



Traslormaioni del piano

che ha vertice in O(0,0) e asse di simmet a d'equazione r:0 (fig. 39) e si
effertua una traslaTione descritra dalle eqLrazioni

J x'=x+p
I v'=v+q.

In questo modo si ottiene una culva che ha, nel riferimento O'r'y',
l'equazione

y'-q=a(r'-p)2,
ossia

(3)
La parabola ottenuta ha dunque, nel rifedmento O'r')', come vertice il
p]uJ,j!o VG),q) e come asse di simmetria Ia retta d'equazione

x,=p ossia .r,_p=0.
Svolgendo nell'equazione (3) le operazioni indicate, si ottiene:

yt =a(r,2_2pxt +p2)+q,
ossia

(4)

y' = aot' -p)2+ q .

yt:ùt'z-2apx, +ap2+q.
Indicando ora, per semplicità di sc ttura, con , ed y le coordinate,
possiamo ar vare ad una conclusione di carattere generale:
un'equazione del tipo

j=ai2-2apx+ar2+c (s)
rappresenta sempre una parabola, che ha come asse di simmetria la retta
d'equazione

e come vertice il punto
v(p,q).

L'equazione (5) si può scrivere in una forma più semplice, ponendo
b: -2dp
c=ap2+q.

Si conclude così che un'equaziotre del tipo
!=oi2+br+c,

rappresenta sempre una parabola con l'asse di simmetria parallelo all'asse
delle ,.
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7. Dafl'equazione di una parabola nella forma y:axz+bx+c
al suo graf ico

Cominciamo con uir caso nume co. In base alle consìderazioni
svolte nel paragrafo precedente, è facile riconoscere che I'equazione

y--3x2-6x+5
mppresenia una parabola, perché è del tipo

Y= aLt2+ bx + c -

Per tracciarne il grafico, determiniamo prima di tutto l'equazione dell'asse
di simmetria e le coordinate del vertice.

Conftontiamo allora l'equaziooe assegnata con l'equazione (5)
del paragrafo precedente. Siccome risulta

le equazioni da conftontare sono le seguenti
J:3',"-fu+5
y =1xz -6p, +3p2+ q .

Confrontando, in particolare. i coefficienti dei termini in r, ci si accorge
che sulta:

_6=_6p,
e dunque I'ascissa p del vertice è data da

Ora, conoscendo l'ascissa del vertice, è facile calcolarne l'ordinata: basta
sostituire il valore I al posto della x nell'equazione della curva. Si ha:

y:3.12-6.1+5=2
e quindi

q=2'
Il vertice della parabola è dunque il punto y(1,2). L'asse di simmetria ha
l'equazioDe

Determiniamo, infine, qualche punto della curva, assegnando alla .r dei
valori scelti opportunamente e ricavando i corrispondenti valori di). Si ha
Per esemPlo:

3(- 1)z-61- 11*t- ro
3(-0,5)tr-6(-0,5)+s-8,75
3.02-6.0+5=5.

-l
0

Si ottengono così i tre punti .{(0,5), ,8(-1,14) e C(-0,5:8,75). Questi
punti si trcvalo a sinistra dell'asse di simmetria e si può pertanto
tracciale, approssimativamente, I'arco VABC di paÌabolai sì completa poi
il disegno per simmetria (fig. 40).

IÌ procedimento che abbiamo seguito ha carattere generale e può
essere sempre ripetuto quando si vuole disegnare una parabola, la cui
equazione è del tipo

Y=@0+ bx+c
Si confionta I'equazione assegnata con l'equazione

y=aÌ-2apx+ap2+q:
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Fig.40

n§ulta
b: _2ap,

e quindi l'ascissa del vertice è
h

'2a
L'ordinata del ve ice si calcola, poi, sostituendo l'ascissaP nell'equazione
assegnata. In questo modo si può indicare sul piano il vertice y e I'asse di
simmet a della parabola.

Per completare il disegno basta determinare qualche punto della
parabola, assegnando opportuni valori ad, e cavando i cor spondenti
valori di ), (fig. 41). È èhiaro che il disegno diventa più preciso se si
considerano parecchi punti della culva.

Fig. 41. Parabola d'equazione
Y=aÉ+bx+c

^bl I vtp,c\
q=ap2+bp+c )
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1. Una legge economica che conduce alla ricerca del punto
d'intersezione ,ra due rette

Nel paragrafo 7 della Parte seconda. a proposito di ricerche di
mercato, siamo arivati a formulare due leggi che, in prima approssima-
zione. descrivono il "mcrcato dei calcolatori". Sono queste

dove p indica il prezzo in migliaia di lire, d indica la quantità di merce
acquistata, e .r la quantità immessa sul mercato.

La legge (1) mostra come la quantità d di merce acquistata dai
consumatori (detta anche domanda) diminuisce all aumentare del prezzo
p. La legge (2) mostra come aumenta la quantità s di merce immessa sul
mercato (detta anche offerta). quando p aumenta. Le equazioni (l) e (2)
permettono di esprimere in una semplice forma malematica uno dei
"meccanismi di formazione dei prezzi": la legge della donìanda e dell'offer-
ta '. Tracciamo il gralico delle leggi (l) e (2) sullo stesso piano
cartesiano; si otticne un disegno come quello di fig. 1. Si osserva subito
che Ie due rette si incontrano in un punto,4. che individua questa
particolare situazione: la quantità .r di merce introdotta sul mercato
coincide con la quantità d acquistata dai consumatori.

La legge della domanda e dell'offerta afferma che solo in questa
situazione il prezzo della merce si mantiene stabile. Se, infatti, il prezzo
della mcrce è A, inferìore all'ascissa a del punto,4 (fig. 2), la domanda d
supera I'offerta .r ed il prezzo tenderà ad aumentare per la ragione
seguentc: si lroveranno per.one disposte a pagare un prezzo superiore a
,, pur di acquistare una merce che è presente in quantità insufficiente sul
mercato. Se, invece, il prezzo della merce è.>d, l'offerta supera la
domanda e il prezzo tende a diminuire, perché dei produttori sono
disposti a vendere ad un prezzo piil basso. pur di liberarsi della merce che
ingombra i magazzini.

Fig. 2

d= -p+2.9 (t\ e s=1,5p+0,5 (2).

Fiq 1

I L tsnonarrù ii.n.et A,A. Coùrnor (1801_1377) è siato it primo a formularc 6a'ema'
licanentc que a lcgge. chc è slrta Doi univc$lln.nrc adoltnt. da nrlti gli e.onomnri



Si capisce così l'importanza di determinare, in base
di mercato, il prezzo a. chiamato anche prezzo di equilib o.

Nel caso del mercato dei calcolatoi, esaminando le
d= p+2.9

e
r=1,5/2+0,5,

si capisce che sulta

se si ha

alle cerche

leggi
(1)

(2)

-p+2,9=1.5p+0,5.
Il prezzo d'equilibrio si riesce
ne di I'grado (3); si ottiene:

2,4=2.5p,
da cui

p= _:_- =0.96.' 1.)
In tal caso dsulta:

d= -0 ,96+2.9 = 1 .94

s= 1,5.0,96+0,5= 1,94.
In base ai dati Ìevati. si può così prevedere che il prezzo d'equilibrio, di
cui si è parlato, è di 960.000 lire: a questo prezzo i calcolatori acquistati

sultallo in numero di 1940 e altrettanti sono quelli immessi sul mercato.

Da qùesto esempio si capisce che, in generale, per trovale il
punto A d'intenezione fta due curve basta ricordare che ,4 si ffova su una
delle curve solo se le sue coordinate ne soddisfano l'equazione. Perciò.4 si
trova su enttambe le curve solo se le sue coordinate sono una coppia di
numeri che soddisla, contemporaneamcnte. le equazioni delle due curve.
Si conclude che: per trovare le coordinate del punto A di intersezione fra
due curve si d€ve risolvere il sistema formato dalle Ioro equazioni.

2. Ancora sull'intersezione di due rette. Condizione di parallelismo

Determiniamo ora il punto d'intersezione di qùalche coppia di rette.
A) Sono date le due rette d e ò che hanno le equazioni seguenti:

\u) y-2x e (b) I t-3.
Per determinare il punto P, in cui le due retle si incontlano, bisogna
risolvere il sistema formato dalle due equazioni; si ha:

{, »- (r)lY=r+3'
Risolvendo il sistema, per esempio con il metodo di sottrazione, si
ottiene:

(3)
dunque a determinare risolvendo l'equazio-

1v=0.
J 0=x-3
L v=ù
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(a)
xlv;l;
12

(b)

;T'
14

Fag. 3

Si trova così il punto P(3,6); la fig. 3 visualizza il risultato dei calcoli.

B) È data, insieme alla retta a, la retta c che ha I'equazione
(c\ Y:2x+3'

Se proviamo, anche in questo caso! a trovare il punto d'intersezione fta le
due rctte, siamo condotti a risolverc il sistema segueote:

I v:b
I Y=»+3

Ma, ora, arriviamo subito a sc vere

J 0=3
I v:».

È chiaro che I'equazione
0=3

è impossibile, perciò il sistemr (2) tro. ha
solùzione. Questo vuol dire che le dùe rette
a e c llon § incoDtrano in utr putrto, cioè
sono parallele. La fig. 4 confema queste
conclùsioni.

12)

Fis. 4
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È anche interessante conftontare i risultati dei due sistemi
esaminandoli in modo dinamico (fig. 5): teniamo fissa la retta 4 e
facciamo ruotare la retta A intomo al punto A(0,3) fino a sovrapporla alla
retta c.

Si osseNa che, mentre la pendenza della letta b aumenta, il
punlo d'interseTione P si allonrana lungo la retta a: si intur(e co§ì che.
quaodo la retta b si sovrappone alla retta c. iì punlo P "scompare
alfinfinito". Le due rette non hanno piÌl in comune un punto, ma hanno
la stessa pendenza (o la stessa direzione).

Si ha, in generale, che se nelle equazioni di due rette del tipo
y:nLx+n e Y=tu'x+n'

risulta

allora le du€ rette sono parallele.
Viceversa, se due rette sono pamllele, i coefficienti m ed m'

saranno certamente uguali perché due rette parallele hanno la stessa
pendenza.

Quindi: condizione necessaria e sùIliciente perché due rette siano
parallele è che siano uguali i coefficienti angolari delle loro equazioni.

Ecco un altro esempio: sono parallele le due rette che hanno le
equazioni seguenti:

Y=4x-2 e Y=4xt6;
non sono, invece, palallele le due rette che hanno Ie equazioni seguenti:

y=4x-2 e Y= -4x+3,
dato che i coefficienti delle "x non sono uguali.

Fig. 5
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3. Condizione di perpendicolarità

Nel paragrafo precedente abbiamo visto come una prop età
geometrica - il parallelismo fra due rette - si traduce in lermini analitici.
Vedremo ora che anche il fatto che due rette sono perpendicolari può
essere e§Presso analiticamente.

Cominciamo a considerare il caso in cui le rette r ed r. che sono
perpendicotari fra loro, si incontrano in O(0,0) (fig. 6). Le due rette
avranno allora le equazioni del tipo seguente:

(r) y=mx e (s) v=m'x.
Possiamo visualizzare m ed m'sul grafico, se intersechiamo le due rctte
con la retta a d'equazione

infatti la retta a incontra r nel punto À(1.rr) e incontra s nel punto
S(l,n'). Si otiiene così il triangolo ORS, che è rettangolo in O. ha RS
come ipotenusa e OU come altezza relativa all'ipotenusa.

Dato che il triangolo è rettangolo, possiamo applicarc uno dei
teoremi di Euclidel si ha

o-Ù1=RÙ -Ù5.
dove

(t) y=mx. (s) y= - lr.

(1)

Òù=1. RLt=m. ùS=-m,.
La relazione (1) si scrive dunque così:

l:m(-m') ossia l=-mm'.
o anche

mu'=-7.
Ariviamo così a un'importante conclusione: due rette per O, perpendico-
lari fra loro, sono descritte da equazioni che ha fio i coefficiefiti , m'
legati dalla relazione

mm'=-7.
Perciò le rette di fig. 6 hanno equazioni del tipo



Se ora trasliamo le rette r e J lungo l'asse delle y, si ottengono le rette r' e
s' di fig. 7, e resta owiamente invariÀta la loro pendenza.l-.e rctte t' e s'
avranno equazioni del tipo

(r'\ y=mx+n. (s') y=-t rar.
Concludiamo dunque che: se due rette sono perpendicolari, altor. i
coefficienti m, m' che compaiono nelle loro equazioni sono legati dalla
relazione

mm'=-1.

Vogliamo ora dimostrare Ia proprieo lnvelsa, cioè che se nelle
equazioni di due rette Ijstl]ta tufi'=-1, allora Ie due rette sono perpendi-
colari fra loro.

Cominciamo @n un esempio numerico. Sono date le due rette
d'equazione:

@) Y=-*' e

L€ abbiamo disegnate in fig. 8. Per ess€re sicu clle le due rctte sono
perpendicolari, occorre dimostrare che l'allgolo aOò è retto. Si può
procedere così: si disegna la retta a d'equazione

e si coNiderano i pùnti,4 e B in cui la retta c incontra le rclte a e b (fi9,
9). Si ha:

e(r_ j) e B(1,2).

Si osserva che i due triangoli rettan oli OUB, UAO sono simili fta loro
(hanno infatti i cateti nello stesso rapporto). Si ha perciò:

oBu:uAA=B e aÒu-oÀu:a.
Ora, dal tiangolo retrangolo OUB si ha

d+ B=90q
dsulta quindi che nel triangolo ,O/4:

BÒA=d+p=cn.
Le due rette sono dunque perpendicolari fra loro.

77

(b) v=x.

Fig- g
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Fig. 10

Si capisce che si può ripetere una drmostrazione analoga quando
siano date due rette d'equazione (fig. 10)

Lr.(al y=mt e (b) t=--
Se poi le rette non passano per l'origine, basta considerare le parallele
ad esse per O.

In conclusione, basta terifrcare che le equaziofli di due rette
presenlino i coefricienti Mgolari legati dalla relaziohe

mm'= -1,
per essere sicuÌi che le due rctte sono peryeldicolori.

Quindi: cordlzioDe necessaria e sùfficiente perché dùe rette §ano
fra loro perpcndicolari è che i coelliclenti engolari delle loro equazioni
siaro Lglti dalla relazione!

mm'=-1,
Ecco qùalche esempio:

- sono perpendicolori le seguenti coppie di rette

y=ixt4 e y=-;)t+l perché risulta
-1y=-\,/3x-ft e y=-$x-!S perché risulta

- fion sofio invece perpendicolari

perché risulta !. |=t+-t.

4. lntersezioni di una retta con una circonferenza.
Rette secanti, tangenti, esterne

Cominciamo ad esaminare trc casi numerici: determiniamo
pu[ti di intersezione della circonferen2a d'equazione

*+Y2-$.-4Y=O

i \;):-,
(-v-r+:-r

v=2x+4 e v=i.r+l_f'2
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con una delle rette seguenti
(r) Y:-r+4, (t) Y:-', (') Y:-'-t'

Si caDisce che. in ciascuno di questi casi, si deve solvere un sistema
formàto dalle equazioni della circonferenza e della retta. dalo che si
cercano le coordinate di punti che si trovano §u ambedue le curye- Ecco i
casi che si prcsentano.

l) [ x2+Y2-4x-4Y=0
i Y:-x++

Risolviamo iÌ sistema con il metodo di §ostituzione; si ha:

I x2+(-x+ 4)'z -4x-4(--r+ 4) =01.._ --,

I xr+x, -8x+ 16-4x+4x - 16=0
i Y=-*++

cioè
7Y=0 + r,:0

! ù2-sx=o da cri [ »A-4\-o <;-4=0 - x'r4
L x= -.r+4 t Y=-r++

Le due soluzioni del sistema sono dunque:

I tr=o
I Yz= -4+4:0.

Abbiamo così individuato due punti di inte ezione:
A(0,4) e B@,0);

la rctta r è secahte, dato che interseca la circoÀferenza nei due punti .4 e I
(fig. 11).

Fio. 11. La circonlsrenza ha cenlrc C(2,2)
/=-VA (v. Pade seconda, paÉgralo 5)

e raqgio
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FIg. 12

II) | x2+y,-4x-4y=O
1 Y= -''

Risolvendo il sistema. si ottiene
l 12 + (- x\2 - 4x - 4(- x)=0
7 Y=-''

. I x2+r2_4x+4x=0ossla i

da cui
| 2x2=0 + xr=1r=5.
1v=-'

Si ottiene dunque:
I x1:vr=g
lv,=v,=0.

Concludiamo così che il sistema ammette due soìuzioni coincidenti: Ia
retta , incontra la circonJerenza nel punto O(0,0), che isulta contato due
volte; Ia retta t è tangente in O alla circot ercnza.

La situazione ora esaminata diventa più espressiva se si arriva a
questo caso a panire dal primo in modo diMmico (fig. 12): trasliamo la
rctta r, awicinandola alla rctta ,, e osserviamo i corrisPondenti Punti di
intercezione con la circonferenza. Mentre la retta / "scende", i punti di
inte$ezione si awicinano fia loro e, quando la rctta / si sovmppone alla
rctta ,, anche i due punti di intersezione si sowappongono nell'unico
punto O: la retta, è tangente alla circonferenza.

III) I x2+y,-4x-4y=0
I Y=-'-t'

Risolvendo il sistema. si oltiene:

! x2+( -r- l\2- 4, - 4( -x - I ):0
lY=-r-1

ossra

I x2+x2+2x +l-4x +4x +4=O
1 v=-:-t



o anche | -1t\,1-10)r= 2

Lv=-,-t
cioè

Si osserva subito che il sistema non ha soluzioni reali, dato che nell'espres-
sione (1) compare Ia radice quadrata di un numero negativo; dunque non
si hanno punti d'intersezione fta la retta e la circonferenza. Ciò corispon-
de al fatto che la rctta s è estema alla circonferciza (fig. 13\.
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I u, +2, + s=oI da cu!
Iv=-*-t
r -. -1tV= (1)
I I_ ,lr: ,-i.

Fig. 13

I casi nume ci esaminati permettono di arivare a delle conclu-
sioni più generali. Per determinare i punti d'i[tersezione fra una retta ed
una circonferenza si è cofldotti sempre a solverc un sistema del tipo

I x,+y2+ax+ by+c=0
I Y=^* +n'

Si tratta dunque di un sistema di 2'$ado], che ammette due soluzioni; si
hanno dunquè due coppie ordinate di numeri (r,y1) e (Ìr,y2) che soddi-
sfano il sistèma. I casi che si possono prcsentate so[o i seguenti.

1 RiordiaDo che il c.ado di un sistena si otliene molliplicando lra loro i gradi d.Ie

\
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I) Le due soluzioni sollo reali e distinte.

Le soluzioni forniscono le coordinate dei due punti d'intersezio-
ne A(xr,)r) e B(x:.)r); ta retta è secante (fig. 14).
II) Le dùe soluzioni sono reali e coincidenti.

La soluzione, contata due volte, indica le coordinate di un punto
T(.r1,/r), contato due volte; la refta è aangente (fig. 15).

I[[) Le due soluzioni non sono reali.
Questo significa che la retta è esterna (fig. 16).

Fig. 14 Fig- 15 Fig. 16

5. lntersezioni di una retta con una conica. Ordine di una curva

Per determinare ipunti d'intenezione fra una retta ed una
parabola siamo condotti a risolvere un sistema del tipo

Analogamente, per determinare i punti d'intersezione fra una retta ed
un'iperbole equilatera dovremo risolvere un sistema del tipo

tklv=;
l r=^**n

E cosi, per determinare i punti d'intersezione fra una retta ed un'ellisse,
dobbiamo risolvere un sistema del tipo

f Ì: v:I -+-=lto: h:
l r= *r*n

Si tratta sefipre di sistemi di 2' grado.
Si può dunque concludere che, in tutti i casi, la retta è secaDte,

tangente o esterna alla curva a seconda che le soluzioni del sistema
risultino reali e distiote (fig. 17), reali e coincidenti (fig. 18) o non rcali
(fig. 19). Se la retta è secante. si hanno due punti d'intersezione, dato che
il sistema è di 2" grado.

Queste considerazioni conducono ad individuare una carattefisti-
ca comune a circonferenza, ellisse. parabola. iperbole: queste curve, tanto
diverse una dall'altra, sono tutte descritte da un'equazione di 2'grado, e
perciò una retta del piano può inte6ecarle al massimo in due punti.
Si dice che sono curve del ? ordine.
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Fig. 17

v

Fig. 18

o

Fig. 19
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Ftg 20

Questa caratteristica comune è legata ad un fatto geometrico
che sarà approfondito nel Capitolo seguenÌe: circonferenza, ellisse, para-
bola, iperbole si possono ottelere come sezioni piane di uno stesso cono
(fig.20). Per questa ragione tali curve prendono il nome di coniche.

Ed ora due esempi di cuNe che non sono del 2" ordihe, cloè che
non sono coniche.

A) La curva d'equazione
(1)

chiamata parabola cubica. ha il grafico Épplesentato in fig. 21. L'equazio-
ne (1) è di 3" grado. perciò la curva è del 3'ordine: una retta incontra la
curva al massimo in 3 punti (fig. 22).

2
-1

0
1

2

8
-1

0
1l8

Fig.2l Fig. 22
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non esisle

Fì9. 23

B) Anche la curva d'equazione

Fig. 24

v=+ e')
è del 3'ordine: infatti l'equazione (2), scritta in forma intera, diventa

x2Y=1;
si tratta dunque di un'equazione di 3" grado, dato che il monomio x2y è di
3" gÉdo. La curya che è rapprcsentata in fig. 23 è intersecata da una letta
al massimo in 3 pùnti (fig. 24).

6. Oualche caso particolare di intersezioni di una retta con una
conica. Gli asintoti dell'iperbole

Consideriamo la parabola d'equazione

e. determiniamo i punti di intersezione della curva con la retta a d'equa-
aone

Y=2'x'
Dowemo risolvere il sistema seguente:

1Y=zt'
Basandosi, per esempio, sul melodo di sostituzione, si ha:

I v=2x I v=LrI ' .- ossra[x=(2x)] [ x-4x.2=Q.
da cui

I Y=x
I ,rr_+,r=o<lla] =o + x.t_0,2s

e quindi
f v,=0 l' v.=0-5
1',.,=o 11.,=o.zs
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si ottengono, come ci si aspettava, due punti d'intersezione: O(0,0) e
P(0,2s;0,s) (fig. 25).

Si incontra, invece, una situazione del tutto particolare quando si
cercano i punti d'intersezione di questa parabola con I'asse delle ,, che è
I'asse di simmetria della curva. Si ha, infatti, il sistema

Fig. 25

(1)J v=o
tr=y2

. f v=0

Si ottiene dunque una sola soluzione, che non è contata due volte, dato
che proviene dall'equazione (l) che è di l" grado.

Come si spiega questa situazione? E sempre una visione dinami-
ca che conduce ad intuire la .isposta: facciamo ruotare la retta a intorno
ad O (in seDso orario) fino a sovrapporla all'asse delle x (fig.26). Si
osserya che, me[tre la peDdenza della retta diminuisce, il punto P "si
allontana" luDgo la parabola. Si capisce così che, quando la retta d
coincide con I'asse delle jr, il punto P "sfugge all'infinito".

La stessa situazione si presenta se intenechiamo la parabola con
uoa qualunque retta parallela all'asse delle , (fig. 27).

Si intuisce che queste sitùazioni particolari si presentano perché
la parabola è una curva aperta. Ci aspettiamo dunque situazioni aoaloghe
nel caso dell'iperbole, che è l'altra conica aperta.
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Esaminiamo la fig. 28: anche ola
rette parallele all'asse delle ,, come la retta /
d'equazione y:1, incontrano l'iperbole
d'equazione

in un solo punto P del I quadrante, perché
I'altro punto d'inte6ezione O è "sfuggito
all'infinito". Ma! in questo caso, si comporta
nello stesso modo anche una retta parallela
all'asse delle y, come la retta s d'equazione
,=-1, rappresentata in fig. 29. Questo
comportamento geometrico visualizza il fatto
che un sistema di 2' grado come

t1)v=;
IIv=l

ha I'unica soluzione

e così, il sistema

ha l'unica soluzione

1

Iv=t;

tL
I

Si presentano inoltre due situazioni ancom piÌL
particolari: le scopriamo disegnando delle
rette per O di perdenza decrescente (fig. 30)
o crescenle (fig. J l).

È ir6pri6 questa visione dinamica a farci capire che gli assi
catesiani non possonò incontrare l'iperbole, dato che i Punti d'intelsezio-
ne "sfuggono all'infinito" quando una retta per O va a coincidere con
l'asse delle r o con l'asse delle y.
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Questo comportamento geometrico corrisponde al fatto algeb -

co che sono impossibili i due sistemi seguenti
rlrlI,=; et l '-, G)
I y=0 [ t=o

Infatti, per solvere i due sistemi, si è condotti a lisolvere le due
equazronr

cioè 0r= t,

cioè 0y= l.
e queste due eqùazioni non possono avere soluzione dato che moltiplican-
do un numero per zero si ottiene sempre comc sultato zero. Si capisce
così che gli assi cartesiani hanno un'importanza particolare per il grafico
dell'iperbole equilatera d'equazione

Si tratta di due rette a cui la curva si awicina sempre di più. senza uscire
ad incontrarle. Si dice che gli assi cartesiani sono gli asintoti dell'iperboler.

7. lntersezioni di due circonferenze
Cominciamo a riflettere su qualche caso numerico. Determinia-

mo i punti d'intersezione della circonferenza d'equazione
te+y2-4x-2y+l=0

con tre diverse circonfercnze.

I) È data, insieme alla (1), la circonferenza d'equazione
x2+y2-4x-4y+3=0.

(l)

(2)

(2) 0=*.
(3) y=+,

Per orientarci, cominciamo col tracciare ìl grafico delle due curve (v
Pane seconda. paragrafo 5): la (l) ha centro Cr(2.1) e raggio rr=2.
mentre la (2) ha centro C:(2.1) e raggio 4=r,/5 (fig. 32).

La figura mostra due soli punti d'intersezione (.4 e B); del resto,
le due curve non possono avere piil di due Punti in comune, dato che per
3 punti passa una sola circonferenza.

Se vogliamo determinare le coordinate dei punti A e B. dobbia-
mo risolvere il sistema formato dalle equazioni (l) e (2). cioè

I 12+vr_4r_2vT1=0
I r:-Y:-4' 4r-'' O

II metodo più immediato per solvere questo sistema è quello di sottrazio-
nei perciò ad una delle due equazioni, per esemPio alla 2', sostituiamo la
differenza fra le due equazioni assegnate. Si ottiene:

! x1+yr-4r-2y+l=O
L v=t.

(4)

Il sistema (3) che era di 4" grado si riduce così al §istema (4) chc ò di 2'
grado; vùol dire che si hanno al massimo due punti d'intersezione.- Si osserya che l'equazione ottenuta per sottrazione è di l" grado
ed è rappresentata sul piario cartesiano dalla retta di fig. 33; se, inoltre,

I La pdrola asiùtoio plovìcne dat grcco ..,- rl,nPro,rr-. che si8niiica *senza inconrro .
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consideriamo il fatto che il sistema (4) fornisce le coordinate dei punti .4 e
,. concludiamo che la retta / deve congiungere i punti,4 e B.

Così, l'avere applicato il metodo di sottrazione porta a determi-
nare,4 e B come punti d'inte$ezione fra la circonferenza (1) e la retta r.
Si ottiene:

) x,- 4x -0 ossia I xG-+). 01/_oo _ r,_o[v=l [v-l
I punti di intersezione sono dunque:

,{(0,1) e ,(4,1).
Un'ultima osservazione: siccome le due circonferenze hanno i centri C1 e
c2 di uguale ascissa, la retta ," è perpendicolare alla letta J, che congiungeq e C2 $ig. 34).

II) Consideriamo ora, insieme alla (1) ta circonferenza d'equazione
x2+yz-4x-By+t9=0, (5)

che ha centro Q(2,4) e ragglo ,'3:1. La fig. 35 mostra che le due
circonferenze sono tangenti.

1... ,/,
1.-

Fig. 34
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Se risolviamo il sistema formato dalle equazioni delle due curve,

otteniamo:
I av2-4x-2v+l=0 | x2+y2-4x-2y-1=O
I yza'yz-4y-gya1g=0 ossra I ey-'re=0.

o anche

I xr+y2-4x-2y+l=O
I Y=3,

che si può scrivere
[(r-2)'=o au "ui { '' -"=2

da cui I x2-4x+4=O
t v=:

Anche ora il sistema si riduce al 2" grado; le due soluzioni sono, questa
volta, coincidenti; abbiamo così verificato che le due circonferenze sono
tatrgenti nel pùnto (2,3). La retta d'equazione y=3, che unisce due punti
d'inte$€zione coincidenti, è la ta[gente comune alle due curve. Risulta
ancora che la retta t è perpendicolarc alla rctta s che u!ùsce i c€ntri delle
due circonferenze (fig. 36),

III) Consideriamo, infine. insieme alla
x2+y?-.4x-l4y+49-4,-

Fis. 36

(1) la circonferenza d'equazione

che ha centro Ca(2,7) e ruggio ta=2. La fig. 37 mostla che le due
non si incontrano.

(6)
curve

Vediamo alloÉ che cosa succede solvendo il sistema fotuEto
dalle equazioni delle due curve. Si ha:

ossÉ

I x,+yl-4r-2y+l=0
I x, + y2 -4x - 14y + 49=O

I x'z+y2-4x-2y+l=0

Ora è chiaro che l'equazione
i2-4x+9=0

non ha solùzioni reali. dato che risulta:
,r.2=2r\/44:2t11r§ .

I x2+\t2 - $t -2y+l=0da cur 7 ny-4f'=o, '

-- l r2-4x+9=0e rntrne {
t Y=+'
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Il sistema non ha dunque soluzioni reali, come ci si aspettava. È interes_
sante nolare (fig. 38) che la retta r d equazione

rìsulta ancora perpendicolare alla retta J che congiunge i centri delle due
circonferenze, anche se i punti d'intersezione ,4 e I non esistono .

Le considerazioni che abbiamo svolto a partire da casi numerici
possono essere lacilmente generalizlate al caso in cui siano assegnale due
cjrconferenze qualunque. d equazione

)c2+y2+ c+by+c=o e *+y2+a'x+b'y+c'=0.
Per determinare Ie coordinate dei punti di intersezione fra le due curve, si
considera il sistema seguente:

) x^-y: o:+b!.-c=9 ^ (1)I x2+y2+atx+btY+c'=0
Risolvendo il sistema per sottrazione, si è condotti a scrivele il sistema
equivalente

I x2+y2+ax+bY+c=0
| 1r-o'.1r+10-a ty 't.-.')=0.

E ora si osserva che l'equazione ottenuta per sottrazione è semPre di 1'
grado e rappresenta quinài una retta r, di cui si può tracciare facilmente il
srafico esolicitando la v." §l conclude cÉe il problema di determinare le intersezioni di due
circonferenze equivale al problema di determinare le intercezioni di una
circonferenza con una retta.

Fig. 38

\

Fig.37
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Le due circonfeÌenze Possono

dunoue rncontrarsi in due punli dislinli (cur\e
secairti. come in fig. 39),,n due punti
coincidenti (curve tangenti, come in fig. 40) o
non incontràrsi (come in fig 41).

La relta r Drende il nome di asse
radicale ed e la congiungente ipunti
d'inte$ezione dei due cerchi, oppure è la
tangente comune nel ca5o in cui le cur\e siano
tangenti.

Anche se le circonferenze non hanno
nunri comuni si dimoslra che lasse radicale è
!empre perpendrcolare alla retta s che
congiunge i cenlri delle due circonferenze (\ '
esercizio 82, Parte quarta)

Fiq. 39

Fig. 40

Fig. 41
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8, lntersezioni di due coniche
L'intersezione di due circonferenze è solo un caso particolaie di

un problema pirì generale: determinare i punti d'intersezione di due
coniche (circon[erenza. elli55e. parabola. iperbole).

È ancora una volta un esempio numerjco che conduce a scoprire
quali situazioni si po§\ono presentate. Consideriamo lellisse e la circonle-
renla descritte dalle equazioni seguenti

t6 4

La circonferenza ha centro in O(0,0) e raggio r=14; I'ellisse ha centlo in
O e i semiassi lunghi 4 e 2 (fig. 42).

Fig. 42

La figura mostra quattro punti d'intersezione; ciò corrisponde al
fatto che il sistema

lx2 v2,
i16 4
I xzlYz=1

è di 4'grado, e che, ora, non si riesce a ricondurlo ad un sistema di ?
grado. Valendosi del metodo di sostituzione, si ha:

f x2 *11 x2)-1.l 16 4 ossra

l r'=1-,'
I xr+4\1-x2l=16t -_ ^

da cui
[ 3r,+12=0 . I x'=4 - x1 ):arZ

I vz: l-x.
Si ottengono dunque le soluzioni seguenti:

lxr2 lxr 2

l r:-3 .. y,.r-=/j | ,:=3 - y, "-=y5
I punti d'intersezione hanno le coordinate

A(2,\t5), B(2, \E), c(-2,-{1). D(-2,\f3).
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Si capisce che sono i\erlici di un reltangolo' data la simmelria delle due
crrrue risDetto aeli assi cartesiani--' ' '"ii rL.Eai*"nto seguito suggerisce delle considerazioni algebri-
che oiu eenàrali. che Dossona essere-llcilmente visualizzale: le coordinale
à.i iuni a int"r..rioàe di due coniche si lrovano sempre risolvendo un
sistema di 4'grado, e perciò due coniche hanno sempre. al massimo' 4
punti in comu"ne (qualche esempio è illustrato in fig 43)'

Naturalmente può accadere che "si sovrappongano". due pulli
d'intersezione; in tal caio le curve sono tangenti in un punto (in fig 44 è
illustrato qualche esempio).

Fig. 44

F Duò anche accadere che iquamro punli coincidano due a due:
te coniche àno bhansenti. cioè si tocèano i due punti (in fig 45 qualche
esempìo).

B

\
;\*-\ o--Èr , _r,

v

( )

\
l-//
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Può anche accaderc che. risolvendo il sistema, non si trovino
soluzioni reali e, in questo caso, le due curve non si incontrano (in fig. 46
è illustrato qualche esempio).

E, ancora, possiamo trovare due soli punti reali d'intersezione: le
curve si incontrano allora in due soli pulti (fig. 47), che possono anche
coincidere (fig. 48).

'-*,-Iù,
\\-/-/

Fig. 46

v

f_/

1

Fig. 48





7. parte quinta

Fasci di curve

1. Fasci di rette

:' §3lstr§,if;:[',:!:?J?ExF,,e,a ad una retta data

iFJ.T,{r##,,i:iT:1,#,.t#?t:T*crconf erenze
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Abbiamo visto nelle pagine precedenti come la geometria alraliti-

ca esca ad esp mere con un linguaggio algeb co delle proprietà geome-
triche:
- un punto è rappresentato da una coppia ordinata di numeri;
- una rctta è rappresentata da un'equazione di l'grado nelle variabili,edy;
- una conica è lappresentata da un'equazione di 2'grado nelle variabili

xedY.
In questo modo, quando si vuole scoprire, per esempio, se una retta è
s€cante, tangente o estema ad una co[ica, si risolve un sistema invece di
tracciarc un disegno. Si sostitùisce così un procedimento algebrico ad uno
geometrico.

Ma con la geometria analitica si può ottenerc molto di più:
possono "essere tradotti in equazione" anche particolari insiemi di curye.

1. Fasci di rette

I primi casi di cui ci occuperemo sono due insiemi di rette:
A) fascio di re e paraller., cioè I'insieme di tutte Ie rette parallele ad una

data retta /;
B\ fascio di rette per u, prrro, cioè l'insieme di tutte le rette che passano

Per un dato punto P.
Esamiriamo questi due casi separatamente.

A) Fasclo di rette parolele
Cominciamo col disegnare una retta ed alcune parallele a questa;

in fig. 1 abbiamo disegnato la rctta r d'equazione
Y=2i-1

e le retle a, A. c. ad essa parallele. di equazione:
(a) y=2x-2, (b) y=». (cl y=Y,ar2.

Fig. 2FlS. r
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È facile immagìnare il piano "solcato" dalle infinite rette del Iascio; se
associamo ad o-gniretta ia sua equazione, otteniamo infinite equazioni che
presentano tuttè pendenza 2 e termine noto che varia al variare della
ietta. Tutte questé equazioni possono essere riunite nell'unica espressione

y=2:*k. (1)
dove la lettera f, che può assumere qualunque valore reale, plende il
nofie di parametro.

L'equazione (1) diventa piir espressiva se è interpretata dinami
camente: basia immaginare una retta di pendenza 2 che si sposta paralle-
lamente a se stessa; varia l'ordinata k del sùo punto d'intersezione con
lasse delle ).

É chiaro che quanlo si e dello \ale per qualunque ret(a di
pendenza a. Quindi un fascio di rette parallele è sempre rappresentato da
un'equazione del tipo

dove a è un numero fisso e tr è un patametro che può assumere qualunque
valore reale.I equazione (2) comprende come ca\o particolare il la\cio di
parallele all àsre delle ir (lig. 2): .i lrxlta di tutte le relre che hirnno
pendenza nulla e corrispondono dunque all'equazione

Per desc vere, invece, il fascio di rette parallele all'asse delle y (fig. 3).
non po\siamo ricorrere all idea di penden/a: fìercio ricordiamo chc su unr
rella parallela all a.se delle ) si lrovsno tulti i punli che hcnno un dala
ascissà. Ecco l'equazione di alcune rette di questo fascio:

... r--J. .r 0,5, x 0, x 1D....
Queste equazioni possono essere tutte unite nell'espressione

B) Fascio di rette per un punto
Fissiamo ora l'attenzione su

disegnamo alcune rette che passano
(vedi Pafte seconda. paragrafo 2)-

(2)

un qualunque punto P del Pieno e
per P ed hinno dilersc pendenza
in fig.4 abbiamo. per esemPio.

Fig 3 Fig. 4
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indicato il punto P(2,1) ed abbiamo disegnato Ie rette d, ,, c, d chc hanno
le equazioni seguenti

(a) y-1=-1(,r-2),
(à) y-l=0(r-z).
(c) -y 1=0.5(x 2).
ki) y 1=2(r 2).

È facile immaginare ìl pìano "riempito" dalle infinite relte del fascio; così,
se associamo ad ogni retta la sua equazione, otteniamo infinite equazioni
che po.§ono crsere riunite nell unica espressione

y- I = ft(-r-2) (3)
dove il parameffo l? indica Ia pendenza, che variar al variare della retta.
Anche in questo caso è più espressiva una "lettura dinariìica" della
formula (3): si immagina una retta che ruota nel piano, mantenendosi
"inchiodata" nel punto P.

Proprio queste considerazioni conducono a scop re che la for-
mula (3) non rappresenta tutte le rette del piano passanti per P. Osservia-
mo, infatti, la fig. 5. in cui è rappresentata una retta per P che rùota in
senso antiorario, a partire dalla posizione a: la pendenza ft diventa sempre
più grande, ma, quando la retta assume la posizìone rr, in cui è parallela
all aase delle ), nòn può più essere descritta dall'equazione (3). lnfatti il
parametro ft indica Ia pendenza della retta ed è proplio la pendenza, come
già si è detto. che perde signilicato quando una refia è parallela all'asse
delle ).

Possiamo così allivare a delle conclusioni di carattere generale:
fissato un qualùnque punto P(d,lr) del piano. si può desc vele con
un'unica equazione l'ìnsieme di lutte le rette passanti per P. Si ha:

y b-h(x-a) (4)
dove il parametro ft, che può assumere qualunque valore leale, indica la
pendenza di ogni retta.' La foimula (4) descrive tutte le iette Passanti pet P, esclusa ld
retw parullela all'asse (lelle y\ questa retta ha infatti l'equazione

che non può essere ottenuta dalla (4) per nessun valore di ft.

Fig. 5
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2. Condurre da un punto la parallela ad una retta data.
Osservazioni sui lasci di rette

Vediamo ora-un problema che si risolve basandosi sull'equazione
di un fascio di rette. E data la ietta / d'equazione

y= 2x+4'
si vuole determinare l'equazione della retta s. Parallela ad r e passante per
,4(-1,3). Questo problema può essere solto seguendo due procedimenti
alternativi.
A) Fissiamo prima di tutto l'attenzione sul fatto che la retta s deve esseie
parallela a,"; scriviamo perciò I'equazione del fascio di rette parallele a r:

y= -2x + k'
La fig. 6 rappresenta alcune rette di questo fascio. Fra tùtte queste rette
dobbiamo ora scegliere la retta .t che passa per.4(-1,3); dobbiamo perciò
trovare un opportuno valore di l.

È facile trovare il valore di k ricordando che un punto si trova su
una retta solo se le sue coordinate soddisfano l'equazione della retta.
Perciò, per la retta.r, deve risultare

3= 2(-1)+k, ossia k-1..
La retta , ha dunque equazione

Y:-Lr+l'
L'abbiamo rappresentata in fig. 7.

B) Fissiamo pdma di tutto l'attenzione sul fatto che J deve passare per
.4( 1,3); scriviamo allora l'equazione del fascio di rette per,4; si ha:

y-3=à(.Y+1).
La fig. 8 visualizza alcune rette di questo fascio. Fra tutte queste rette
dobbiamo ora .cegliere la rella che ita pdrallela ad r': dobbiamo perciò
rrovare quel ralorE di i per cui la retta ha la stessa pendenza di t: sarà
dunque:

h=-2.

Fig. 6 Fig- 7 Fig. 8
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Si ha dunque:

y-3= -2(x +1)
ossia

Y= 2(x+t)+3,
da cui

Y= -2'x+l '
Si è otteD.uta, owiamente, la stessa equazione che nel caso A).

E interessante ora confrontare i due procedimenti, interpretan-
doli da un punto di vista dinamico.

Pensiamo ad una retta libera di muoversi nel piano (fig. 9): sarà
desc tta da un'equazione del tipo

Y=hx+k,
dove i coefficienti l, e k possono variare comunque.

Nel procedimento (A) abbiamo cominciato col fissare la penden-
za à; scrivendo l'equaziofle

v=-»+k,
abbiamo indicato una retta che non è più libera di muoversi comunque,
ma può solamente traslare, mantenen<io quindi la stessa pendenza (ig.
l0).Sepoi "obblighiamo la rettaa passare per il punloA(-1.3) (fig. Il.).
ftssiamo anche il valore di k e la retta resta _bloccala" nella posizione
descritta dall'equazione

Y=-2t+1'

Fig. 9 Fig. 10

Possiamo ora interpretare il procedimento B) in modo analogo.
Cominciamo sempre col considerare Ia retta d'equazione

Y= hx+ k,
che può muoversi liberamente nel piano (fig. 12), perché i coefficienti à e
k possono varìare indipendentemente l'uno dall'altro.

Se "obblighiamo" la retta a passare per il punto,4(-1,3),ll e i
non possono più variare liberamente: una volta fissata la pendenza ll della
retta, resta fissata anche Ì'ordinata k del punto di intersezione con l'asse
delle y; deve infatti risultare:

3=à(- 1)+t,
ossia

k=3+h

Fig. 11
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Fig. '12 Fig. 13

3, Rette per un punto tangenti ad una conica

Esaminiamo ora un altro prcblema che si dsolve basando§i sulla
nozione d1 fascio di rette. Cominiiamo col considerare un primo caso
nùmerico.

1) È data la circonfetenza d'equMione
*+Y2+L+2Y=0

Fig. 14

L'equazione della rctta diventa dunque:
Y=hx+3+h,

ossia

Y=h(x+1)+3,
o anche

y-3:h(x+1).
Abbiamo così dtrovato. per altra via. l'equazione del fascio descrirto da
una retta che è libera solo di ruotare, manrenendosi "inchiodata" nel
rrunto ,4 (fis. 13).' òoii. quando tissiamo la pendenza -2. costringlamo la retta a
fermarsi (fig. 14) nella posizione descfitta dall'equazione

y= -2x+1'
Dalle considerazioni ora svolle Dossiamo arrivare alle seguenli

conclusioni: una relta libera di muoversi comunque sul piano è descritla
dall'equazione

y=bt+k'
do,re i due parafietri h e t variano indipendentemente l'uno dall'altro. Per
fissare una particolare retta del piano occollono due condizioni, che
determinino sia il valore di à che quello di k. Infatti è unica la retta che
soddisfa, per esempio, le seguenti coPpie di condizioni:

- Dassare Der un Dunto ed avere oendenza fissata;
- iassare per due'punri P e O (il ihe equivale a passare per uno dej due

punti ed avere là pendenza fissata dalla pendenza del segmenlo PP).
Se, invece, diamo una sola condizione (avere pendenza fissata o pa§sare
per un punro). lasciamo ancora una "libertà di movimento alla rena. che,
in rrl modo descrive un fascio.
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Fig. 15 Fag. 16

e si vogliono determinare le rette che passano per il punto P(0,2) e sono
tangenti alla curva.

Per orientarci, disegnqlno pima di tutto la circonferenza che ha
centro C(-1,-1) e rag$o r=t/2 (fig. l5). Osserviamo, poi, (fig. 16) che,
fla le infinite rette che passano per P, alcune sono secanti, altre estemei il
grafico mostra infine due rette tangenti. Come determi[are le eqùazioni
di queste rctte tangenti?

Ricordiamo che l'insieme di tutte le rette passanti per P(0,2), è
descritto dall'equazione

y -2= h(x-0),

Y:bc+2'
Ogni rctta di questo fascio incontm la circonferenza al massimo iD due
punti, di cui si possono determinare le coordinate .r ed 1 risolvendo il
§stema seguente:

I x2+v2+2x+2v=0
1;=L.;." - - (r)

È chiaro che il sistema fomisce soluzioni diverse a seconda del valore di à
scelto, cioè a seconda della retta considerata. Tuttavia, in tutti i casi,
dovremo svolgere calcoli analoghi, ,isolveDdo il sistema con il metodo di
sostituzione. Si ha:

( *+ (h, +2)2+2Ì +2(hx +2)=O
I Y=n'*z

ossra

o§§14

t xz + hzxz + 4hx +4 + » +2ht +4=O
I Y=hx+z'

Ora, per ottenere le ascisse dei punti d'injersezione. occorre risolvere
l'equazione di 2" grado nell'incognita r. E perciò opportuno scrivere
l'equazione nella forma abituale

oi2+br+c=0.
Si ha:

[ (l+ h2)11+(6h+2)r +8:O
\Y=n'*z
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L'equazione di 2' grado ora ottenuta presenta i seguenti coefficienti:
a=1+h2, b=6h+2, c=8,

e può essere sempre solta, valendosi della formulal
-b.L{Àx1.2= 2r1 ,

dove abbiamo scritto:
A=b2-4ac.

Si ha:

-Gh+2\+{A,,.,=_- 21+ir_.
con

A = (6h +2)2 - 4(1+ h2)8.

Si osserva subito che le soluzioni dell'equazione dipendono dal segno che
assume il disc minante 4. Infatti si sa che:
- l'equazione ha due soluzioni reali e distinte,xl e 12, se risulta ,4>0; in

tal caso la retta intelseca la circonferenza in due punti d'ascissa.xr e -r2;

- l'equazione ha due soluzioni coincidenti rr=Ì2, se risulta A=0; in
questo caso la retta risulta tangeflte alla circonferenza nel punto che ha
a§CrSSa ,1 =r2 ;

- l'equazione non ha soluzioni reali, se risulta 4<0; in tal caso la retta
non incolìtra la circonferenza.

Si scopre così il procedimento algeb co per determinare le rette tangenti:
si debbono calcolare i valori di ,, per cui dsulta

/=0.

(6h+2)2 -4(1+ h2)8=0 .

Si ottiene, svolgendo i calcoli indicati:
4h2 +2Ah-28=0 ,

ossia
h2+6h-7=0.

I valori di à cercati sono dati dunque dalla formula:
, -6=l/30+28 -6tv64 - -6=8tit 2- 2 =---z - )

Si ha:
hr:-1 e h2=1.

Le tangenti chieste sono quindi le due rette del fascio

Y=hx+2
che hanno pendenza -7 e 1;indichiamo con rr e 12 queste due rette, de-
scritte dalle seguenti equazioni:

(t) y=-7x+2 e (t) Y:x+2.

t I caloli risulimo piùr *mpli.i se si scrive la formlna ridoM, valida Per €qùeioni del
tipo at'+2P,+.=o. In tal caso si trola

,, ,=-pr!F* .
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È facite ora calcolare Ie coordinate dei rclativi punti di tangenza ! e T2,
ricordando che douemo sempre dsolvere uo sistema del tiPo

J x2+y'z+»+2y:0
I Y=h*+z'

in corrispondenza ai due valori di i ora
dunque sempre date da

| -(6h+»r\6
l xi.2= 2A+T,
I Y=n'+z'

Si ottengono, in particolare, le coordinate di Tr p€r
t -[6(-7)+2110 |I't="---j(lry ossia l
I y=-7x+z t

Si ottetrgono, poi, le coordinate di 12 per [=-1. Si

t -(6+2)10 I
i't:r'?=-2(1+1) ossia ]
I y=x+2. I

I pùnti di tangenza sono, dunque
Tlo,4:-0,8), TzG2;o).

La fig. 17 visualizza i dsultati otteouti.

2l Consideriamo semDre la stessa cilconferenza. ma ora scegliamo lorigi-
ni -me p*to da cui coodurre le tangetrti (fig. l8). O è un punto cbe si
trova sulia circonferenza e, dunque, troveremo una sola tangente alla
curva data.

Ripetendo it procedimento seguiro prima. consideriamo il siste-
ma formatd dal'equ"rione della circonierenà e dall'equazione del fascio
di rette per O; si ha:

I x2+yr+2x+2y=0
1Y=t"'

Valendosi alcora del metodo di so§tituzione, si ottiene:
. ( (1+ h2)x2+ (2h+2\=O

I Y="x'

ottenuti. I-e solùzioni saranno

Ir=-7. Si ha:

.y=-0,8.
ha:

Y:0.

I xz+h2x2+2t+Au=O
7 v=n

Fig. 17



Calcolando il discriminante J dell'equazione di 2'grado ottenuta si ha:
A=(2h+2)1;

si osserya subito che, ora, sulta:
À:0

se si ha
(2h+2)2=0.

Ci toviamo, dunque, a solvere due volte l'equazione
2h+2=0,

che ha Ia soluzione

che dovrà essere contata due volte; si ha quindi:

Si ottiene perciò una sola retta: è la tangente , d'equazione

I tocca la circonferenza proprio nel punto O(0,0).

Questo risultato diventa più espressivo se interpretato in modo
dinamico: passiamo dal 1' al 2'problema facendo awicinarc P ad O lungo
l'asse delle / (fig. 19).

Si osseNa che le due tangenti ,t e ,2 fomano fra loro un angolo
crescente mentre i punti 11 e 12 "scorrono" sulla circonferenza awicinan-
dosi fra loro. Quando P coincide con O, le due tangenti si sovrappongono
nell'unica retta ,, e, così, si sovrappongono i pullti fr e f2 nell'unico
punto O-.

E chiara la differenza fra il 1'ed il 2'prcblema: nel 1" caso il
punto P è esterno alla circonferenza e da P si possono cofldulre due
tangenti /1 e 12 alla cuNa; nel 2 caso, invece, O è prop o un punto della
circonferenza e si ottiene una sola retta , tangente alla cu a in O.

Possiamo ora continuare a "far scendere" il punto P conducen-
dolo ad assumerc una posizione O interna al cerchio (fig. 20): è chiaro che
non esiste nessuna tangeflte alla circonferenza passante pet O. Se, infatti,
"ignorando il grafico", proviamo a determinare le tangenti alla curva rlel
fascio di rctte per q, non trcviamo alcun valore reale di l, che risolve il
prcblema.

107
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I procedimenti seguiti hanno carattere genelale e possono esserc

sempre ripetuti quando si vogliono condwre da un punto P(a,A) le
tangenti ad una conica d'equazione assegnata. In ogni caso, si considera il
sistema formato dall'equazione della conica e dall'equazione del fascio di
rette per P. Si ottengono quindi le tangenti chieste determinando i valori
del parametro per cui il sistema ha le due soluzioni coincidenti. Si possono
avere due tangenti, una tangente o nessuna a seconda della posizione del
punto P fispetto alla conica (fig1. 21, 22, 23\.

Fig. 21. P è ostgmo alla conica: si ollengono due r6tte tanganli tr 6 12.

Fig. 22, P appartiene alla curua: si otliene una sola langenlo t

.\
o

Fig. 23, P§i trova all'inierno d€lla conica: non sì otlion€ nessuna retla langenle.
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condizioni. Fasci di circonferenze

Riprendiamo ora, relativamente alla circonferenza, alcune delle
considerazioni svolte nel paragrafo 2 a proposito della rettiì.

Una propaietà caratteristica dclla circonferenza è che per tre
punti non allineatì passa una sola circonfetenza (fig. 24)i questa proprietà
geometrìca si traduce nel fatto che l'equazione di una circonferenza si
presenta sempre nella forma

x2+y2+dx+ by+c:0,
in cui compaiono tre Iettere d, ,, c. Occorie perciò fissare il valore
delle tre lettere 4, ,, . se si vuole determinare una particolare circonferenza.

Fig. 24. Per individuare i cenlro C, si con-
ducono gli assi dei segmenli AB e EOi i
loro punto di inconlrc C A il centro della

Così, se vogliamo, per esempio, individuare l'equazione della
circonferenza passante per i tre punti

A( 2,0). B(2.0). D(0.1.),
si procede nel modo seguente. Ricordiamo che la circonferenza passa p€r
il punto ,4(-2,0) solo se le sue coordinate soddisfano l'equazione della
circonferenza; peÌciò a, A, c debbono esseie tre nùmeri tali che risulti

(-2)2 +02+ a(-2\ + b 0 + c=0.
Analogamenle, la circonferenza passa per B(2,0), se risulta

22+02+ a.2+ b.0+c:01
infine, la curva passa per C(0,1). se risùlta

02+ 12+4.0+b. 1+c=0.
Abbiamo così scrìtto tre condizioni che debbono valere. contemporanea_
mente, se vogliamo che la circonferenza passi per i tre punti assegnati.
Deve dunque risultare:

I 4 2a+c=0
I

I t+za+,=u (l)
[1+ò+c:0.

Risolvendo il sistema (1), per esempio col metodo di addizione e sottra-
zione- si ha:

I Or 4ù-0 tsottraendo la I equazione dalla 2 )

I S-Zc-O taddizronando la I equaTione alla 2')
Ib=-. t.
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Si ricava infine:

) "=-q
lb=3.

La curva richiesta ha dunque equazione
x2+yz+3y-4=0.

La circonferenza ha centro C(0,-1,5) e raggio /:2,5 (vedi Parte seconda'
naraorafo 5t ed è raDoresentala in fig. 25'- --- -ch; .osa JJ.cede se -dimintichiamo" una delle condtzionil
Prouiamo,l", ese-pio, ad individuare una circonferenza dchiedendo che
passi solo.per,4( 2,0) e B(2,0).' E chiarò che non troveremo una sola circonferenza, ma un fascio
di circonlerenze. dicui è lacile trorare l'equazione lnlalli. in que§to ca§o'
invece delle tre condizioni (l). abbiamo solo le due condizionì 5eguentr

. l4a=0os$a 1a+r=o'l4-2a+c=0
[ 4+2a+.=0

Queste due condizioni individuano
a=0 e c=-4.

ma lasciano "libero" il coefficiente ò di assumere qualunque valore'

Fig. 25

,2+y2+ky-4=0.
Le circonferenze hanno il centro C, che ha le coordinate date da

(2)

clo.-{lr\ zl
dunque C ha semPre lascissa nulla. e percio si muove lungo l asse delle y
al variare di k.

Il raggio / è dato da:

se \opliamo mettere meqlio in rilievo quesla variabilita del
coetficienie b. "possiamo sosliluirld con la leltera k che abitualmente
i"Ji"u r" pu*.!i-. ln questo modo il tascio di circonfe'enze é descriLto
con l'equazione
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e quindi aumelta alcrescere di È, a pafiire dal valore minimo (,'=2); assume
questo valore quando risulla l. 0. e cioè quando il centro si l,ova in O(0.01' La tig. 20 rappre:en1d alcune circonlerenze del fa§cio e ricorda
una nota proprietà: i centri delle circonferenze "scorono" sull'asse del
segmento /48, che unisce ì due punti comuni a tutte le curve.

Questc circonferenze escono a " empire" tutto il pianol Se
scegliamo infatti un qualunque punto P (divemo da,4 e da B), riusciamo
sempre a determinare una sola circonferenza del fascio che passa per P
Vogliamo verificarlo?

Scegliamo per esempio P(100,200). un punto "fuori dal nostro
disegno". Per determinare la circonferenza che passa per P, bisogna richie_
dere che le coordinate di P soddisfino I'equazione (2), cioè chc risulti

100r+2002+ k.200_4=0.

49 .996 +200k=0 .

Si ottiene
k= -249.98.

La circonferenza richiesta ha dunque Ì'equazione
x2+y2 249.98y_4=0;

ìl centro C ha le coordinate
C(0;124,99)

e il raggio è

r=!15,626J=125,01.
Abbiamo ancora la possibilità di

"tralasciare" una condizione. cercando delle
circonferenze che passino, per esempio. per
iÌ solo pÌrnto,4(2,0). Rimane così una sola
condizionc da imporre all'equazione

a2+y)+ax+bt+c=0.
questa:

1+2n+c=0- (3)
Si capisce dunque che il coefficiente A è
libero di assumere qualunque valore, mentre
a e c sono legati dalla condizione (3);
perciò, fissato un valore di 4, resta
individuato un solo valore di c.

Indìchiamo, dunque, A con k e, per
esempio, d con ,; si ha allora:

b=k, a=h, c=-4 2h.
Abbiamo così un insieme di circonferenze,
descritto dall'equazione

x2+yz+hx+ky 4-2h=O (4)
In fig. 27 abbiamo disegnxto alcune
circo-nferenTe di queslo insieme. OIa non
abbiamo più un fascio di circonferenze, dato
che si dà il nome cli fascio ad un insieme di
circonferenze descritto da un'equazione nelle
variabili x ed l, in cui è presente un solo
porutnetro, che compare al 1" grado.
Propriela. questa. che si tradDce in
un intuitiva cararleri\lica geometlica: per
ogni punto P del piano lche non sia comune
a tutlc le curve) passa una qola circonlerenla
dell'insieme. Fig 27
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L'insieme descritto dall'equazione (4) non è dunque un fascio di

circonferenze. dato che vi compaiono due parametri (/r e t): se fissiamo
un qualunque punto P del piano (diverso da,4) vi sono infinite circonfe-
renze che passano pei P.

Ecco un altro esempio di un insieme di circonferenze che non è
un fascio: le circonfcrenze che hanno raggio fisso e il centro che si muove
sulì'asse delle -r,

In fig. 28 abbiamo rappresentato alcune circonfercnze chc hanno
raggio r=l elentro C d ascisia varrabile. E facile rrovare Icquazione <Ji
quesfinsieme di curve, assegnando al centro C le coordinate (f,0). Si ha

(.t-k)r+Y':= 1.

x2+ y2-2kx + k2- l=0. (5)
Abbiamo così un equazione in cui compare un solo parametio (À), che si
trova, però. al 2'grado.

Ora. se fissiamo. per esempio. il punto O(0,0). troviamo due
circonferenze che passano per O (fig.29). Infatti, sostituendo le coordina-
te di O nell'equazione (5). si ha:

tr-l:0r
si ottengono così duc valori di k

kr=l c ,k,= 1.
cioè le due circonfcrenze seguenti:

ossta

È facile rendcrsi conto chc questo particolare comportamento dell'insieme
è legato al fatto algeb co che nell'equazione (5) il parametro I compare
al 2" grado-

Siamo ora in grado di arrivare a qualche conclusione di carattere
generale. Una circonferenza è scmpre descritta da un equazione del tipo

xl +.r,: -2t = 0 e Ì:+)2+?t=0.

x2+!2+ar+by+c=0 (6)
dove a, b. c sono numeri fissi. Se. invece, i coefficientì 4. A, c non sono
fissi e sono quindi espressi per mezzo di uno o due parametri. I'equazione
(6) rappresenta un insieme di circonferenze.

Fra gli insiemi (o sistemi) di circonferenze si distinguono i fasci.
che si possono caratterizzare in modo algebrico o in un equivalente modo
geomotrico:
- dal punro ali vista alqebico. un fascio di circonfcrenze è descritto da

un'equazione come la (6). quando compare, fta icoefficienti, un solo
parametro. elevato al l" grado:

- alal pu to ali vista georlerrico. un insieme di circonferenze è un fascio se
per ogni punto del piano passa una sola circonferenza dell'insieme.

Fig.29
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5. Fasci di coniche in fisica

Nel paragrafo precedente abbiamo visto come si ar va all'idea di
fascio di circontèrenze a parlirc da un probiema matematico: la ricerca di
una circonferenza chc soddisfa delle condizioni assegnate. Ma troviamo
lasci di circonfercnze e. più in gencrale. fasci di coniche. anche ncllo
studio delle scicnze sperimenteli.

Ecco qualche esempio.

1) In fig. 30 è rappresentato il occiolo di un realtore nucleare, dove
viene prodotta energia a partirc dalle reazioni nucleari: si ossc a che il
nocciolo è composto da tanle sbarrette cilindriche di matcriale lissile-
Ouando si inneica la reazione nucleare, si sviluppa all'interno di ogni
sbarretta una rilevante quantilà di calore, che viene trasmessa all'esterno;
perciò la temperatura Z all'interno della sbalretta non è costante ma vaia
in ognì sczione tiasversale al variare della distanza,'del Punto P dal
centro O (fig. 31).

Fg 3lFig 30

Si è trovato che, in prima approssimazionc. ia legge chc regola 7
al variare di / è data da

(1)T=7,'-af .

dove f, indica ìa temperatura nel punto O e d è un coefficiente che
dipende dalla conducibiiità del materiale c dalla quantità di calore prodot-
ta nella fissione.

La legge (1). rappresentata graficamenre' dà luogo, per un certo
valorc di fo, ad una parabola come quella di fig. 32..

Al variale della temperatura Io, otteremo. lnvece. un lnsleme
di parabole descritto dall cquazione

T= - t1t1+ k.
dove a è fisso e k ed ,'possono assumere solo valori positivi. Abbiamo
rappresentato in fig. 33 alcune parabolc di qucsto insiemc.
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Fig.32 Fis. 93

Il fenomeno ora descritto conduce a considerare il fascio di
parabole descritto da un'equazione del tipo

y=ox2+k'
dove a è un coefficiente fisso e t è un parametro che può assumere
qualunque valore reale. In fig. 34 abbiamo rappresentato alcune curye di
questo fascio. scegliendo a>0 e pr.cisamente a=].

2) Data una certa massa di un gas qualsiasi, ,n 

-ono 

.ruro di equilibrio
termico, ne possiamo misuraie la pressione P, la temperatura 71 ed il
volume y. L'esperienza mostra che, per valori piccoli della densita, le
tre gtandezze P, V, T sono legate dalla relazione

PV=nRT.
dove n ed À sono due costanti che dipendono dalla massa di gas conside-
rato e dalla sua natura.

Flg. 34

I In qùsto cas si nbum atnu.lménl. la teEp.ratùÉ 'n Sradi K.lvin, itrdioli oi il



Questa legge dive[ta molto più
espressiva se interpretata graficamente. Si
osserya infatti che, considerando una data
massa di gas. il prodotto rR ha un valore
costante. Si porta quindi il gas ad una certa
temperatura. per esempio 100'k. e si fa
variare la prcssione P a cui è soggetto il gas,
mantenendone fissa la temperatura. II
volume de1 gas varia e le due grandezze P e
Y sono legate da una legge del tipo

0)
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Fig.35

Fig.36

Questa, rappresentata sul piano ca esiano,
da l'iperbole di fig. 35. La cu a ottenuta
prende anche il nome di isoterma, per
ricordare che descrive una trasformazione in
cui il gas mantiene la stessa tempemtura.

Possiamo ora ripetere I'espedenza,
portando il gas ad un'altra temperatum, per
esempio 20ffk, e variame la pressione,
mantenendo fissa la temperatura; P e y ora
sono legate ancora da una legge del tipo (1),
ma, owiamente, è diverso il valore della
costante /a.

Ripetendo questa esperienza per
tutti i valori positiyi della temperatura T, si
rappresenta sul piano cartesiano f insieme di
cùve descritto dall'equazione

dove t è un parametro che può assumere
solo valori positivi. Si tratta di un Iascio di
ipelboli, di cui il problema fisico conduce a
considerare solo un ramo (fig. 36).

In fig. 37 abbiamo rappresentato
alcune iperboli del fascio desc tto
dall'equazione

per valori di ,t positivi e negativi.
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ll rifeimento cartesiano abbiamo detto - "crea un ponte" fra la

geometria e l'algebra: molti problemi geometlici Possono essere risolti con
l'aiuto dell'algebra e, d'altra parte, molti problemi algeb ci, visualizzati
sul piano cartesiano, diventano più semplici ed espressivi.

Un esempio di problema algebrico efficacemente visuali2zato sul
piano cartesiano è fornito dalla risoluzione di disequazioni, un problema
matematico che si trova spesso legato allo studio di fenomeni fisici o di
questioni economiche.

Prcprio per questo esamineremo prima di tutto un fenomeno
fisico che conduce a studiare il segno di una funzione, cioè a risolvere
disequazioni in una sola incognita; nel paragrafo 7 vedremo poi un
esempio di questione economica che conduce a considerare disequazioni
in due (o piùL) incognite.

1. Un fenomeno fisico che conduce a studiare il segno di una
funzione: l'effetto Seebeck

Risale al 1821 (da parte del fisico Seebeck) la scoperta di un
singolare fenomeno fisico, che si rileva saldando due metalli diversi. Il
fenomeno si scopre eseguendo un esperimento come quello schematizzato
in fig. l. Si ha un filo composto di due metalli diversi, saldati nei punti,4 e
8, e un voltmetro, cioè uno strumento che permette di misurare la
tensione ai capi del circuito. Se tutto il circuito si ffova alÌa stessa
temperatura, lo strumento non ileva alcuna tensione. Se, iflvece, riscal-
diamo progressivamente una giunzione (per esempio B), lasciando I'altra
a temperatura fissa (per esempio di 0'), si vede I'indice dello strumento
alÌontanaEi rapidamente dallo zero, segnalando il nascere di una tensione
E.

È interessante seguire l'andamento della tensione ,E all'aumenta-
re della temperatura r: si osserva chc E cresce rapidamente all'inizio, poi
continua a crescere ma più lentamente, fino a raggiungere un valore
massimo, a pa ire dal quale comincia a diminuire. Continuando ad
aumentare la temperatura, si osserva, ad un certo punto, che la lensione è
di nuovo zero e poi cambia verso. Se, dunque, chiudessimo il circuito di
fig. 1 inserendovi un sensibile strumento per misurare l'intensità dela
corente. dleveremmo una correote di intensità variabile, che circola
prima in un velso e, poi, nel velso opposto. Questo fenomeno ptende il
nome di effetto Seebeck o efletto termoelettrico; l'apparecchio formato
dall'insieme dei due metalli prende talvolta il norne di termocoppia.

Fig. 1
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Per studiare meglio il fenomeno, si comincia con I'esaminarne il
potere ternoelettrico, cioè I'aumento p di tensione che si aileva quando la
temperatura I aumenta di 1". Si rileva infatti che p non è costante, ma
va a al va are di I seguendo, in prima approssimazione, la legge

p=at+b-
dove i coefficienti a e 6 dipendono dai metalli
per la giunzione piombo-costantana si ottiene:

a=-9.10-3 e A=38.10 6

È interessante visualizzare la legge (1) con un grafico (fig. 2): si osserva
che fino alla temperanrra di citc^ 422', p è positivo, cioè si ha un effettivo
aumento di tensione, mertre pet t>422:, sulta p<0, si ha cioè una
diminuzione di tensione. E chiaro che in corrispondenza alla temperatura
t=42T si. ha il passaggio dall'andamento crescente a quello decrescente
della tensione: si avrà dunque la lensione massima.

Si nota dunque che, in questo caso, la visualizzazione della legge
è importante soprattutto per osseryare quali sono i valo di , per cui

sulta p>0 o p=0 o p<0.
Ma ancora più intercssante risulta la legge che descrive la

tensione E al variare della temperatura r: si trova infatti, in prima
approssimazione, una legge del tipo

E-lPrbt, (2)
2

dove a e A sono gli stessi coefficienti che compaiono nella legge (1). Se
visualizziamo questa legge colì ùn grafico ca esiano si ottiene, sempre nel
caso piombo-costantana, un disegno come quello di fig.3. Il grafico mette
in rilievo un fenomeno che la legge (1) non permetteva di visualizzare: la
tensione E arriva al valore 0 in corrispondenza alla temperatura ,=844'; se
aumentiamo ancora la temperatura, avremo una "tensione negativa", cioè
di verso opposto a quello rilevato per temperature inferiori a 844'.

Anche in questo caso, dunque, la visualizzazione della legge è
interessante, soprattutto per prevedere ivalori di, per cui risulta E>0 o
E=O o E<O.

Abbiamo considerato due sitùazioni in cui è di grande aiuto
rappresentare le leggi §ul piano cartesiano per visualizzare il segno che
assume una grandezza al variare dell'altra. Sarà proprio di questo lipo di
problemi che ci occuperemo nelle pagine seguenti.
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(l)
considerati. Per esempio,

Fis- 2 Fiq. 3
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2. ll segno di una funzione di 1'grado
Cominciamo con l'esaminare due casi nume ci relativi a funzioni

di 1" grado, cioè del tipo
y=ax+b'

l) È data la funzione
ì.9Y=- ax+ 2

(1)

e si vuole iapere come raria il .egno di y al rariare di x. cioè qi \uole
\apere per quah \alori di ,x ri§uha y>0 o y 0 o y<0. E facile'risol\ere il
pròbl.rno te si visualizza la lun/ione:ul piano carle§iano: la fl) rappre-
senta la refia r di fig- 4.

Si osserva subito che sulla retta si trovano infiniti punti con
lordrnata ] posiliva: sono lulli i punti al di .oPra dell'a*e delle .r. che
-lormano" la semiretla disegnala in nero in liS 4 Sono dnche tnfinili i
punli con loldinata y negaliva: sono quelli al di solto dell a§se delle Y.

iulla semirella Jisegnala in colore in lig a' lnline cè un punlo con
l'ordinata che vale 0: è il punto,4, in cui Ia retta incontra l'asse delle x.
Ora è facile calcolare il valore di,r per cui sulta )=0; si ha

Si ha dunque
Y=0 Per x=6

Per completare la ri5po\la al noslro quesito basta osservare che un Punlo
P percoire la remirctia In nero di fig 5 solo se ld sua ascis\a I si mantiene
_asinista del valore 6 r perciò risulta

)>0 per x<6.
lnvece. un punto O percorre la semiretla in colore di [i9 5. §olo se la sua
a5cissa ) si'mantiené _a deqlra del valore o": si ha dunque

y<0 per r>6.
Quindi, esaminando il Srafico della retta, possiamo determinare anche il
segno della corrispondente funzione di 1o gradoi si ha:

per r>h. y<0 cioè - i-r - ?.0
per .r 6. y=o i,' I =,
pel r<6. )>0 - j.* !'O

94.- 4' 2

Fiq. 5Fig.4
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lI) Possiamo procedere in modo del tutto analogo per studiare il segno
della funzione seguente

39v -^x -. (2)

Rapprese tiamo sul piano cartesiano la funzione: si ottiene la retta J di
fig. 6. Si osserva subito che la retta s interceca l'asse delle r ancora nel
punto.4(6,0); ma, ora, osservando i punti P della retta che hanno
ordinata positiva ed i punti O che hanno ordinata negativa. si conclude
che risulta:

per Ì>6, )>0 cioè

per x:6, ),=0
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per r<6, )<0

1,-Z.,u 9^i'- i='
ir 6.0

La fig. 7 fa rilevare analogie e differenze fra il caso I) e il caso lI).
Dal punto di vista grafico, si osse a che le due rette incontrano

l'asse delle , nello stesso punto .4, ma hanno pendenza opposta: r ha
pendenza negativa, mentre s ha pendenza positiva. Nel caso I) si ha un
grafico decrescente, e perciò, se risulta

)=0 Per x=6,
si avrà

y<0 per r>6.
Invece, nel caso II) si ha un grafico crescente, e dunque, se sulta

)=0 Per x=6,
si avrà

,>0 per x>6.

Da questi esempi si capisce come sia facile studiare il segno di
una funzione di 1' grado del tipo

y:ax+b,

Fig- 7
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basandosi sut gafrco della corrispotrdente ietta, I rkultati sodd liassunti
nello schema segùente.

Sogro di J=cr+ù

4>0 a<0

ar+b=O per

ax+b>O per

ax+b<O per

4x+b=O

ax+b>o

dx+b<o

per

PEI

per

h
a

x<_Lo
x>_ya

b
a

*>_L

3. ll segno di una funzione di 2" grado

Vediamo ora come I'osservazione del Fafrco della parabola
possa condure a studiare in modo semplice il segno di funzioni del tipo

Y=dxz+bx+c.
Ci baseremo su esempi numerici, distinguendo tre casi a seconda che
la parabola abbia in comune con l'asse delle Ì due punti, un punto o
ne§§un punto.

D ParoMs che inreEeca i[ dùe pu i l'assc de[c ascisse

1) Data la panbola
Y=i?-2r-3,

otteniaDo subito le irteBezioni coo l'asse delle r risolvendo I'equazione
x2-2x-3:0,

Si ha:

" = 2r\/ 4+ p : 2!\/ 16 : 4! -, *.,'224
e quindi

rr:-1, ,2:-3.
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Tracciamo un grafico approssimativo di questa parabola (fig. 8) tenendo
conto di due informazioni:
- il coefficiente di 'I2 è positivo (vale +1) e quindi la parabola rivolge la

concavita verso I'aÌto;
- la pambola incontra l'asse delle.r nei punti d'ascissa -1 e +3.

Fig. 8

Osseryando il grafico notiamo che l'arco di curva disegnato in
colore si trova al di sotto dell'asse delle x, e quindi i suoi punti hanno
ordinata negativa, cioè risulta),<0. Invece i due archi disegnati in nero si
trovano al di sopra dell'asse delle r, e quindi i loro punti hanno ordinata
positiva, cioè sulta )>0.

Leggiamo sul grafico le ascisse , dei punti che hanno ordinata ,
negativa. Queste ascisse, si trovano:
a destra del valore -1, cioè sono più grandi di -1 k>-1]

e contertpofaneamenle
a sinistra del valore 3, cìoè sono più piccole di 3 [.r<3].
Scriveremo perciò

y<0 per -1<x<3.
Occupiamoci ora dei punti che hanno ordinata, positiva. Essi

sono distribuiti su due archi di parabola e le ascisse .x corrispondenti si
trovano:
a sinistra del valore -1, cioè sono più piccole di -1 [r<-1]

oppufe
a destra del valore 3, cioè sono più grandi di 3 [r>3].
Scriveremo allora:

y>0 per x<-1 o per x>+3.

2) Conside amo ora la parabola
Y= -x2 +2x+3.

Le intercezioni della curva con l'asse delle , hanno l'ascissa:

,: -2r\/4+D - -2!4^-22
cioè

'l- 
_------- . - ''
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Questa parabola interseca dunque l'assc delle , legli stessi prnrri della
parabola esaminata nel caso 1), ma questa volta la culva ha la concavità
rivolta verco il basso perché il coefficiente di 12 è negativo (vale -1). IIr
fig. 9 abbiamo uacciato un grafico approssimativo,
Dal disegno dsuha che:

y>0 per -1<Ì<+3y<0 per Ì<-1 o per

FlS. I

II) P.robol, tangenle in un pu o all'asse dellc sscisse

Le intersezioni con I'asse delle , della parabola d'equazione
l) y=az-6ta9
si ottengoDo risolvendo I'equazione

.t2-61+9=0.
Si ha:

--- 6t\6G=6 610 6 ,"----- 2 -r-''
La parabola, dunque, rivolgg la concavita veno l'alto perché il coefficien-
te di x2 è positivo, e "tocca" I'asse delle x in uoo sol pùnto, il pu[to y(3,0)
(fig. 10).

Dal grafico risulta chiaro che tutti i punti della parabola hanno
ordinata positiva, escluso il punto y che ha ordinata zelo. In questo caso
risulta:

J>+3.

,>0
Per Ì:+3per x++3.

Calcolando le intercezioni con l'asse delle r della parabola
2) Y=-4Yz1411-1,
si risolve I'equazione

-4r2+4x-l:O,
Si hai

-41\,i16-16 _ -4t0 _ -4 _1
-8 -8 -8 2',

Anche questa parabola è tangente all'asse delle.r nel punto di ascissa j,
ma volge la concavita verso il basso perché a=-4; ne abbiamo tracciato
un grafico approssimativo in fi9. 11.
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Fig. 11

Ora tutti i punti della paraboÌa hanno ordinata negativa, escluso

Fig. 10

,*ti"" v(],0). Risulta dunque:

Y=0

y<0

1) y=)t2- 2x +5.

1PeL=z
,lper r-r.

trI) Parabola che non incontra l'asse delle a§cisse

Esaminiamo ora Ia parabola

Le inte$ezioni della curva con I'asse delle x si ottengono risolvendo
l'equazione

P-b+5=0.
Si ha:

b.\E-20 2!\[-G
':2=2'

In quesro caso lequaTione non ha soluTioni
reali, cio corrisponde al fatro che la parabola
non incontra l'asse delle ). La situa?ione è
indicata in fig. 12. Ora la parabola è tutta al
di sopra dell asse delle x- e- quindi. lulli i
suoi punri hanno ordinata positiva. cioè

sulta
y>0 pet qualunque valore di .r.

Esaminiamo infine la parabola
2) Y=-5x2+2x-1.
Le i[tersezioni della cuNa con I'asse delle .r
si ottengono dsolvendo l'equazione

-5x'?*2r- 1=0.
Si ha:

2+\f4-n 2!l -16^ -r0 -10 Fig.12
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Fig. 13

Anche questa panbola non inconlra l'asse delle ,, ma, ora, ha la
concavita rivolta verso il basso (fig. 13). Dùnqùe fisulta dal gnfico che:

y<0 per qualunque valore di.x.

Da questi esempi si capisce come sia essenziale, per studiare il
segno di un tdnomio di ? grado, appoggiarsi sùll'esame del grafico della
corispondente paÌabola.

Ecco uno schema dassuntivo su questo studio.

§€gtro di J:ar2+h+c
l) Parubole che interceca o in due pufiti l'asse delle ).

a>0 4<0

y>0
Y=0
y<0

y>l)
/=0
y<0

perper

xrll(,xz
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II) Parabole che toccano in un punto I'asse delle t
a>0

y>0 per qualunque -t+,rl
Y:0 Per )c=xt

III) Parubole che non intersecano l'ase delle x

a>0

y>0 per qualunque .x

a<i

/<0 per
Y=O

qualunque .r+rr

y<0 per qualunque x
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4. Qualche osservazione sul segno del trinomio
Osserviamo la fig. 14: sono rappresentate la parabole che abbia-

mo indicato .on P, P', P". e che rispondono alle equazioni:
P) Y:'z-2'-t
P') Y:X2-4r-6
P") Y=-;12**3'

Queste parabole intersecano l'asse delle r negli stessi punti:
A(- I,0). B(3.0):

ciò significa che le equazioni
t2-2x-3=0

Lr.-4x-6=0
-.x,+à+3=0

hanno le stesse soluzioni. Del resto, a partire dalla l'equazione ottenia-
mo la 2'moltiplicando idue memb per 2 ed otteniamo la 3" moltiplican-
do i due membri per (-1). Ritroviamo così che, mohiplicando fioti i
coefficienti di un'equezio e per ùno stesso numero, si ottiene n'equazione
che ha le stesse soluzioni (cioè un'equazione equivalente).
Ma - attenzione! - le due curve

P) y=x,-»-3 e P') y-2(r:- L(-3)
non coincidono (fig. 15): la parabola P' si ottiene dalla P operando
un'affinità, che lascia fissi ipunti dell'asse delle jr ma raddoppia l'ordinata
di ogni altro punto (si tratta di uno stimmento lungo I'asse delÌe y).
Risulta però, per lutte e due le cu ei

y>0 per x<-l o r>3y<0 per -1<,r<3.
Questo ci fa capire che. sostituendo aÌla 1 lo stesso numero. per esempio
0. nei due trinomi

y=.r2-bt-3 e y=2(x2 -2x-3)

Fig. 14
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si ottengono due risultati ditlerenli (-3 e -6), che hanno, però. lo sresso
segno. Si capisce così che i lalori di x che rendono

x2-Zx-3>0,
rendono anche

)(xz -Lt-3)>0;
cioè le due disequazioni

x2-Lt-3)0 e 2(x2-2x-3)>O
sono equivalenti.
Anche i grafici delle due curve:

P) y:xz-2*-, e P,) y=-(x2-2.r-3)
non sono_uguali (fig. 16): la parabola P,,è simmet ca della parabola p

spetto all'asse delte .r. Si capisce ora che, sostituendo aIa; Io stesso
numero. per esempio 0. nei due trinomi

y=x?_2e_3 e y=_(xz_2x_3)
si ottengono due risultati (-3 e 3). che hanno segno opposto. Dunque. i
valori di .x che rendono

x2-2x-3>0.
rcndono, invece,

_ (x2_2x _3)<0.
IÌ procedimento che abbiamo segùito può essere generalizzato: data la
disequazione

a1c2+bx+c>o (o ax2+br+c<o)
se si moltiplicano i due membri per lo stesso numero l, si o iene una
disequazione equivalenre solo se I è positivo.
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Fiq. 16

5. Altri modi per indicare il segno del trinomio
Presentiamo altri due modi che permettono di riassumere le

osseryazioni fatte sul segno che assume l'ordinata ]/ dei punti di una
parabola al variare dell'ascissa ,. RifeÉamoci sempre al tdnomio



'130

Fig. 17

I

e quindi alla parabola della fig. 17.

1) Si indicano su una retta (fig. 18) i valori di t che rendono )=0, e cioè
-1 e +3: sono le soluzioni dell'equazione

*-2x-3=0.
Si disegna poi (fig. i9) una semiretta a tratto continuo al di sotto dei
valori di r che rendono )>0, e un segmento tratteggiato sotto i valori di r
che rendono )<0; un "puntino" contrassegna i valori di.t per cui y-0,

Si può, naturalmente, valersi di questa convenzione anche per
schematizzarc il segno di una funzione di 1" grado.
2) Un altro modo per caÌatterizzare il segno di y al variare di .r è legato al
significato gÌammaticale di alcune conSiunzioni. Vediamo meglio di che
cosa si tratta, dferendosi sempre alla stessa parabola. Invece di scrivere

Fig. 18

y<0 per -1<r<3,
si sc ve anche:

y<0 per .r>-l et Ì<3.

si s$ive, più precisamente:
y>0 per x<- I Yel .Ì>3;

-

tt

Fig. 19

0)

(2)
Infatti con la (1) si intende dile che il valore y risulta negativo solo se
sostituiamo alla , numeri che risultano contemporanermetrte minori di 3 e
maggiori di -1. Dunque risulta y<0, solo se sono rispettate due coodi-
zronl:

,>-1 et ,<3;
la congiunzione latina "ef' traduce, appunto, la congiunzione italiana "e".
lnvece di scrivere

y>0 per ,>3, x<-1,, (3)

(4)
infatti, se vogtiamo il valore diy positivo, Possiamo scegliere fra mantene-
re l'ascissa piùr grande di 3 o mantenerla più piccola di -1. e una scelta
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non esclude I'altra; la congiunzione latina "vel" traduce proprio la "o"
italiana.

Va precisato che la lingua italiana usa la congiunzione "o" in due
significati, disgiuntivo ed esclusivo, mentre in latino si avevano due
congiunzioni per esprimere "o"; ci spieghiamo con esempi:
o disgiunlirot tradotto dal _\el" latino: _rono vegerariano. mangio uova

o formaggio" (mangiare Ie uova non esclude di poter
mangiare il formaggio);

o esclusivo. tradotto da "aut" latino: "la borsa o la vita!" (è evidente
che una scelta esclude I'altral).

6. Seqno di funzioni razionali intere e fratte
Esamiriamo oÌa due casi in cui non bastano le sole considerazio-

ni grafiche per studiare il segno di una funzione: iÌ primo riguarda le
funzioni razionali intere. il secondo le ftrnzioni razionali fratter. Nei due
casi cominceremo da esempi numerici.

I) È data la funzione razionale intera

131

y=(x2 _9)(x2 _1)
e se ne vuole studiare il segno. Non sappiamo
della curva che ha l'equazione (1), e perciò
considerazioni grafiche.

Si osserva tuttavia che il 2o membro della (1) è un polinomio,
espresso mediante il prodotto di due trinomi di 2" grado, di cui sappiamo
valutare il segno. Il 1" fattore è

ft=x2 9
e, basandoci sul procedimento esposto
rìsùlta:

nel paragrafo 3, troviamo che

f1>0 per x>3 o x< 3
f,=0 » x=3 o ,: 3
f.,<0 » 3<*<3.

Sintetizzando il segno dii con il procedimento introdotto nel paragrafo 5,
sì ha lo schema di fig. 20.

(1)
adesso tracciare il grafico
non possiamo basarci sn

Fig.20

I Ricordiano cbe una lunzione razio.ale intera è espressa nedianle ù. polinomio .ella
variabile r. cioè è del tìpo

l: a + br + ci + drl + erl +...
Una fùnzione razio.ale frtrl! è, invece. espressa medianle un quoziente di Polinomi.
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E così il segno deÌ fattore

h=x2-l
è desclitto nello schema di fig. 21.

Ora, per valutare il segno della funzione assegnata, basta licor-
dare che un prodotto è positivo se i due fattori hanno lo stesso segno,
negativo se i due fattori hanno segno opposto.

In definitiva, il segno della nostra funzione risulta dallo schema
di rtg. 22.

Fig- 22

Possiamo così concìudere che risulta

Fig.21

Y=O
l>0
,<0

per r=-3, a=-1, x=1. x=3;
" .v<-3, -1<x<1,;>3;» -3<r<-1, 1<r<3.

Questo procedimento si può generalizzare a qualunque funzione razionale
intera, che sia possibile esprimere mediante ilprodotto di due o più fattori
di 1'o di 2'grado. In tutti icasi, basta infatti tenere presente che

- un prodotto vale zero quando almeno uno dei suoi fattori vale zero;
- un prodotto ha segno negativo solo se è ottenuto moltiplicando un

numero dispari di fattori negativi-

II) Vediamo come si procede per valutare it segno di una funzione
razionale fr.atta. cominciando ancora una voha ad esaminare un esempio
numerico. E assegnata la funzione

x2-9v-fi (2)

Anche ora non possiamo basarci sul grafico della curva d'equazione (2),
dato che non si tratta di una curva che conosciamo. Conviene, piuttosto,
ricordare che un'espressione frazionaria è positiva §e il numeratore N e il
denominatore D hanno Io stesso segno; I'esptessione sulta, invece,
negativa se N e D hanno segno opposto.
C'è ancora un'osservazione da tenere prescnte:

O_O Iì
per r= =3 risulta f= f:-i = a = Or

ma
r _o a

per r= t I risulla t= -ui = - 6 priva di signiticato.
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Fig. 23

Bisogna dunque ricordare che i valori di I che annullano il denominatore
rendono un'espressione frazionaia priva di significato.

Lo schema di fig. 23 presenta il segno della funzione mzionale
fuatta assegnata.

E chiaro chc lo stesso piocedimento può essere seguito per
esaminare il segno di qualunque lunzione razionaÌe fratta, del tipo

v= D' (3)

dove N e D sono due polinomi. In tutti i casi, basta infatti valutare il
segno del numeratore N e del denominatore D e tener presente che
risulta:

_!,>0 solo se numeratore e denominatore hanno lo stesso scgno;
l privo di sigdficato, se risulta D=0;
v=0 se sulta N=0.
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Y=D

7. Un problema
disequazioni

di
in

programmazione economica che conduce
due incognite

Molto spesso piccole e grandi industrie debbono solvere il
problema di programmare Ia produzione per massimizzare i profitti,
tenendo conto dei vincoli imposti dai macchinari e dal personale disponi-
bile. La traduzione algebrica di questi problemi conduce allo studio di
disequazioni rn due incognitc. Ecco un e.empio.

Una piccola fabbrica di blue-jeans produce due tipi di confezìoni,
che chiameremo tipo ,,{ e tipo B: il tipo ,,{ è meglio confezionato e
realizzato con stoffa più resistente, mentre il tipo B è meno curato.

Per soddisfare le ichieste dei clienli abituali, la fabb ca deve
produrre ogni giorno.

del tipo,4: non piir di 500 pantaloni;
del tipo B: almeno 200 pantaloni, ma non più di 1000.

Inoltre, personale e macchinari non consentono di produrre più di 1200
paia di pantaloni.

Si sa infine che il ricavo per la vendita di ogni capo di tipo ,4 è di
L. 8000, mentre per la vendita del tipo B è di L. 4000.
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Supponendo che la fabb ca venda ogni giomo tutti i pantaloni

prodotti, si chiede qual è il ricavo massimo che l'industria può realizzare.
Pur trascurando tanti Iattori come i salari deglioperai, le tasse....

ilproblema si presenta molto complesso, perché non si esce facilmente a
collegare tutte le condizioni esposte. Indichiamo allora con

x il numero di pantaloni del tipo 8.
) il numero di pantaloni del tipo ?4.

Rileggiamo il testo e, man mano, traduciamolo in equazioni. Scriveremo:
ys500
x>200
x<1fi)O
x+y<1200.

lnoltre è evidente che risulla:
y>0.

Siamo condotti a scrivere un sistema di disequazioni. in cui compaiono
anche disequazioni lineari in due incognite come

r+y<1200.

8. Disequazioni lineari in due incognite sul piano cartesiano

Comintiamo con l'esaminare alcune delle disequazioni presenta-
te nel paragrafo precedente, rappresentandole sul piano cartesiano

1) x>200
Conosciamo bene il significato dell'equazione

x=2OO:
indica tutti i punti del piano che hanno l'ascissa uguale a 200. ll grafico
cor spondente è la retta a parallela all'asse delle ) presentata in fig. 24. E
facile allora capire che la disequazione

r>200
indica tutti ipunti del piano che hanno l'ascissa .t più grande di 200.
Questi punti "riempiono il semipiano a destra della retta d» (in colore in
fig.25).

La disequazione (l) indica dunque tutti ipunti che si trovano sul
semipiano colorato, compresa la frontiera rappresenÌala dalla retta d.

E chiaro che sul semipiano grigio di fig. 25 si trovano, invece,
tutti i punti chc soddisfano la disequazione

-r<200.

2) y<500
L'equazione

/=500

(1)

(2)
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Fiq. 24

Fig. 26
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Fig. 25

Fig. 27

indica i punti del piano che hanno I'ordinata uguale a 500; questi punti si
trovaflo tutti sulla retta A, parallela all'asse delle r di fìg. 26. La disequa-
zione

y<500
indica ora i punti che hanflo l'ordinata piÌL piccola di 500. Questi punti si
trovano tutti al di sotto della retta à, nel semipiano colorato di fig. 27.
Possiamo dunque concludere che la disequazione (2) indica i punti che si
trcvano al di sotto della retta b, compresi quelli che si trovano sulla retta
A, ftontiera della zona.

E chiaro che sul semipiano al di sopra della retta (in grigio in fig.
27) si trovano, invece, tutti i punti che soddisfano la disequazione

y>500.

3) r+y<1200 (3)
Anche in questo caso è facile rappresentare sul piano l'equazione

x+t:1210'
Esplicitando la ) si ottiene iDfatti

y=1t+1210,
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che indica tutti i pùnti della retta c, rapprcsentata in frg. 28.

Fissiamo ora I'attenzione su un valore di x, per esempio

ed osserviamo la frg. 29: sùlla retta c si trova il punto e, che ha I'ordinata
y data da

y:-0+lzc0=12co.
Se ora ci spostiamo lungo l'asse delle y, troviamo nel semipiano al di
sopra della retta c, tanti punti che haono l'ascìssa 0, ma I'ordinata
maggiore di 1200; nel semipiano al di sotto della retta c, roviamo invece i
punti che hanno I'ordimta minore di 1200.

Ripetendo queste osservazioni per altri valori di .r, è facile
colcludere che la retta c divide il piano in due zone: il semipiano al di
sopra della retta (in colole in fig.30) e il semipiano al di sotto della retta
(in grigio ia fig. 30).

Al di sopra della retta si trovano
tutti i punti con le coordinate, che soddisfano
la disuguaglianza

y>-x+LzIo, cioè y+r>1200;
al di sotto della rctta si trovanor invece, tutti
i punti per cui risulta

y<-x+,12m, cioè y*x<12m.
Om è facile capire che la disequazione (3)
ca$ttenzza il semipiano al di sopra deìla retta
c, compresa la ftontiera.

Fig.2A Fig. 29
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Fig. 30

Da questi esempi si capisce come sia facile rappresentàre sul
piano cartesiano disequazioni lineari in due incognitc. I vari casi che si
possono prcscntare sono riassunti ncllc fi8g. 31, 32, 33.

Fig 31 Ftg.32 Fig.33

9. La programmazione lineare

Risolviamo ora il problema proPosto nel paragralo 7. Per dccide_
re come realizzare il ricevo massimo. la dilta di confezioni esamina la sua
produzione; i dati a disposizionc sono rju,ìiti nella tabella seguente.

Tdbella di tltlti

vincoli

tipo ,4
tipo B

L.8000

t-.400{)

non meno di 500

non meno di 200
c non più di 1000
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Riflettendo sul problema, si passa poi alla

sceha delle i cog ite,
indicando con x il numero di pantaloni di tipo ,4 e con y il numero di
pantaloni di tipo B e

si espimono i vincoli sotto foma di disequazioni.
Si arri\a cosr a scrivere il sistema di disequazioni:

f vs500
lx>2001r<l(YlO

Ì+v<1200
L-Y>o'

Questo sistema si traduce nella zolta in colore di fig.34, che abbiamo
ottenuto disegnando le rette

d) )=5oo
b\ x:200
c) r:1000
d) x+y=1200 ossia j=-x+1200.

Fig.34

e considerando le varie disequazioni. Abbiamo dunque indicato la zona di
produzione, ffaducendo in grafico la p ma parte del problema; ìn questo
modo

si rappresenta graficamente il sistema di disequazio|ti.
Per passare alla parte finanziaria e calcolare il ricavo massimo, bisogna
p ma di tutto determinare il cavo a partire da,l: ed l; si deve cioè

inilicare la funzione obiettivo che si vuole massimizz|rc,
F chiaro che se dalla \endila di un capo di lrpo A (i ricavano L. 80U0.
menlre dalla vendila di un capo B si ricavano L. 4000. dalla rendita di y
capi A e x capi B si ottiene un ricavo r, dato da

r= 4000x + 8000y. (2)
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Il ricavo r al variare di x ecl y è la futlzione obiettivo, che si vuole
lnassimizzare.

Ora è facile rappresentare graficamente la relazione (2): basta
esplicitare la y. Si ottiene:

.,_ 400! _, r/- Sooo' Sooo '

e dunque un'equazione del tipo
L,

'})=__x+r..
.h. r.uppr...niu il fascio di retle parallele di pendenza - j rtig .lSr, t
indica, come sempre, l'ordinata del punto di inte$ezione di ogni retta con

Fig. 35 Fig.36

È chiaro che solo alcune rette del fascio si trovano nella zona di
produzione (tig. 36) fra queste relle si distingue la relta a che passa per C
e la retta d che Dassa Der D.

Immagiiriamo ora una re(ta del tascio che trasla. a partire dalla
oosizione a. vàso l'alto: il ricavo cre.ce fino a che la retta a5§ume la
posiTione d. Dunque la rella 4 indica la .iluaTione di ricavo minimo e la
retta d indica ouella di ricavo massimo.

È tacile ora delerminare il numero dei caPi da produrre per
avere il cavo massimo: basta detelminare le coordi[ate del punto D, che
si ottengono risolvendo il sistema segùente:

J Y=soo
ìy:-).+1200.

Si ha:

) =500
.r= -500+ 1200=700;

si ricava quindi:
D(700,s00).
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Si ottiene dunque il ricavo massimo producendo 700 capi di tipo B e 500
capi di tipo.4; tale cavo massimo sarà dato da

/=4000 700+8000 500=4.800.000.
Si è così trovata

la risposta al prcblema.

In modo analogo si possono solvere aìt problemi di program-
mazione dello stesso tipo; il procedimento da seguire sibasa. in ogni caso,
sui seguenti passi;

- esame dei dati e dei vincoli.
- scelta delle incognite,
- espressione dei vincoli sotto forma di un sistema di disequazioni,
- rappresentazione grafica del sistema di disequazioni.
- scelta della funzione obiettivo
- indicazione della risposta al problema.
Se, traducendo i vincoli in disequazioni, troviamo tutte espressioni linea .
e cioè espressioni che si rappresentano sul piano cartesiano con rette,
siamo di fronle ad un problema di programmazione lineare.

E chiaro che la situazione e\aminala dà.olo un idea di come si
procede per trattare pÌoblemi di programmazione economica. Infatti i
problemi reali di programmazione non sono così semplici, perché i dati e
le condizioni sono in numero maggiore e conducono a svolgere calcoli
lunghi e complicali, che chiedono l'uso di potenti calcolatori. Tuttavia il
metodo che si segue per impostare e risolvere anche questi probìemi
molto complicati è proprio quello che abbiamo appena visto.


