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L’insieme dei numeri razionali & costituito da
tutti i numeri che si possono scrivere sotto
forma di frazione.

Il termine razionale proviene dalla parola lati-
na ratio (rapporto, quoziente) e ricorda che
tutti questi numeri si possono ottenere dal quo-
ziente di due interi. Proprio per questo 1’insie-
me dei razionali viene contrassegnato dalla let-
tera Q.

Si ha dunque che (fig. 1) I’insieme Q é costi-
tuito dai numeri razionali, cioé dai numeri che
si possono scrivere sotto forma di frazione.

Nell’insieme Q si trovano:
- numeri razionali positivi, cio& numeri quali:

3 2

2 3

- numeri razionali negativi, cio&¢ numeri quali:

- numeri interi, cio¢ numeri quali:
-1 -5 01 4

- numeri naturali (0 interi positivi), cioé nu-
meri quali:

1 4

Operazioni nell'insieme dei razionali
L’insieme dei razionali & caratterizzato da una

fondamentale proprieta: fra due numeri razio-

ngli si possono eseguire addizione, moltiplica-
zione e sottrazione, con la sicurezza di trovare
sempre un risultato razionale.

Anche la divisione fra due razionali ha sempre
un risultato all’interno dei razionali, con un’u-

Fi_gura 1
L’insieme Q dei numeri razionali
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Figura 2
L'insieme Z degli interi e I'insieme N dei naturali
all'interno dell’insieme Q
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at+b=bra a-b=b-a

_ associativa

(at+b)yre=t (bke)  (ab)ye=a(bc)

. distributiva
a.(b+c)=a'b+a'C

_ esiste 1’elemento neutro dell’addizione
a+0=a

_ esiste 1’elemento neutro della moltiplicazione
al=a

 esiste 1'elemento assorbente della moltiplicazione
a-0=0

- esiste I"opposto di ogni numero a (cio¢ —a)

- esiste il reciproco di ogni numero a

ciog i , purché sia a=0
a

L'insieme dei naturali e I'insieme degli interi

Una rappresentazione pill chiara dell’insieme
dei razionali ¢ quella di fig. 2, dove sono evi-
denziati, all’interno dei razionali, due insiemi
numerici:

Figura 3
Proprieta nei vari insiemi numerici

a+b=b+a a.b=b-a

(a+b)+c=a+(b+c) (a *b):c=a-(b-c)

a+0=a a-=a

1. Uinsieme dei Numeri razionali

Capitolo terzo  Gli insiemi numeric! |

- Uinsieme degli interi, cio¢ I’'insieme che rac-
chiude tutti i numeri del tipo-3,-1,0, 1,4, .. ;
questo insieme viene contrassegnato abitual-
mente dalla lettera Z, iniziale del termine
tedesco Zahl, che significa numero;

- Uinsieme dei numeri naturali, cioé I’insieme
che racchiude tutti i numeri del tipo 0, 1,4, .. ;
questo insieme viene contrassegnato abitual-
mente dalla lettera N.

Fra gli interi non sempre si puo eseguire
la divisione

Qualche esempio di divisione fra due interi:
—12:4=-3 (il risultato & un numero intero);

—12:5=- 12 (il risultato non & contenuto
nell’insieme degli interi).

In conclusione: la divisione fra due numeri
interi non sempre ha risultato intero.

Questo & legato al fatto seguente: si trovano
all’interno degli interi solo i reciproci di 1 e —1
(che sono ancora 1 e —1). Tutti gli altri numeri
interi non hanno il reciproco all’interno del-
P’insieme Z.

Fra i naturali non sempre si possono eseguire
la sottrazione e la divisione

Ancora pill ristretto risulta I’insieme dei natu-
rali: vi si trova sempre il risultato dell’addizio-
ne e della moltiplicazione, ma non quello della
sottrazione, né quello della divisione. Ecco
qualche esempio:

12:4=3 24-13=11
(il risultato ¢ un numero naturale);
12:5—%2 13-24=-11

(il risultato non & contenuto nei naturali).

In conclusione: la sottrazione e la divisione
fra due numeri naturali non sempre hanno
come risultato un numero naturale.

Questo ¢ legato al fatto seguente: nell’insieme
dei naturali si trova solo il reciproco di 1 (che
& 1) e Popposto di 0 (che & 0). Per tutti gli altri
numeri naturali non si trova né 1’opposto né il
reciproco all’interno dell’insieme N.

Uno schema riassuntivo

Le considerazioni finora svolte sono schema-
tizzate nella fig. 3, dove si trovano visualizzate
le proprieta valide in ciascun insieme numerico.
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Verifiche

Conoscenze

Quali insiemi sono contrassegnati dalle
lettere N, Z, Q?

Quali numeri si trovano nell’insieme dei
razionali?

Elencare le operazioni fra due razionali
che hanno risultato nell’insieme Q.

Elencare le proprieta delle operazioni vali-
de nell’insieme Q.

Portare degli esempi di operazioni fra due
interi che non hanno risultato nell’insieme Z.

Portare degli esempi di operazioni fra due
naturali che non hanno risultato nell’insie-
me N.

® © ® © e

Comprensione

® Spiegare perché ¢ corretto dire che 0 e 1
sono numeri razionali.
Spiegare perché & sbagliato dire che 0,1 &
un numero intero.

® Esistono dei numeri che sono razionali,
ma non interi?

@ Esistono dei numeri che sono interi, ma
non razionali?

® Elencare le proprieta delle operazioni che

Figura 4

Uno schema da riempire
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Applicazioni

@

sono valide nell'insieme deglj inler‘
quelle valide nell’insieme dei natural; |
Spiegare perché nell’insieme dei
si trova solo I’opposto di 0.
Indicare 1’insieme numerico da Conside
re per scrivere I’uguaglianza seguenge. &

€:
—b=a+(-b)
Spiegare perché nell’insieme degli interj e
trovano i reciproci solodi 1 e di -], '
Indicare 1’insieme numerico da CONSidepy
re per scrivere I’uguaglianza seguente: %

1
+b=a - —
a a b

atUr ;

Scrivere almeno quattro numeri naturg]
quattro numeri interi non naturali, qug
numeri razionali non interi e collogyy
nello schema di fig. 4. ‘

Collocare nello schema di fig. 4 i num
seguenti, i loro opposti e i loro reciprogi,

4 6 14 —025 1L

Collocare nello schema di fig. 4 il risultatg
delle seguenti operazioni:

20-19 16—20
2:(-8) 10-10

30:5
—-30:30

ymer!
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are l'insieme dei numeri naturali

{ei numeri naturali si pud rappresen-
disegno come quello di fig. 1. Ma

Rappresent
L'insieme
fare con un

questo disegno ha due difetti:

_ mostra i numeri in disordine, senza possibi-
litd di ritrovare facilmente un dato numero;

_non mette in evidenza il fatto che si pud con-
tinuare a contare all’infinito i numeri natura-
li, senza mai fermarsi.

E per questo che conviene rappresentare 1 nu-
meri naturali sulla retta.

Rappresentare | numeri naturali sulla retta

Per rappresentare i numeri naturali sulla retta si
procede nel modo seguente (fig. 2):

I si disegna una retta;

La rappresentazione dei numeri
razionali sulla retta

2. si fissano sulla retta:
- un punto O;

-un segmento OU, unita di misura delle
lunghezze;

- un verso di percorrenza da O verso U, in-
dicato da una freccia;

3.si rappresentano i naturali riportando piu
volte OU, a partire da O, nel verso fissato.

Cosi si ha che (fig. 2):

- al punto O corrisponde il numero 0;

- al punto U corrisponde il numero 1;

- al punto A (a distanza 2 da O) il numero 2.

Questa rappresentazione ha due importanti
caratteristiche:

- mostra i naturali «in fila ordinata»;

Flgura 1
l.'guleme del nafurali

Flaura 2
?;ﬁiﬁn. :L{?g’Pfe&entatl
o) u
——
0 |

"4ppros,
“Ntazione del numerl razionall sulla retta

N O
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- suggerisce 1’idea che la retta continui verso
destra indefinitamente e cosi si possono
immaginare numeri naturali lontanissimi da
O verso destra.

Rappresentare gli intéri sulla retta

La rappresentazione dei naturali sulla retta

suggerisce il modo di rappresentare anche gli

interi negativi: si riporta pil volte il segmento

OU a partire da O nel verso opposto a quello

fissato.

Cosi si ha che (fig. 3):

- al punto B (a sinistra di O, a distanza 1) cor-
risponde il numero —1;

- al punto C (a sinistra di O, a distanza 2) cor-
risponde il numero —2.

In questo modo anche gli interi sono disposti
ordinatamente; inoltre si pud immaginare la
retta che continua indefinitamente verso sini-
stra, rappresentando numeri interi negativi lon-
tanissimi da O.

L'insieme degli interi & discreto

La rappresentazione sulla retta mostra una pro-
prieta dell’insieme degli interi: non c’& nessun
intero fra O e 1 oppure fra —10 e -9; in generale
fra due interi consecutivi non si trova nessun
intero (fig. 4). Per questo si dice che [’insieme
degli interi é discreto.

L’aggettivo discreto & legato ad un verbo latino
che significa «separare» e ricorda che gli interi
sono ben separati ’'uno dall’altro.

Figura 3
Gli interi rappresentati su una retta

C B O U A

o >
-2 -1 0 1 2

Figura 5

Le frazioni rappresentate su una retta
Q O M U P

A >

3 1 3
2 2 2
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In conclusione, la frase !’ insieme degli inter
discreto significa che fra due interi COnsecy,;
Vi non si trova nessun numero intero. A

La rappresentazione delle frazioni

Sulla retta restano tanti spazi vuoti; ¢’8 ancoy,
posto per le frazioni. Qualche esempio (fig, 5)

- per rappresentare % si divide a meta il Segmen,
to OU con il punto M;
- per rappresentare % si riporta 3 volte il segmep,

to OM, a partire da O nel verso scelto, f

; ing
ad ottenere il punto P; 4
- per rappresentare ——; si riporta 3 volte il seg-

mento OM, a partire da O nel verso opposty
a quello scelto, ottenendo il punto Q.

In generale:

- per rappresentare LW, riporta m volte il seg.
ou : .
mento —— a partire da O nel verso scelto;
n
- per rappresentare — RUIP, riporta m volte

il segmento

a partire da O nel verso

opposto a quello scelto.

Rappresentando le frazioni sulla retta, si trova
evidentemente (fig. 6) che le frazioni equiva-
lenti:

1 2 3 6

2 4 6 12

e <5 N —

Figura 4
L'insieme degli interi & discreto

due interi
Z Ly
o

1

—
\Y’

nessun intero fra0 e 1

Figura 6
Frazioni equivalenti danno
lo stesso punto sulla retta
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ate tutte dallo stesso punto M.

esent X .
)l;“a“) ha carattere generale: frazioni
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‘V

equivt”
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la retta.

ingieme dei razionali & denso

L _—

o sono dunque rappresentate le frazio-
;cri e i naturali; questo significa che
presentato I"insieme dei numeri

yli 10 :
lla retta € F4D
ali (fig. 7)-

Jresentazione mette in cviden_zu una
a importante dell’insieme Q (fig. 8):

0 e 1 & contenuto ;, fraOe —; & con-

Sull
ni
su .
r;ﬂ,l()l

uesta rapr
caratteristic
fra i numer!
tenuto 1 ¢ cosi via; in generale fra due razionali
€

¢i trova sempre un altro razionale.

punque; |’insieme dej _razjonali non e (jiscre!,()f
si dice invece ch;: /‘Iun.wem(' dei razg()nul./ ¢
denso, frase che significa: fra cluf’ razionali si
{rova sempre un altro numero razionale.

La rapprcsemuzione sulla. retta mette bene in
rilievo il fatto che naturali ed interi si trovano
nell’insieme dei razionali; non risulta invece
visualizzata la possibilita di separare gli interi
o0 i naturali all’interno dei razionali. Per questo
& pil adatto il disegno di fig. 1.

Flgura 7
I razionali rappresentati sulla retta

| T R
-2 3 10 1 3
2 4 2 2
Flgura g
Linsieme dej razionali & denso
due razionali

o
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appresentazmne dei numeri razionali sulla retta
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Verifiche

Conoscenze
@® Elencare gli elementi da fissare sulla retta
per potervi rappresentare i razionali.

@ Come vengono rappresentate sulla retta
due frazioni equivalenti?

Comprensione

® Spiegare il significato della frase: «1’insie-
me degli interi ¢ discreto».

© Spiegare il significato della frase: «I’insieme
dei razionali ¢ denso».

@ Rappresentare sulla retta di fig. 9 i seguen-

ti numeri:
| 1
-1 -— 0 = 1
3 3
Applicazioni

® Disegnare una retta con tutti gli elementi

necessari per rappresentarvi i numeri

razionali. Rappresentare sulla retta i
seguenti numeri:

3 1

-4 2 -= 0 -

4 4

@ Sulla retta precedente rappresentare i

seguenti numeri:

2 4

6 2 16
8 8 8
Figura 9

Una retta per rappresentare i razionali

i)

U
S>>
2
r O
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— T St 1 O e

L’ordinamento
dei numeri razionali

Rappr i i

ppresentazione sulla retta e ordinamento I Scelti 1 e 3 , si dice che (fig. 2):
Questo paragrafo & destinato ad esaminare una 2
notevole caratteristica dell’insieme Q: i numeri
razionali si possono disporre «ordinatamente in
fila» su una retta (fig. 1). Questo vuol dire che,
scelti due qualunque razionali, si pud sempre
dire che uno precede 1'altro.
Ecco due esempi.

1 precede % ossia 1< %
Ovviamente, si pud anche dire che:
3 : 3
=4 1 =

> segue ossia > >1

Figura 1
| razionali su una retta

'y A 9 A lﬁ A A ~
BRI T L g S S
sl e el B3 D *=
2 2 2
Figura 2 ) Figura 3
Ordinamento dei razionall Ordinamento dei razionali
(0] U (0]
===y > e
i 1 0 .
2 203
8 3
1< > (1 precede 5) —12-<0 (—15 precede 0)
3 3
5> 1 (5 segue 1) 0>—1E ( segue—;-)
88 Capitolo terzo  Gli Insiemi nume

. 1 i dice che (fig. 3):
jpscelti0e= 2 =

1

3 % precede 0 ossia = <0
Oppurei
ue — = ossia 0>— 1
0 seg 2 >

\«s0 grafico di fig. 1 suggerisce che tutti i

Lo .S'L'ﬁ‘\[' Sono allineati ordinatamente sulla

rul'l()n‘;);r‘('lleSlO si dice che ['insieme dei

"‘C [li?;'ml /i é totalmente ordinato.,

“h‘ \clusione, la frase «I’insieme dei raziona-

In €O’ te ordinato» vuol dire: scelti due
eri razionali si puo sempre dire

lj & totalmen
> num
alunque numert
o ede I'altro.

che uno prec

gimboli e parole dell’ordinamento

[ simboli < e > sono anche chiamati simboli

collegare due numerl che sono disuguali:
_ilsimbolo < si legge «precede», 0 « &€ minore di»;
_ il simbolo > si legge «segue», 0 « & maggiore di».
In conclusione, si ha che:

di disuguaglianza, proprio perché si usano per

3>2
si legge «3 segue 2» 0 «3 & maggiore di 2»
2<3

si legge «2 precede 3» 0 «2 & minore di 3»

Le disuguaglianze per descrivere semirette o

segmenti

Spesso in matematica i simboli > e < si unisco-

no al simbolo =, dando luogo ai simboli > e <.

Ecco qualche esempio.

A.La formula:

x=2

si legge: «2 e tutti i razionali x che seguono 2»,

oppure: «tutti i razionali x maggiori o uguali a 2».

Percid questa formula rappresenta la semiretta

di fig. 4.

B. La semiretta di fig. 5, costituita da 2 e da
tutti 1 razionali che precedono 2, ¢ descritta
dalla seguente formula:

x<2

che si legge «2 e tutti 1 razionali x che prece-

dono 2», oppure «tutti i razionali x minori o

uguali a 2».

Figura 4 . . ]
La semiretta che contiene 2 e tutti i razionali

ohe seguono 2

0

©C
NW>

4

3. 1
Ordinamento del numeri razionali

y %

Figura 5
La semiretta che contiene 2 e tutti
i razionali che precedono 2

%0
$c

A4

89




C.Le due semirette che hanno origine in O
(fig. 6) sono caratterizzate da due termini
appositi: @® Collocare 0 ¢ 4 _sulla retta e n:adurre in g

>0 mule le seguenti affermazioni: o
x2

«4 & positivo»
che si legge:

Comprensione

«4 segue 0»
«4 ¢ maggiore di 0» «4 & pitl grande dj 0y

«0 e tutti i razionali x positivi»; @ Collocare 0 e —4 sulla retta e tracupy, ;
Iy

$<0 formule le seguenti affermazioni:
- «—4 ¢ negativo» «—4 precede 0x»

che si legge: «—4 ¢ minore di O»  «—4 & pill piccolo dig,
«0 e tutti i razionali x negativi». ® Collocare 0 , 1 e —1 sulla retta ¢ trady.

. . 1 © radypy
in formule le seguenti affermazioni: i

D. La formula:

2<y<4 «0 ¢ compreso fra—1 ¢ 1»
- «0 segue —1 e precede 1»
si legge: «0 & pin grande di —1 e piu piccolo di ]y,
«tutti i razionali x compresi fra 2 e 4». @  Spiegare il significato della frase: « Lingje

Ora la doppia disuguaglianza descrive un seg- me dei razionali & totalmente ordinatoy,
mento (fig. 7): nel segmento sono contenuti tutti e
1 numeri compresi fra 2 e 4, estremi inclusi. Applicazioni

@ Rappresentare le semirette e i segmepy

descritti dalle seguenti formule:
x<—1 x2=2
0<x<4 —3<x<0

@  Stabilire quali fra le formule seguenti so:
no corrette e correggere quelle errate, ba
sandosi anche sull’esercizio precedente,

Verifiche

Conoscenze
® Leggere in tutti i modi proposti dal para-

grafo le formule seguenti: =35~ —1<-2
—2<—1 —1>-2 0<2<4 —3<2<0
350 3<0 ® Rappresentare le semirette descritte dalle’
> -3<

seguenti frasi:

@ Leggere in tutti i modi proposti dal para- «4 e tutti i razionali x che seguono 4»

grafo le formule seguenti: «i razionali positivi»

xs=1 x2=2 «=3 e tutti i razionali che precedonc —5»
0<x<4 —3<x<0 «i razionali negativi»

Figura 6 Figura 7

Numeri razionali positivi | razionali compresi

e negativi fra2ed

X <0 (negativi) 0

60
-

X >0 (positivi) ' 2 4

g icl
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Attivita

L’insieme dei numeri
del calcolatore tascabile

|l calcolatore non lavora con numeri grandi quanto si vuole

Ammﬁilche di calcolo «a mano» non conoscono limitazioni: si pud operare con

Len:f:(r:i grandissimi (per esempio 1019, che ha 100 zeri dopo 1).

L Sara cosi anche per il calcolatore? _
Si pud provare ad esplorare le possibilita del calcolatore, svolgendo proprio

il calcolo indicato prima ed altri analoghi per completare la seguente tabella:

~ Calecolo | Tasti Visualizzatore Risultato
o0 | [1][0]l][1][0][o][=]
1. 99 1-10%

9,99999.10%

La tabella suggerisce una prima osservazione: i numeri 10190 e 9,99999-10%, sono
troppo grandi per il calcolatore, che non riesce a svolgere i calcoli neanche con la
notazione esponenziale.

A quale numero si ferma il calcolatore? ) )

La risposta non & basata direttamente su proprietd matematiche, dipende
piuttosto dalle scelte fatte dai costruttori di calcolatori; per questo & bene consulta-
re le istruzioni del proprio calcolatore. _ _ -~

Comunque, si pud dare una risposta valida per la maggior parte dei tascabili
PEruso scientifico: il calcolatore non lavora con numeri pin grandi di 9,9999-10%.

I calcolatore non lavora con numeri «troppo vicini a zero»

Altivitg 2

c'l POssono ora continuare ad esplorare le possibilita del calcolatore, svolgendo i
Aoli per completare la seguente tabella:

- Calcolo Tasti Risultato

Visualizzatore

1 -33 11059

s 0% | [o]f: Jl)l»[9]l9]

! nsiem -
€ dei numerl del calcolatore tascabile

A
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Figura 1
I numeri positivi nel
calcolatore tascabile

Figura 2
I numeri negativi nel
calcolatore tascabile

92

La tabella mostra che il calcolatore non riesce a lavorare con numeri molto vjg
zero come 0,1100: si trova che la maggior parte dei calcolatori tascabili noy, p!
lavorare con numeri positivi pin piccoli di 10-99.

Tuttavia, i vari calcolatori reagiscono diversamente quando si prova g
gere dei calcoli con numeri positivi pitl piccoli di 10-99 (come 0,1100=10-100).
- in alcuni calcolatori si ottiene un messaggio di errore, analogo a qug|
dato per un numero troppo grande;
- altri calcolatori invece visualizzano soltanto 0, come se non riuscisser0 )
leggere le cifre dopo tanti zeri.

SVQ

Limitazioni per i numeri del calcolatore tascabile
Atftivita 3 o
Si arriva cosi ad una prima conclusione, visualizzata in fig. 1.

1l calcolatore lavora con numeri positivi n che rispettano le seguenti limitazioni;
1099 < n £9,9999-10%

Ma il calcolatore lavora anche con numeri negativi; quali sono le limitazionj
questo caso? La fig. 1 ne suggerisce di analoghe a sinistra di O; limitazioni ¢
possono essere confermate svolgendo i calcoli per completare la tabella seguentes

Calcolo Visualizzatore Risultato

0,1% | [o][- [[t][~|[s][o][=][+~]| -1. -89 | -110%

—(),1100
—10%
—10100
0 10% 9,999910%
. e &
b 2 d v

numeri esclusi perché troppo lontan! ¢a 0
numeri esclusi percheé troppo vicini a 0

-9,9999410 %
$ ot

numeri esclusi perché troppo vicini 2 0

numeri esclusi perché troppo lontani da 0

ol
Capitolo terzo  Gli insiemi numerl

< che il calcolatore lavora con numeri negativi n che rispettano le limi-
b va cOSsl
j tro

B eguenti.
jazioni S¢8 _9.9999-10%9< n <—-10-9

7 visualizza le conclusioni finora raggiunte.
Lafig

insieme dei numeri del calcolatore tascabile
L'ins

pletare 1a descrizione dei numeri disponibili in un calcolatore tascabile
per 9‘:':61 rileggere 1a scheda «I numeri decimali nel calcolatore tascabile», p. 60,
CO“‘““_; era detto che il calcolatore lavora solo con numeri decimali finiti,
dove SI &4«

P, L 2 "
Cosi, per esemplo, 1l calcolatore non lavora con la frazione = , ma con il
9’

decimale 0,6666667 che approssima la frazione a meno di 10-7.

Ecco allora una descrizione piu precisa dell’insieme dei numeri disponibili
nel calcolatore (fig. 3). I numeri del calcolatore sono contenuti nei due insiemi

seguentr:

A. i razionali positivi n che sono decimali finiti con 7 cifre dopo la virgola e
rispettano le limitazioni:

10-99< 1 <9,9999-109

B. i razionali negativi n che sono decimali finiti con 7 cifre dopo la virgola e
rispettano le limitazioni:

-9,9999:10-9< n < -10-%

Figura 3
| numeri nel calcolatore

escluso perché periodico

(ST
1
o
C

‘9-9999 10 99 —0 -99 0 10 -99 9'9999_1099

T — Gr—tprp—oro ¢ >

0,6666667 numeri esclusi
numeri esclusi decimale finito 2
che approssima 3
numeri esclusi
Ulngy
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cheda storica

L’imsieme dei razionali
come ampliamento dei naturali

| numeri naturali

Risalgono alla preistoria le prime tracce dei numeri naturali: ossa di animali ghg
portano incise delle intaccature, probabilmente usate per tenere il conto degj
animali: ad ogni animale corrispondeva un’incisione e ogni giorno si controllgy
che non restassero incisioni senza un animale corrispondente. .

Ancora oggi molti popoli primitivi tengono il conto delle pecore allo stag
so modo: un’incisione su un tronco corrisponde ad un animale. }

Ma questo non significa avere il concetto di numero; questo concetto g
sviluppa successivamente ed ¢ suggerito da alcune analogie ricorrenti:

- gli occhi, le orecchie, le braccia, etc. possono essere messi tutti in corrjs
spondenza con le ali di un uccello e queste possono simbolizzare j
numero 2;

- le zampe di un cavallo, di un bisonte, etc. possono essere messe in cor
spondenza con le zampe di un cane e queste possono simbolizzare
numero 4;

- le dita di una mano possono simbolizzare il numero 5 e cosi via.

Il numero naturale cosi generato si basa dunque sul procedimento di mettere i
corrispondenza due insiemi; non richiede ancora di contare.

E stata fatta I’ipotesi che I’arte del contare sia sorta insieme ai riti religios
primitivi: per rappresentare i miti della creazione era necessario chiamare i partt
cipanti secondo un ordine particolare, e forse il contare fu inventato per rispon:
dere a questa esigenza. }

Questa ipotesi si accorda con la divisione dei numeri naturali in pari @
dispari, i primi considerati femminili e i secondi maschili: simili distinzioni
trovano in molte civilta sparse su tutta la Terra.

Le frazioni e i numeri decimali

Sembra che le tribu primitive non avessero bisogno delle frazioni: per le necé
sita pratiche si potevano scegliere unita piccole, che non dovevano essere sudd!
vise. !

E nelle grandi civilta che si trovano le prime tracce delle frazioni
«Inventate» nell’antico Egitto, le frazioni dovettero aspettare ben 35 secoli péf
vedere definitivamente affermato il loro uso e la loro «traduzione» in numef!
decimali: vedi «Le frazioni e i numeri decimali nella storia», p. 62.

| numeri negativi

L’introduzione dei numeri negativi non sembra legata strettamente ad immedial
bisogni sociali: che senso pud avere infatti togliere 5 «cose» da 3 «cose»?

. y ¢!
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arcio che |'introduzione dei numeri negativi sia dovuta all‘in(g-
gembra Per Lmawmatichc di tipo astratto. Tuttavia questo interesse nasce in
2] in(mgmlrme' si trovano infatti cenni sui numeri col segno e sulle opera-

che mol“f ll?':“‘lme}i in tavolette babilonesi del XIX secolo a.C.
zioni €ON ‘l-msmeri negativi erano tanto Io_nlax]i d'all'uso z}buuale che, ancora ne}
' s nu« ano chiamati dal matematico italiano Raffaele Bombelli numeri
Cint‘l“c‘-‘e'::m,’,,;,rm-i assurdi: in effetti — dice Bombelli — ¢ assurdo introdurre dei
surdi €195 T Coli di niente! 4 '
eri it B er questo Bombelli nella sua Algebra cerca di rendere concreti
; Plr:.?f::il(:,aneri. appoggiandosi ad un esempio ancora oggi usato per intro-
st S«

dﬁ?l’c j aut
una volta €

neri negativi: «Se io mi trovassi con 15 scudi e fossi in debito di 20,
he avessi datoi 15, resterei debitore solo di 5, ciog avrel meno 5».

grazioni impossibili e successivi ampliamenti dei naturali
O¢ sta storia dei numeri a grandi tappe arriva dunque alla fine del Cinquecento
ues ‘;ﬁnlIlt‘“ naturali, le frazioni, i numeri decimali ed i numeri negativi che
ge lniono nelle opere dei matematici o nei calcoli comm_erc;nah. e
i Tuttavia, i matematici dell’epoca continuavano a distinguere le operazioni
in due categoric: » o
_le operazioni dirette (addizione e moltiplicazione), che erano sempre
pussihili, nel senso che la somma o il prodotto di due numeri naturali e
Sempre un numero naturale;

- le operazioni inverse (sottrazione e divisione) che erano possibili solo
sotto certe condizioni. - L _
Cosi si diceva che, per esempio, erano possibili solo operazioni come le seguenti:

5-3 12:6 0:4

che avevano come risultato dei numeri naturali.

Ma, a partire dal Seicento, comincia un’indagine approfondita sul concet-

to di numero; questa indagine, dopo pilt di due secoli, arriva alle conclusioni se-

guenti.

I. L’operazione di sottrazione pud essere sempre possibile: basta considerare,
oltre ai numeri naturali, i numeri negativi; si ottiene cosi I’insieme dei nume-
ri interi.

I Anche I’operazione di divisione pud essere quasi sempre possibile: basta con-
siderare, oltre ai numeri interi, anche le frazioni; cio¢ bisogna lavorare
nell’insieme dei numeri razionali. Rimane perd impossibile la divisione per 0.

_ Si arriva allora ad un’importante conclusione: i/ termine «possibile» o
“impossibiles non caratterizza una data operazione, ma @ legato all’insieme di
flmeri in cui I' operazione agisce.

In particolare, lavorando nell'insieme dei razionali, sono sempre possibili
le {uattro operazioni — addizione, moltiplicazione, sottrazione e divisione — con
Uunica eccezione: la divisione per 0.

llprincipio di conservazione delle proprieta formali
5010 alla fine del secolo scorso che lo studio sui fondamenti della matematica
rilc\gerlna pili approfondito e sistematico; cosi si riflette anche sugli insiemi nume-
* A particolare, si stabilisce che:
- gli interi e i razionali possono essere introdotti ampliando 1’insieme dei
numeri naturali;
- Un insieme di numeri ottenuto ampliando i naturali deve rispettare alcune
fondamentali condizioni.

.
Nsig e
Me dei razionali come ampliamento dei naturali
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erela proprietz‘l commutativa, deve allora risultare:
ten

Fra le condizioni da rispettare per ampliare correttamente i naturali si segpad per man
le seguenti: '

- . - . i 5.(-3)=(-3)5="5"3
1. nel nuovo insieme numerico ¢ contenuto I’insieme dei naturali;

pedue i numeri sono negativi, si ripete il procedimento seguito per la
nhedl

2. nel nuovo insieme si possono eseguire sempre 1’addizione e la molt il V. Se ar
cazione e queste operazioni godono di tutte le proprietd valide D - regola 1. . er calcolare:
naturali. ! per esempios P
Queste condizioni, esposte in modo rigoroso nel 1867 dal matematico tedogy . (-5)3)
Hermann Hankel, sono note con il nome di «principio di conservazione dus ) ]’espressione:
proprieta formali». 4 si considera
_5.[3+(-3)]
. o e . ni. . e si frova:
Come si applica il principio di conservazione delle proprieta formali -5.0=0  annullamento del prodotto
p princip v
Ecco un esempio che permette di capire come si applica questo principio: cop E ol
si stabiliscono le regole della moltiplicazione fra interi, ciod perché si arrivg g =5{8H(=3) = S
regola dei segni, richiamata qui sotto. ' - < T
L (45)-(43)=+15 A 534(=5)(-3) proprieta distributiva
II. (+5)-(-3)=-15 " Per mantenere le due proprieta , deve essere:

II. (-5)-(+3)=-15
IV. (-5)-(-3)=+15

—5.3+(-5)-(=3)=0
da cui:
(-5)(-3)=53

La regola dei segni, dunque, permette di ampliare i naturali con gli interi
vi. mantenendo perd tutte le proprieta valide per i naturali.

Per arrivare alla regola, si ragiona nel modo seguente:

L. Se i due numeri sono positivi, si applicano le regole valide per i naturali.
negati

IL Se il primo numero ¢ positivo e il secondo é negativo, si deve stabilire up Ragionamenti analoghi permettono di ampliare 'insieme degli interi, fino
regola che conservi tutte le proprieta delle operazioni valide per i naturali. ad ottenere ’insieme dei razionali (fig. 1).
Cosi, per esempio, per calcolare: Tl 5 ;
e L’Iignusrigme dei razionali
si considera I’espressione:
5-(3-3)
e si trova:
5:0=0 annullamento del prodotto ‘ i
/ razionali
5:(3-3)=5-[3+(-3)]= 2
| 3
5:3+5-(-3)  proprieta distributiva | 1
; 2
Per mantenere le due proprieta, deve risultare: f‘l
5:3+5-(-3)=0 i
da cui: 3
5(=3)=-53 i
e : : gty = - -20
IIL. Se il primo numero é negativo ed il secondo é positivo, si stabilisce di nuo¥? 49
una regola che mantenga le proprieta valide per i naturali.
Per esempio, quando si calcola:
(=3)5
deve risultare: i
(=3)-5=5-(-3) proprieta commutativa
N8leme gej razionali come ampliamento dei naturali 97
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Due insiemi numerici finiti

I calcoli della vita di tutti i giorni non si svol-
gono solo con i numeri razionali; ci sono anche
due insiemi numerici molto particolari, costrui-
ti a partire dai naturali:

- i numeri dell’orologio;

- 1 numeri che indicano i giorni della settimana.

I numeri dell’ orologio, rappresentati in fig. 1,

possono essere indicati cosi:
0123456789 1011

Questi numeri costituiscono un insieme finito,
perché ’insieme contiene un numero finito di
elementi, in questo caso 12 elementi.

La fig. 1 suggerisce anche un metodo particola-
re di eseguire le addizioni, muovendo le lancet-
te dell’orologio; si trova per esempio (fig. 2):

8+4=0 10+11+6=3

I giorni della settimana si possono indicare
cosi:

domenica=0  lunedi=1
martedi=2 mercoledi=3
giovedi=4 venerdi=5
sabato=6

Si ottiene cosi un altro insieme finito, che con-
tiene 7 elementi.

Anche questi numeri si ripetono ciclicamente:
dopo il sabato torna la domenica e cio dopo il
6 siritrovalo 0.

Si pud 4llora pensare di disporre questi numeri
su una specie di «orologio con 7 numeri»,
come in fig. 3, in modo da svolgere facilmente
le addizioni; cosi si trova, per esempio (fig. 4):

6+5=4 5+4+6=1 S5+6+6+6=2

98

Gli insiemi numerici finiti

Numeri della settimana e resti della divisione per}

E proprio necessario ricorrere all'orologio ¢gy

7 numeri per eseguire 1’addizione con i numey
della settimana? Certamente no, se si rifleg

meglio sui calcoli finora eseguiti; ecco che ¢y

sa si trova:
6+5=4

ottenuto eseguendo 6+5=11 e poi 11-7=4;
5+4+6=1

Figura 1
| numeri
dell’orologio

Capitolo terzo Gl insiemi numef'd

eouendo 54+4+6=15 e poi 15-2-7=1;
o

ottenuto €
§546:+6+6=2
o eseguendo
e l.glnag[ia

5+6+6+6=23 e poi 23-3-7=2.
nze conducono ad interpre-

, yltime ughés -
l-‘ch i risultali cosi: N . .
. .| resto della divisione di 11 per 7,
4ei

s il resto della divisione di 15 per 7;
¢ e o .
,I, 1] resto della divisione di 23 per 7.
i do. si possono indicare delle rego-

gt MO p : .
In qll?iddiyionarc i numeri della settimana
le per 8

senza aleun supporto grafico:
I si addizionano i numeri con le regole vali-
" de per i naturali;
1L si divide la somma per 7 e se ne determina
il resto;
11, il resto & il risultato dell’addizione fra i
" numeri della settimana.
§j ha cosi un particolare insieme di numerti: ¢
un insieme finito, perché ¢ costituito da soli 7
elementi. : 5 g .
Tuttavia, questo insieme & chiuso rispetto
all'addizione: si possono addizionare ripetuta-
mente pid elementi dell’insieme, ottenendo un
risultato che & ancora contenuto nell’insieme.
Questo risultato & legato al particolare modo di
leggere i numeri considerati: 0, I, ..., 6 non

sono pin i soliti numeri naturali, ma indicano i
resti della divisione di un qualunque numero
naturale per 7.

Insiemi numerici finiti costruiti con i resti della
divisione

Quest’ultimo punto di vista si presta ad essere
facilmente generalizzato: si pud estendere su-
bito ai numeri dell’orologio, considerando i
resti della divisione per 12.

In conclusione si trova che:

I.i numeri O, 1, ..., 6, che si ripetono ciclica-
mente per rappresentare i giorni della setti-
mana, sono i resti della divisione per 7; que-
sti 7 numeri costituiscono un insieme nume-
rico finito, chiuso rispetto all’addizione;

IL.i numeri O, 1, 2, ..., 11, disposti sull’orolo-
gio, rappresentano i resti della divisione per
12; questi 12 numeri costituiscono un altro
insieme numerico finito, chiuso rispetto al-
I’addizione.

Queste conclusioni hanno una notevole impor-
tanza teorica, perché indicano un procedimento
che pud essere ripetuto per creare tanti altri
insiemi numerici finiti: saranno insiemi che non
sono piu direttamente collegati alla vita reale, ma
hanno interesse prevalentemente matematico.

Flgura 2
Addizione sull’orologio

1.4
: __'""SIem| numerici finiti
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1l piu piccolo insieme finito ¢ quello costruito
con 1 resti della divisione per 2: & costituito
solo dai numeri O e 1.

F si pu0 continuare ad inventare:

- con 1 resti della divisione per 3 si ottiene
’insieme costituito da 0, 1, 2;

- con i resti della divisione per 4 si ottiene
I"insieme costituito da 0, 1, 2, 3; e cosi via.

Il prossimo paragrafo sara destinato appunto a

studiare le proprieta aritmetiche valide in que-

sti particolari insiemi finiti.

Verifiche

Conoscenze

® Elencare 1 numeri dell’orologio e descri-
vere le regole per eseguire 1’addizione fra
due di questi numeri.

® Elencare 1 numeri usati per indicare i gior-
ni della settimana e descrivere le regole
per eseguire I’addizione fra due di questi
numeri.

Comprensione

@ Considerare ’insieme costituito dai nume-
ri naturali 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, addizionati
secondo le abituali regole dell’addizione
fra interi e rispondere alle seguenti
domande:

a. I'insieme & finito?
b. I'insieme ¢ chiuso rispetto all’addizione?

@ Considerare 1’insieme costituito dai nume-
ri 0,1, 2,3, 4,5, 6, resti della divisione
per 7 ¢, appoggiandosi ad opportuni esem-
pi, spiegare il significato delle seguenti
frasi:

a. I'insieme ¢ finito;
b. I'insieme ¢ chiuso rispetto all’addizione.

Applicazioni

@® Completare la tabella seguente con i risultati
dell’addizione fra i numeri dell’orologio.

0 1 3 6 8 9 11

=T N ST
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@  Completare la tabella seguente con j

tati dell’addizione fra i numeri che ”ld?éu{

no i giorni della settimana. 4
+ 0 1 2 3 4 > |' @ |
0 4
1 1
) L
3 4
4 ]
5 3
6 A

Collegamento con il capitolo precedente

@® Considerare |'insieme A dei numeri natys
rali scritti per mezzo delle cifre 0 e 1, g
condo la numerazione binaria, e rispondes
re alle seguenti domande: [
a. 'insieme ¢ chiuso rispetto all’addizione?
b. Iinsieme ¢ finito?

@ Considerare I’insieme B costituiio daj
numeri O e 1, resti della divisione per 2, ¢
rispondere alle seguenti domande:

a. I'insieme ¢ chiuso rispetto all’addizione?
b. insieme ¢ finito?

@ Esaminare le due tabelle qui sotto e iz

spondere alle domande seguenti: |

a. quale tabella descrive I’addizione fra in-
teri scritti nel sistema binario?

b. quale tabella descrive 1’addizione frai
resti della divisione per 27

Tabella A
+ 0 1
0 0 |
1 1 10
Tabella B
+ 0 1
0
1 1 0

) P
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Le aritmetiche finite

afo precedente si ricava un modo
rapido per costruire insiemi numerici finiti:
.onsiderare i resti della divisione per un dato
'wlcm Per esempio, Si possono considerare i
:'Zsli della divisione per ? per 4, per 5, etc.
[n ciascun insieme sl puo poi |n}mglurre l. addi-
zione e la moltiplicazione e, qu.m'dl. studiare lL
proprieta di queste operazioni introdotte. Si
ottiene cosi un'aritmetica finita.

Dal paragr

Un primo esempio di aritmetica finita:

i resti della divisione per 3

I resti della divisione per 3 sono 0, 1 e 2.
[addizione e la moltiplicazione in questo insie-
me sono descritte dalle tabelle seguenti, che si
leggono come 1’abituale tavola pitagorica.

Addizione
+ 0 1 2
0 0 | 2
1 1 2 0
2 2 0 1
Moltiplicazione

0 1 2
0 0 0 0
1 0 1 2
2 0 2 1

S.La
€ aritmetiche finite

) ..

Su queste tabelle si trovano dei risultati incon-
sueti, che pero ¢ facile spiegare: le operazioni
si eseguono con i criteri indicati nel paragrafo
precedente e richiamati nella tabella che segue.

Regole

L. si esegue I’operazione secondo le re-
gole valide per i naturali

I1. si divide il risultato per 3 e si calcola il
resto

IT1. il resto ¢ il risultato dell’operazione

Studiando le operazioni ora introdotte, si trova-

no delle notevoli proprieta:

- I’addizione e la moltiplicazione sono com-
mutative;

- 0 & I’elemento neutro dell’addizione;

- 1 & I’elemento neutro della moltiplicazione.

Osservando la tabella dell’addizione, si trova

in ogni riga 0; in particolare:

- risulta 0+0=0 perciod I'opposto di 0 & 0;

- risulta 142=2+1=0 percio 'opposto di 1 ¢ 2

e viceversa.

Si trova dunque che:

- ogni elemento ha un opposto e percio si puo
sempre eseguire la sottrazione fra due ele-
menti dell’insieme: basta sommare al primo
I’opposto del secondo.

Esaminando poi la tabella della moltiplicazio-
ne, si scopre che 0, moltiplicato per qualunque
numero, da come prodotto 0, ciog:

- il numero 0 & ’elemento assorbente della
moltiplicazione.
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Inoltre si trova che:
1-1=1 perciod I'inverso di 1 & 1;
2:2=1 percio 'inverso di 2 ¢ 2.

Questo vuol dire che:

- ogni elemento diverso da 0 ha un inverso e
percio si puo sempre eseguire la divisione fra
due elementi dell’insieme: basta moltiplicare
il primo per ’inverso del secondo.

E immediato infine verificare che:

- vale la proprieta associativa per addizione e
moltiplicazione;

- vale la proprieta distributiva.

| resti della divisione per 3 si comportano come
i razionali

Si arriva cosi alle seguenti conclusioni:

- l'insieme dei resti della divisione per 3 é un
insieme finito, costruito a partire dai numeri
naturali;

- addizione e moltiplicazione in questo insieme
finito godono delle stesse proprieta valide
nell’ insieme dei razionali.

Questo insieme ¢ dunque una specie di «mo-

dello in miniatura» dell’insieme dei razionali.

Un secondo esempio di aritmetica finita:
i resti della divisione per 4

Non sempre un insieme di resti si comporta
come quello esaminato prima; ecco un secon-
do esempio: i resti della divisione per 4, e ciog
0,1,2e3.

L’addizione e la moltiplicazione in questo in-
sieme operano in modo analogo al caso prece-
dente; si ottengono percio i risultati presentati
nelle seguenti tabelle:

Addizione
+ |0 |1 |2 |3
] o
) i ] [ [ R
202 3o 1
3 (3 0‘{_172—

Moltiplicazione

0 [1 |2 |3
0 101010 |0
1 (o [1 [2 [3
202 or 2
Lol B R )
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Si ritrovano dunque molte proprieta valide 0
caso precedente, € cioe:

- I’addizione e la moltiplicazione sono ¢q
mutative;

- 0 ¢ I’elemento neutro dell’addizione;
- 1 & I’elemento neutro della moltiplicazione,

Inoltre, nella tabella dell’addizione, si trovy
ogni riga 0; in particolare risulta:

UK

in

0+0=0 percio I’opposto di 0 &

3+1=1+3=0 percio 1’opposto dj 3&
1 e viceversa;

2+2=0

percio I’opposto di 2 & 2
Questo vuol dire che: '

- ogni elemento ha un opposto e percio si pyj

sempre eseguire la sottrazione. '
Sulla tabella della moltiplicazione si ritroyy
poi che:
- 0 € elemento assorbente della moltiplicaziong,

Sembra proprio di avere ancora una volta tyfg
le proprietd valide per i razionali; ma non
cosi. La tabella della moltiplicazione presenig
infatti un risultato che non si verifica mai ngj
razionali:

2:2=0

Questo vuol dire che il prodotto vale 0, mg
nessun fattore vale 0, cioé:

- non vale la legge di annullamento del prodotto,;

Strettamente legato a questo inconsueto risuls
tato ce n’¢ un altro: nella riga corrispondente §
2 manca il risultato 1; questo vuol dire che
oltre a 0, anche 2 non ha inverso.

Risulta dunque:

1-1=1 percio 'inversodi 1 & 1;
3.3=1 percid I’inverso di 3 & 3;
ma:

- 0 e 2 non hanno inverso, percid non & possi=:

bile dividere né per 0, né per 2. :

|

I resti della divisione per 4 non si comportano
come i razionali

Si arriva dunque ad una conclusione diversa 62
quelle precedenti: nell’insieme dei resti delld
divisione per 4 addizione e moltiplicaziont
non godono di tutte le proprieta valide
nell’ insieme dei razionali.

In particolare:

- non vale la legge di annullamento del prodotto;

- non & possibile dividere per 2, perché 2 nof
ha inverso.

4 ol
Capitolo terzo  Gli insiemi numeri®

nfronto fra i due esempi
e ~Jusioni relative ai due esempi esaminati
Le cOlll?m(.) dungque delle notevoli differenze, che
)rcsﬂll‘]£> essere riassunte nel modo seguente:
1085 (i della divisione per 3 si comportano

i res ! v
1 l-nmc i razionali; |

in 4i della divisione per 4 non si comporta-
- m'\(,mc i razionali, perché non vale la legge

0cC : £n

l}i annullamento del prodotto.

Jl o« » ; \ ) 1
~: oi chiede allora: che cosa si puo prevedere
per Jsiemi di resti? Come si comporteran-

ap altri if .
ver Al 0 lla divisione per 57 E i resti della

i rest :
”iovisinnc per 67 Waos y ;
are delle previsioni si puo cercare di capi-
del particolare comportamento del
npio. Tutto sembra legato al risul-

d
Per fate |
re 1origine
s.econdu eser
rato seguente:

2:2=0

uesto risultato si trova perché 4, nell’insieme

dei naturali, non ¢ un numero primo, ma si
scompone nella forma:

4=2-2
E cosi, moltiplicando 2 per se stesso, si ripro-
duce 4, che, nell’insieme dei resti, da luogo al
resto 0.
Tutto questo non succede nei resti della divi-

sione per 3, perché 3 & un numero primo, cio¢
non si pud scomporre in fattori.

Il ragionamento seguito pud essere ripetuto per
esaminare il comportamento dei resti negli altri
casi; si trovera dunque che:

- i resti della divisione per un numero primo
si comportano come i razionali;

- Lresti della divisione per un numero che non
e primo non si comportano come i razionali,
perché non vale la legge di annullamento
del prodotto.

S. :
Le Aritmetiche finite

Verifiche

Conoscenze

@ Riprodurre le tabelle relative all’addizione
e alla moltiplicazione nell’insieme dei resti
della divisione per 3 e per 4.

@ Elencare le proprieta delle operazioni vali-
de nell’insieme dei razionali e nell’insieme
dei resti della divisione per 3.

® Elencare le proprieta delle operazioni che
valgono nell’insieme dei razionali, ma non
valgono nell’insieme dei resti della divisio-
ne per 4.

Comprensione

@ Spiegare come si eseguono 1’addizione e la
moltiplicazione nell’insieme dei resti della
divisione per 3.

@ Spiegare perché nell’insieme dei resti della
divisione per 3 si puo dividere per qualun-
que numero (escluso 0).

® Spiegare come si eseguono 1’addizione € la
moltiplicazione nell’insieme dei resti della
divisione per 4.

@ Spiegare perché nell’insieme dei resti della
divisione per 4 non vale la legge di annulla-
mento del prodotto.

® Spiegare perché nell’insieme dei resti della
divisione per 4 non si puo dividere per 2.

Applicazioni

® Compilare le tabelle relative all’addizione e
alla moltiplicazione nell’insieme dei resti
della divisione per 5.

@ Esaminare I’aritmetica costruita nell’insie-
me dei resti della divisione per 5.

® Compilare le tabelle relative all’addizione e
alla moltiplicazione nell’insieme dei resti
della divisione per 6.

@ Esaminare 1’aritmetica costruita nell’insie-
me dei resti della divisione per 6.
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\Scheda applicativa

Gli msiemi numerici finiti
nei linguaggi di programmazione

Bit e word

Un calcolatore elettronico rappresenta i numeri per mezzo di appositi circuiti gy
possono assumere due stati diversi, chiamati convenzionalmente O e |. i
Per semplificare il discorso, si pud immaginare, al posto del circuito, y
casella dove si pud scrivere 0 oppure 1, cioé una cifra binaria (cfr, il par. 5 dg
‘siecondo capitolo, p. 70); questa casella si chiama bir, dal termine inglese hingp
igit. '
Ma, per memorizzare un numero, il calcolatore pud occupare solo yj
determinato numero di bit; questo numero di bit prende il nome di word, termin
inglese che significa «parolax.
Dunque, il termine word indica il numero di bit che si poOSsono oceuparg

per registrare un numero nella memoria di un calcolatore.

Memorizzare i numeri interi su un personal computer

Il problema di rappresentare i numeri interi in un personal computer & legato §
due tipi di scelte possibili:

- la scelta del tipo di calcolatore;

- la scelta del linguaggio per comunicare con il calcolatore.

Per quanto riguarda il calcolatore, molte macchine dispongono di word di 16 bi
altre dispongono di word di 8 bit, che perd possono essere accoppiate. l

Nella maggior parte dei casi dunque, si hanno a disposizione 16 bir per
rappresentare un numero intero.

Sara poi il linguaggio di programmazione che decidera come gestire und
word: se occuparla tutta o solo in parte o, addirittura, accoppiare pitt word. Ecco:
un breve panorama dei casi pill frequenti.

Rappresentazione degli interi nel linguaggio Pascal

Il linguaggio Pascal, per rappresentare un numero intero, occupa completamente |
una word di 16 bit nel modo seguente (fig. 1):

- un bit per il segno;
- 1 restanti 15 bit per rappresentare il numero.
Questo vuol dire che il pill grande intero che si puo rappresentare &:

+111111111111111,=+32 767

Che cosa succede se, nel corso dei calcoli, si arriva ad un risultato che superd
queste limitazioni?

In questi casi il calcolatore non invia un messaggio di errore, ma da il risul

" i icl
Capitolo terzo Gli insiemi numer!

“sono conserva

inguaggio Forth

ne degli interi nel | | .

aappresemazl" o linguaggio, per rappresentare un intero si usa completamente

Anche in g.u ?g bit e, quindi, il massimo numero che si puo rappresentare € sem-
1 o)

3767 isolto in modo diverso il problema di un risultato che supera
P Mo or d'svtl:-n 3er:1gono memorizzati solo i 16 bit pia a ,destra del risultato e
il limite plnbg(;no cancellati, senza inviare alcun messaggio d’errore.
gh alll'icz’;;l  per esempio, si ottiene:

1000-1000=16 960

ultato si spiega ricordando che, ovviamente, risulta:
1000-1000 =1 000 000

a risulta anche, nel sistema binario:

- 1000 000=11110100001001000000,

i i inari ifre, di cui solo le ultime 16
scritto nel sistema binario presenta 20 cifre, S ;
Jigyne o te; percio il risultato memorizzato dal calcolatore ¢ appunto:

Questo Tis

0100001001000000,=16 960

Rappresentazione degli interi nel linguaggio Basic , i,
Basic & oggi disponibile su tutti i personal computer, anche i piu piccoli e
BCONOMICI. :

esto linguaggio rappresenta un numero intero occupando una
] £ ?ghl;tqe‘f c?uindi,%l mgagssimoprfumero accettabile & sempre 32767. 'Ih}ta;na
a una notevole differenza rispetto ai due casi precedenti: quando un risulta-
ra la limitazione, il calcolatore avverte che non puo s.volgerev il calcolo. Il
messaggio visualizzato & il termine inglese overflow, che significa «trabocco».

Sifre 001

= |
|
ol ]

16 bit

|

327660 O32766

e 5 it (@)
! @] 32767
32767 _39768

lingiar.: - ]
"MSlemi numerici finiti nei linguaggi di programmazione

Figura 1
Un intero rappresentato
in Pascal

Figura 2
Linsieme Integer
nel Pascal

105




e Proprieta commutativa

~ - Legge di annullamento del prodotto
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Che cosa bisogna sapere

Numeri razionali

I'numeri razionali sono quelli che si possono scrivere sotto forma di frazione.

Nell’insieme Q dei numeri razionali si trovano:

- numeri razionali positivi quali % 2

7

- numeri razionali negativi quali —% - %

- 'insieme Z dei numeri interiquali <5 -3 0 1 25
- 'insieme N dei numeri naturaliquali 0 1 2 38

Le proprieta dell’addizione e della moltiplicazione nei vari insiemi numerici
[a+b=b+a] [a-b=b-a]

- Proprieta associativa [(@tb)+c=a+(b+c)] [(a-b)-c=a-(b-c)]
- Propreta distributiva [a-(b+c)=a-b+a-c]

- Esiste I’elemento neutro [a+0=a] [a-1=a]

- Esiste 1’elemento assorbente per la moltiplicazione [a-0=0]
[a-b=0 solo se a=0 o b=0]

- Esiste I’opposto di ogni numero g, indicato con il simbolo —a

- Esiste il reciproco di ogni numero a0, indicato con 1 oppure a1
a

I numeri razionali si rappresentano su una retta

N\ "2
=t A £} >

-2 -1 0 1 2 3
LI L

i
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= Si scrive

el P e
- N N I A

|~ &
W

prleta dell'insieme dei razionali
Pro

fra due razionali & sempre contenuto un al-
tro razionale.

scelti due razionali si pud sempre dire se uno
precede 1’altro.

: : razionali & denso:
L’iﬂsleme det 1

. : razionali & ordinato:
L'insieme de1 14zt

gegnidi disuguaglianza: > (maggiore), < (minore)

3>2 «3 segue 2»

oppure
«3 € maggiore di 2»
2<3 «2 prec;ie 5»_ ]
oppure
«2 & minore di 3»

Disuguaglianze per descrivere una semiretta

" Si scrive J ji,lef'%?w ol
: |

x22 « 2 e tutti i razionali x che seguono 2»
. oppure, '
| «tutti i razionali x maggiori o uguali a 2»

x<2 1 « 2 e tutti i razionali x che precedono 2»
r oppure

' «tutti i razionali x minori o uguali a 2»

Disuguaglianze per descrivere un segmento
2Sx<4 chesi legge «tutti i razionali x compresi fra 2 e 4»

Aritmetiche finite

er tSeguire addizione e moltiplicazione nell’insieme dei resti della divisione per
' umero 7 si procede nel modo seguente:

Lsi €segue I’operazione secondo le regole valide per i numeri naturali;
“ divide il risultato per e se ne calcola il resto;

Sl resto & g risultato dell’operazione nell’insieme considerato.

ddiziopj o moltiplicazioni eseguite con i resti della divisione per un numero
Mo hanng Je stesse proprieta valide nel campo dei razionali. -
"8t della divisione per un NUMero 7 NOn primo non si comportano come 1 razio-
ali Perché non vale la legge di annullamento del prodotto.

h
® Cosa bisogna sapere

xg2

2<X<d

ol

107




108

- ttivita fiali

Che cosa bisogna saper fare

Questo capitolo & dedicato all’insieme dei numeri razionali ed & completato con
qualche idea sulle aritmetiche finite. Le attivita connesse alle nozioni introdotte ng
capitolo si possono dunque schematicamente suddividere in tre gruppi:

A. Rappresentazione di numeri razionali sulla retta
B. Confronto di razionali
C. Studio di aritmetiche finite

A. Rappresentazione dei numeri razionali sulla retta

Attivita 1
Completare il grafico di fig. 1, associando ad ogni punto il corrispondente numera
razionale scritto sotto forma di frazione ridotta ai minimi termini.

Attivita 2
Disegnare una retta con tutti gli elementi necessari per rappresentare i numeri €
rappresentarvi i seguenti numeri razionali:

3 4 1 1 5

3 4 P K 1 1
6 6

=t = Pl
312 6

0 -1 =

4 3 12 6

(= NI

2
6

AW

B. Confronto di numeri razionali
Attivita 3

Nell’attivita precedente sono stati rappresentati i numeri als e —1, che possono ess¢”
re collegati da una delle due disuguaglianze seguenti:
1

= >—1 chesilegge « % segue —~1» o «% maggiore di —1»

-1< % che si legge « —1 precede %» 0 «—1 minore di %»

) . icl
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n le opportune disuguaglianze le seguenti coppie di numeri:
e CO

ollegar
B T e Tet
- e - 6 6
1 . L ,3_ e 1 % c 1
8 )
Attivita 4‘. anche sullo svolgimento dell’attivita precedqnte, completare le frasi
lesﬂc”l:]l?h:o‘slimend() ai puntini gli aggettivi maggiore o minore.
geguetiin !

Un numero POSItivo € SEMPIe ..ooocovccnrrrrnnen di un numero negativo.
a

b, Una frazione positiva z’} ¢ maggiore di 1, quando il numeratore 7 ¢ .......ccccovvenee.

del denominatore d.

Una frazione positiva dl & i di 1, quando il numeratore n & minore
C.
del denominatore d. )
d. Se una frazione positiva 5 ¢ maggiore di 1, la sua inversa = & ........coeoceo. di 1.
| n
iti & mi i - d ,
e. Se una frazione positiva g ¢ minore di 1, la sua inversa — & .......coueernerne di 1.
| n
Attivita 5 |
Sulla retta di fig. 2 € indicato il segmento descritto dalla formula:
—15x<0

Descrivere con le corrispondenti disuguaglianze gli altri segmenti indicati nella figura.

Attivita 6 . . N .
Disegnare una retta con tutti gli elementi necessari per rappresentarvi i numeri e
rappresentare i segmenti o le semirette descritti dalle seguenti disuguaglianze:

—2<x<-1 x<3 0 02 x23

Spiegare perché non si possono trovare i segmenti descritti dalle seguenti disugua-
glianze:

12 02
Flgura 1
b
0 U
__4,_1 A M >
3
Flgura o
U
L — & =3
1 2

he d
Cosa bisogna saper fare
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Attivita 7
Sono dati i seguenti insiemi di numeri:

L 1,248 m 1,1, 11
2° 48
111
m -1,-2,-4,-8 1v. -1-L 1 _
2 4778

Rappresentare su una retta tutti i numeri assegnati.

Attivita 8
Esaminando il primo insieme di numeri assegnato nell’attivita precedente, si pug
dire che:

«S1 passa dal primo numero ai successivi procedendo sulla retta nel verso fissa.
to, percio i numeri diventano sempre pit grandi».

Esaminando il secondo insieme si pud dire che:

«S1 passa dal primo numero ai successivi procedendo sulla retta nel verso oppo-
sto a quello fissato, perciod i numeri diventano sempre pii piccoli». :

Completare le seguenti frasi:
a. Esaminando il terzo insieme si puo dire che:

«Si passa dal primo numero ai successivi procedendo sulla retta nel verso
............................................. , percid i numeri diventano sempre pii ........... ».

b. Esaminando il quarto insieme si pud dire che:

«Si passa dal primo numero ai successivi procedendo sulla retta nel veiso
p p
............... s, PEICIO I RUMeri diventano sempre pii ... ».

C. Studio di aritmetiche finite

Attivita 9
Riprendere ’aritmetica costruita sui resti della divisione per 3 e completare le se-
guenti frasi:

a. Lopposto di 1 & 2, perché risulta ..................

b. L’opposto di 2 & 1, perché risulta .................

Attivita 10
Sulla base dei risultati precedenti eseguire le seguenti sottrazioni:

2-1=2+ ... = e, 1-2=1+ ... = 2-2=2+ ...... = s
Attivita 11

Riprendere I’aritmetica costruita sui resti della divisione per 4 e completare le se-
guenti frasi:

a. Uinverso di 3 ¢ 3, perché risulta ..................
b. L’inverso di 2 non esiste perché ...................

Attivita 12 ‘
Sulla base dei risultati precedenti scegliere fra le seguenti divisioni quelle che sl

possono eseguire nell’insieme dei resti della divisione per 4 ¢ determinarne il risul-
tato.

1.2 2:2 33 32 23

Capitolo terzo  Gli insiemi numerici



