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Come i riconosce un sistema di 1° grado

Nel paragrafo precedente si ¢ lavorato solo su
ualche particolare sistema di equazioni; pill in
enerale, si pud dire che un sistema di 1° grado

& costituito da pill equazioni di 1° grado, in cui

compaiono pit incognite.

Fra i sistemi di 1° grado i piu semplici da risol-

vere sono quelli in cui compaiono due equazio-

ni ¢ due incognite, abitualmente indicate con le
lettere x e y. Questi sistemi possono essere
sempre scritti nella forma seguente:

{ ax+by=h
cx+dy=k
dove le lettere a, b, ¢, d indicano i coefficienti

delle incognite, mentre le lettere A, k indicano i
termini noti.

Ecco un esempio:
{ 6x+9y=19
9x+3y=11

T““ﬂVia, un sistema scritto in quest’ultima

f°m1_‘d non mostra una rapida via di soluzione

con il metodo di sostituzione. Conviene allora

CSaminare attentamente questo caso, affiancan-

aol'l calcoli svolti con i c.oeff_icienti. r}um_e:rici

X eg 1 analoghi calcoli basati sui coefficienti let-
1li (a,b, ¢, d, h, k).

Eeco come si procede.
lSll ricava un’incognita (per esempio x) da
Na delle equazioni (per esempio dalla

Prima) e si scrive 'espressione ottenuta al
Posto di x nell’altra equazione; si ha:

o
8l metodo di sostituzlone alla regola di Cramer

Dal metodo di sostituzione
alla regola di Cramer

sistema,{@*gyﬂ? sirstema-{._“xf”yf"

| 9x+3y=11 cx+dy=k
[ 6x=19-9y | ax=h-by
9x+3y=11 | extdy=k

T aE g
=6 &
x+3y=11

6

| i :
e e
9 Q-%y +3y=11 | |

2. Si risolve la seconda equazione, che presen-
ta la sola incognita y, e si ha:

19_9 il B
S5 ._ ak-ch _m
= |\ aa=cb ~n

3. Si sostituisce il valore di y nella prima equa-
zione per ricavare anche il valore di . Nei
calcoli da svolgere con i coefficienti letterali
conviene indicare con m e n i termini della
frazione che da il valore di y. Si ottiene
quindi:
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19 9 5 _h b m
6 63 e
) | = ghk=ch _m
% 3 “ > ad—cb n

4. Svolgendo i calcoli, si ottiene finalmente:

s [ o dh-bk
I} = ad-ch

5 ‘ _ ak—ch
5 1 Y= d—ch

La regola di Cramer

Alla fine dei calcoli, si osserva che il procedi-
mento non offre difficoltd concettuali, ma
risulta alquanto lungo e pesante.

Converrebbe allora ricordare 1 risultati ottenuti
nel caso dei coefficienti letterali, in modo da
non dover ripetere ogni volta gli stessi calcoli.
Per questo Gabriel Cramer, matematico svizze-
ro del Settecento, ha proposto una scrittura che
rende facilmente memorizzabili i risultati otte-
nuti nel caso letterale. Ecco di che si tratta.

Si scrivono i coefficienti delle incognite in una
tabella come la seguente:

Questa tabella prende il nome di Mmatrice )
coefficienti. ag

A questa matrice si associa un numero, opi.

mato determinante della matrice, definiy, L.
modo seguente: e}
ol = ad-bc
cd|

II determinante si trova dunque nel modo gq
guente (fig. 1): 7

- si calcola il prodotto ad, moltiplicando termj.
ni che si trovano sulla diagonale principale;

- si calcola il prodotto bc, moltiplicando termj.
ni che si trovano sulla diagonale sccom-laria;

- si calcola la differenza ad-bc.
Analogamente, si pud scrivere:

hb

} ‘ = dh-bk
kd|

g ’ = ak—ch
ck

In questo modo, la soluzione del sistema:

ab ax+by=h
cd cx+dy=k
Figura 1
Come si calcola il determinante
di una matrice
a, b Ao 4f a_ _h
7 =ad— be N =dh - bk ‘;t;: =ak — ch
¢ Y k" g e’ Tk
——————> diagonale principale
,,,,,,, *> diagonale secondaria
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¢ nella forma seguente:

eriver
. ) SETIVe
pi

8t nb ah
‘k d' e k
A V(rb) - ab
cd cd l
4 soluzione si pud ricordare facilmente

osl
Quest
con le segt
in entrambe
il determina

ienti osservazioni (fig. 2):
le espressioni il denominatore &
nte della matrice dei coefficienti;

l.cqprcssione che fornisce x, il numeratore
> {]e'll determinante della matrice ottenuta, a
l re da quella dei coefficienti, scrivendo i

iy 10ti al posto della prima colonna;

termini t
neu’csprwsione che fornisce s il numeratore
L 3 il determinante della matrice otte':nutg, a
artire da quella dei coefficienti, scrivendo 1
{ermini noti al posto della seconda colonna.

uesta regola prende- appunto il nome di rego-
la di Cramer.

Un esempio di applicazione della regola

di Cramer . o
Eeco un esempio che conduce ad impadronirsi

della regola di Cramer per risolvere rapida-

Risolvere il sistema:
10x+4y=3
5x-20y=—4

- Si calcola il determinante dei coefficienti, che
vale:
10

520

=10(-20)-5-4=—200-20=-220

- Per ottenere il valore di x, si calcola il se-
guente determinante:

34 =3(=20)—(—4)-4=—60+16=44
-4 20
Si trova quindi:
=M _1_92
T0s5

- Per calcolare il valore di y, si calcola invece
il seguente determinante:

10 3
=10-(—4)-3-5=—40-15=-55
5

Cosi si trova:

i zioni =55 _1_
mente dei sistemi di 1° grado di due equazioni y= - — i 0,25
in due incognite.
Elgur? 2| )
a soluzione ‘ B
«l.un sistema \ ax +by =h
ox +dy =k
h b a h
k d c k
X = ——m-mmmm—— Y 2 e—
a b a b
c d c d

6. Da) Metodo di sostltuzione alla regola di Cramer
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In definitiva la soluzione del sistema &

(é; %) ossia  (0,2; 0,25)

La regola di Cramer e i sistemi indeterminati

Ecco un secondo esempio di sistema da risol-
vere:

2x+3y=4
4x+6y=8

Si osserva subito che la seconda equazione &
ottenuta dalla prima moltiplicandone i due
membri per 2, percio le due equazioni sono fra
loro equivalenti; questo vuol dire che il sistema
¢ in realta costituito dalla sola equazione:

2x+3y=4

riscritta due volte.

Si tratta allora di un sistema indeterminato,

dato che una sola equazione in due incognite

non determina una soluzione.

Che cosa succede ora applicando la regola di

Cramer?

- Calcolando il determinante dei coefficienti, si
trova:

|23

=2-64-3=12-12=0
46

- Calcolando poi gli altri due determinanti, si
trova:

/ 43| =4.6-3-8=2424=0
186

24
48

Si trova dunque che tutti e tre i determinanti
valgono 0.
Questo stesso risultato caratterizza, pil in
generale, i sistemi formati da due equazioni
equivalenti.

=2-8-4-4=16-16=0

La regola di Cramer e i sistemi impossibili

Ecco un ultimo esempio di sistema su cui
riflettere:

2x+3y=4
4x+6y=12

Le due equazioni non sono equivalenti, perché
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la seconda equazione & ottenuta dalla
questo modo:

- il primo membro & stato moltiplicato per ).
- il secondo membro @ stato moltiplicatg

Tuttavia, calcolando il determinante dej
cienti, si trova ancora:

prima! 3

Pery.
Cocii
i}
3|
=2:64-3=12-12=0 ®
46 | '

Pero, calcolando gli altri due determing,

ntj,
trova: 3
43 ‘
=4.6-3-12=24-36=—12 =
112 6 | @
2 4
=2-12-4-4=24-16=8
412

In questo caso allora, per calcolare il valore ¢
X ey, si dovrebbero eseguire le operazigy
seguenti:

2 8
0 0
operazioni prive di significato, dato che non g ®

pud eseguire la divisione per ().
Non si pud dunque trovare la soluzione del
sistema, cio& i/ sistema ¢ impossibile.

Sistemi risolubili
Le considerazioni precedenti possono esseré
sintetizzate nel modo seguente:

- Un sistema indeterminato non riesce a deter-
minare una sola soluzione, perché & formato
da una sola equazione ripetuta due volte; in
questo caso i fre determinanti presenti nella
regola di Cramer valgono tutti 0.

- Se poi il solo determinante dei coefficienti é

0, le due espressioni che forniscono .x e y pet- @

dono significato, dato che non si pud eseguit¢
la divisione per 0; in questo caso non si pudl
trovare la soluzione del sistema, ciog il siste:
ma é impossibile.

- Se invece il determinante dei coefficienti not
vale (), si trova una sola soluzione, fornita

rapidamente dalla regola di Cramer; in questo ©)

caso il sistema si dice risolubile.
Converra allora controllare la risolubilita di ut
sistema prima di iniziare a risolverlo, tenend®
presente che un sistema é risolubile solo 5¢
risulta:

ad-bc#0

|
Capitolo nono  E ioni, di i e sil i di 1 grad®

2
conost ense

vel‘ifiche

1 1 i 10
he modo si riconosce un sistema di 1
In¢ -

grado? )

In quale forn

sistema di 1

incognite: ) . "
syrare la regola di Cramer per risolvere

”:u;iqlcmu di 1° grado in due equazioni e

Slue incognite. - ' .

Che cosa significa il termine «sistema

-mddcrminato»? Quali 1‘15}11§at1 dq 1;1 rego-

la di Cramer nel caso dei sistemi indeter-

1a si scrive abitualmente un
grado in due equazioni e due

minati? . .
Che cosa si c_onclude se il determinante
dei coefficienti vale 0? ) )
Come si verifica se un sistema € o non €
risolubile?

Comprensione

Si puo risolvere un sistema senza ricordare
la regola di Cramer? '
Come si pud verificare se la soluzione di
un sistema & esatta?

Esaminare il seguente sistema:

x=y
{ x+y=4

e trovare I’errore nella seguente afferma-
zione: )
Il sistema non & risolubile, perché determi-
nante dei coefficienti &:

y ]‘ =1-1=0
11

Risolvere il sistema precedente in due
modi:
-applicando correttamente la regola di
Cramer;
-con il metodo di sostituzione.
Con quale metodo i calcoli sono pitr rapidi?
E dato i1 seguente sistema, formato da due
€quazioni equivalenti:
{ ax+by=h
max+mby=mh

Verificare che i tre determinanti presenti
nella regola di Cramer valgono tutti zero.

6.
Dal Metodo di sostituzione alla regola di Cramer

® Del sistema:

ax+by=h

cx+dy=k
si sa soltanto che i tre determinanti giella
regola di Cramer valgono zero; verificare

che il sistema & indeterminato completan-
do il ragionamento impostato qui sotto.
- Se il determinante dei coefficienti vale 0,
si ha:
ad-bc=0 cio¢ ad=bc
Questo vuol dire che risulta:

£=i=m
a b
ciog:

c=ma e d=mb
- Se vale 0 anche un secondo determinante
si ha, per esempio:
dh—bk=0 CIO& ..cvcvvvcrenres
Questo vuol dire che risulta:

.......... _d_,
.......... b
cioe anche:
k=mh
Percid le due equazioni del sistema asse-
£nato SONO ..o

Applicazioni

@ Risolvere il seguente sistema con il meto-
do che si ritiene pili opportuno.

{ x—4y=4
x=5y
Verificare che la soluzione ottenuta & esatta.

@ Risolvere il seguente sistema con il meto-
do che si ritiene piti opportuno.

{ 20x—13y=-11
4x+3y=9
Verificare che la soluzione ottenuta & esatta.

® Fra i sistemi seguenti individuare quello
risolubile, motivando la scelta.

12x-8y=4 { 12x-8y=0
{ 3x-2y=1 3x=2y=1

x—2y=0
{ 3x-2y=1
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Risolvere sistemi lineari in due incognite con la regola di Cramer

Esamina 1 sistemi assegnati negli esercizi da 1 a 4 e risolvi 1 seguenti quesiti:
a. individua i sistemi impossibili o indeterminati;

b. risolvi gli altri sistemi con la regola di Cramer

3x+5y=24 { -2y=3 [ (-2; 6); imp. |
2x-4y=-28 2x—4y=—-28

o [4x+10y=-2 {8x+3y=13 [ind.; (2; -1)]
2x+5y=—1 2x+5y=-1

3. [~2x+3y=4 {2"—3y=2 [(1;2); ind. ]
7x—8y=—9 4x-6y=4

4. [3x-4y=31 {2x-3y=2 [ (-5; 4); imp. ]

Sx+6y=—1 4x—6y=0

Esamina 1 sistemi assegnati negli esercizi da 5 a 14 e risolvi 1 seguenti quesiti:
a. riscrivi ogni sistema nella forma adatta ad applicare la regola di Cramer
b. individua i sistemi impossibili o indeterminati;
risolvi gli altri sistemi con la regola di Cramer

Sy—4x+8=0 40+8y—4x=0 o
10-5x-3y=0 2y—x+5=0 [ (2; 0); imp. ]
3y—7x+9 0 2y—x+5=0 03 i
6. 6+2y+3x=0 30+8y—4x=0 [ (0; =3); imp. ]
3+y-2x=0 1+5x-6y=0 32
7 {3y—6x+9=0 { —-10x=0 [ ind.; ( 5°3 ) ]
Ll+y-2x=0 3-5y—6x=0 4
8 {9+3y—-6x=0 {5—9x—7y=0 [ imp.; ( 3 -]
3—3_)’— ~ X=
2 +x-2=0 '
- 1 {ngz [@-3)ind.]
4y+ *6*x—3—0 —2x-2y=0
1 —4x+1=0
10. J3”~ - 2-x—y=0 1o
2 1-3x-3y=0 [(3:3); imp.]
3- 3 y-2x=0 y=
2 9y+8x=0
= __1_ —
L {3" . {l—zx-s =0 [ind.; (- 4 )J
2x-3-3y= 2 Y
2 3
y—l—3 5 y—1-3x=0 o (_l . Z)]
42 =3 =0 mps =503
3 Y— y—1- 3 X=
13. [1:25-0.6-x=0 1,2y+0,6x-1=0 (L8: 23 nd. ]
x~0,6-0,6y=0 0,3x+0,6y-0,5=0

14. 5 25y+1 75-x=0
1,4y+3,5-0,4x=0

Daniela Valenti, 2020

1,4y+1-0,4x=0"
0,7y-0,2x=0

[ (22,75; 4); imp: ]



